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Jak pouzivat tuto sbirku

V soucasné dobé se linearni algebra na FEL CVUT vyucuje ve étyfech mutacich: ASBOILAG, BOBO1LAG,
BOBO1LAGA a B6B01LAG. Tento text se snazi byt sbirkou komentovanych i nekomentovanych problému pro
vsechny tyto mutace. Pofadi témat v tomto textu dava i doporucenou napli jednotlivych cviceni:

A8BO01LAG, BOBO1LAG a BOBO1LAGA: Témata 1 az 14.
Upozornéni: Téma 14 se nestihne probrat na cvicenich, problémy tohoto tématu budou spocteny na zavérec-
nych pfednéskach.

B6B01LAG: Témata 1 az 13 a Téma 15.
Upozornéni: Téma 15 se nestihne probrat na cvic¢enich, problémy tohoto tématu budou spocteny na zavérec-
nych prednaskach.

Téma 0: Toto téma nesouvisi pfimo s linedrni algebrou. Jedna se o zopakovéni ditkazovych technik, které budou
béhem semestru vyuzivany.

Uvitam upozornéni na preklepy a chyby, které mi pfi korekturach pres veskeré mé usili dozajista usly.

Jifi Velebil

katedra matematiky
FEL CVUT
velebil@fel.cvut.cz

Dalsi doporucené sbirky problému

V doporuceném studijnim textu
ww Jiti Velebil Abstrakini a konkrétni linearni algebra, Praha, 2020.
naleznete dalsi radu feSenjch problémt. Z volné dostupnych sbirek lze doporucit naptiklad texty

= Robert A. Beezer, Ezercise and solution manual for a first course in linear algebra, University of Puget
Sound, 2015.

= Karel Vyborny a Milos Zahradnik, Pouzivame linedrni algebru, Praha, 2011.
7 tisténych knih jsou vynikajicimi sbirkami naptiklad

v Hakam Dadazhdanovitch Tkramov, Linear algebra (Problems book), Mir Publishers, Moscow, 1983.

w Seymour Lipschutz a Marc Lipson, Linear algebra (6th ed), McGraw-Hill, 2018.

= Jgor Vladimirovitch Proskuryakov, Problems in linear algebra, Mir Publishers, Moscow, 1978.
Upozornéni: V riznych sbirkich (kromé doporuceného textu AKLA) muZe byt pouzita jind terminologie nebo

jiné znaceni. Ujistéte se vzdy, jaké znaceni a terminologii Vami zvoleny text pouziva. Déle: v jinych sbirkach
miize byt cel fada problémil, které jsou mimo rozsah piednéasek linedrni algebry na FEL CVUT.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html
http://linear.ups.edu/download/fcla-3.50-solution-manual.pdf
http://matematika.cuni.cz/zahradnik-plas.html

Téma 0

Proces dokazovani a psani dukazu

V matematice se pouziva ditkaz jako korektni argumentace, ktera ndm ukéze platnost néjakého tvrzeni. Nebu-
deme budovat formdlni teorii dikazu, to patii do partie matematiky, které se fika formdilni matematickd logika.
V této kapitole ukadzeme nékolik zptsobd, jak lze tvrzeni dokazovat. Nejde o tplny vycet dikazovych technik.
Pro nase ucely nam vsak tento vycet bohaté postaci.

Protoze dtiraz této kapitoly je kladen na dikazy, a ne na lineadrni algebru, budeme dokazovat jednoducha
tvrzeni o mnozinach, realnych cislech, atd. Jde nam o to, pochopit tvorbu diikazu a jeho nésledny zdpis. To se
nam bude pozdéji hodit pri dikazech tvrzeni z linearni algebry.

Tvrzeni, ktera dokazujeme. V matematice lze kazdé elementarni tvrzeni prepsat do tvaru:
Af plati . Potom plati 3.
Casti o ¥ikédme predpoklad tvrzeni, ¢asti B fikame zdveér tvrzeni.

Rada: snazte se vzdy pred zacatkem dikazu tvrzeni rozdélit na predpoklady a zavér. Budete tak védeét,
ktera fakta smite v dikazu pouzit a kterd fakta mate dokazat.

Dulezité: vSem pojmum v zadaném tvrzeni je tfeba dokonale rozumét. To znamend, Ze vSechny pojmy
v zadaném tvrzeni byly fadné definovany. To neni zadné hnidopisstvi: znalost definic nam casto pii tvorbé
diikazu vyznamné pomaha.

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni... Nékterd tvrzeni maji tvar:
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) Plati a.
(2) Plati 5.
(3) Plati ~.
Co se po nas v takovém piipadé chce dokdzat? Mame dokazat, Ze z (1) plyne (2), Ze ze (2) plyne (3), a ze
ze (3) plyne (1).
To znamena: chce se po nas ukazat platnost ,kolecka“ implikaci:
3)

1) @)

Samoziejme, tvrzeni nemusi fikat, ze t¥i podminky jsou ekvivalentni; takovych podminek mize byt klidné
i devét.
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Rozhodnéte, zda plati... V nékterych pfipadech narazime na nasledujici problém:
Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni:
Af plati «. Potom plati 5.

Problémy tohoto typu jsou vlastné nejzajimavéjsi, protoze odrazeji realitu matematické prace. Pi tvorbé
néjaké teorie totiz formulujeme hypotézy (tj. formulujeme tvrzeni, o kterych nevime, zda plati). A je
pochopitelné, ze obcas zformulujeme hypotézu, kterd se ukaze byt nepravdivou. Zachazeni s hypotézami
se budeme vénovat v ¢asti 0.6.

Dulezité: v matematice kazd4 hypotéza bud’ plati nebo neplati. Neni tedy mozné odpovédét ,,polovicaté®.
Tento ¢ernobily pohled na svét ndm ve skutecnosti opét velmi pomaha.

Argumentaéni fauly. Matematika je hra, kterd se hraje podle pravidel fair play. Pfi dokazovani se
nesmime dopoustét zakadzanych zptsobti argumentace. Seznam zakazanych zptsobi argumentace je dlouhy
a my jej nebudeme vypisovat. Zminme alespon jeden faul: pokud mame tendenci v diikazu nékde napsat
to je jasné, nejspis se dopoustime faulu. Zastavme se a ujasnéme si, pro¢ je nam néco jasné. Pokud je
nam néco opravdu jasné, méli bychom umét poradné vysveétlit, pro¢ je nam to jasné. Hrat fair play pak
znamena, ze toto , jasné“ misto poradné vysvétlime.

To je trivialni. Obcas se na misté dikazu vyskytne ceska véta Dikaz je trividini. Jedné se o argumentacni
faul? Nejednd. Slovo ,trividlni“ je zde pouZito v technickém smyslu. Piedpoklada se, ze ¢tendr/ka uz ma
jisté zkusenosti a dikaz tak snadno napise. Zpocatku budeme vétou Dukaz je trividlni. Settit. Postupem
casu vsak ziskame zkusSenost a ta nam dovoli nékteré dikazy bez rozpakt za trivialni prohlasit.

Cestina a matematicka &eStina. Dikazy piSeme v pfirozeném jazyce (v tomto textu Gesky). Na pied-
naskach a cvicenich se casto uchylime k ,,tésnopisu*, tj., misto plnych ceskych vét budeme psat nejriznéjsi
Sipky, zkratky, atd. Tento tésnopis je vsak ale vzdy mozné prepsat do celych ¢eskych vét. Zopakujme to:
matematicky text je vzdy psan v prirozeném jazyce.

Protoze prirozeny jazyk je barvity, budeme pouzivat jista slovni spojeni, kterd maji pevné stanoveny
vyznam. Pfipomenme néktera takova spojeni:

.. 0 SOUCASNE. . .
.. nebo. ..
.. bud. .. anebo. ..

.. nebo. ..

Ezistuje alespom jedno. . .tak, Ze plati. . .
Pro vsechna. . . plati. . .

)

(2)

(3)

(4)

(5) ...prdve tehdy, kdys. ..
(6)

(7)

(8) A fada dalsich. ..

Vyznam takovych slovnich spojeni je tfeba dobie znat.
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8 Téma 0. Proces dokazovani a psani dikazt

0.1 Primy duakaz

Schéma pFimého diukazu. Chceme-li dokdzat tvrzeni
Af plati . Potom plati 3.
pfimych dikazem, pak postupujeme takto:
(1) Ptredpokladame platnost a.

(2) Z platnosti a postupné odvozujeme platnost dalsich tvrzeni tak dlouho, az po koneéné mnoha krocich
dostaneme (3.

0.1.1 Problém At a a b jsou libovolna realné é&isla, pro ktera plati a > 3 a b < 2. Potom plati a® —2b > 5.

% ReSeni problému 0.1.1 ReSenim je spravné vedeny diikaz zadaného tvrzeni.

% Komentar k problému 0.1.1 Tvrzeni dokdZeme piimym ditkazem. Pfed tvorbou diikazu si nejprve ujas-
nime, co vime (tj., to, co smime béhem dikazu pouzit) a to, co chceme dokdzat (to vyuzijeme k tomu,
abychom si uvédomili, kdy dukaz konéi).

Vime: a je redlné ¢islo, b je redlné ¢islo, plati a > 3, plati b < 2.
Chceme dokazat: a? —2b > 5.

Nejprve pfedvedeme Spatny diikaz: pro a = 5 a b = 1 plati a > 3 a b < 2. Protoze nerovnost 52 —2-1> 5
plati, je dikaz hotov.

Co je 3patné? Tvrzeni neznélo nasledovné: ukazte, ze 52 —2-1 > 5. V predpokladech naseho tvrzeni jsou
zadana dveé libovolnd realné Cisla a, b, nikoli a = 5 a b = 1. Zadané tvrzeni jsme tedy nedokdzali.

Konstrukce spravného dukazu. Vysvétlime, jak spravny dikaz zkonstruovat. Uvidime, Ze (typicky)
dtikaz tvofime ,ze dvou stran“: rozvijime, to co vime, a zjistujeme, co potfebujeme znéat k tomu, abychom
dikaz ukoncili. Tvorba dtkazu je tedy proces, ktery zakoncéime, kdyz spravnym zptsobem ,propojime“
jeho zacatek a jeho konec.

Prvni faze dukazu.

a je realné cislo
b je realné cislo
platia > 3
plati b < 2

—D — plati a2 — 2b > 5, je hotovo

Zapsali jsme zatim ,kostru dikazu“: to, co vime, a to, co chceme dokézat. Navic, pouzili jsme ,tésnopis“,
ktery budeme na prednaskach a na cvicenich pouzivat: Sipku tvaru —> budeme c¢asto pouzivat misto
slovniho spojenti jestliZe. . ., potom. .. Nasim tkolem je ,vyplnit* to misto, kde je (zatim) nakreslen nemozny
trojahelnik.!

Druha faze dikazu. V dokazovaném tvrzeni figuruji vyrazy a® a —2b. MiiZzeme se o téchto vyrazech néco
dozvédét z toho, co vime o a a b? Ano. N&§ dikaz tak miZzeme mirné vylepsit na

a je redlné Cislo
b je realné cislo lati a® > 9

! , —D P , }ﬂ —> plati a® — 2b > 5, je hotovo
platia > 3 plati —2b > —4

plati b < 2

1Tento symbol budeme (pouze v této kapitole) pouzivat jako symbol pro ,neznamo*.
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0.1. Primy dikaz 9

P1i odvozovani jsme museli vyuzit znalosti prace s nerovnostmi realnych cisel. Napriklad musime védét, ze
vynasobenim nerovnosti ¢islem —2 obratime znak nerovnosti. To znamena: z nerovnosti b < 2 odvodime
nerovnost —2b > —4.

Tieti faze dukazu. Misto, kde je nyni nemozny trojihelnik, mizeme ,vymazat®, protoZe nerovnosti
a® > 5 a —2b > —4 miZeme secist a dostat tak nerovnost a? — 2b > 5:

a je redlné cislo

b je reélné ¢islo plati a® > 9 } It 4 — 9 = 5 e hot
plati a > 3 plati —2b > —4 > plati a” —2b > 5, je hotovo
plati b < 2

Zbyvaji ndm dvé véci: do ditkazu zapiSeme tvrzeni, ktera jsme pouzili (tim odstranime veskeré pochybnosti
o ,ziejmosti“ jednotlivych krokil) a nakonec diikaz zapiseme Gesky.

Vyéisténi dukazu. K jednotlivym Sipkdm zapiSeme, co jsme piesné pouzili. Dostaneme tak

(i) a je realné ¢islo
(ii) b je realné ¢islo (v) plati a® > 9

————— = plati a®> — 2b > 5, je hot
(iii) plati a > 3 nerovnost (iii) (vi) plati —2b > —4 } neroynosti (v) platl a » J& hotovo
(iv) plati b < 2 wmocnime na druhou a (vi) sectemé

nerovnost (iv)
vynasobime -2

Nakonec ditkaz napiseme cesky.

Dukaz. Af a a b jsou realna ¢isla, pro kterd plati @ > 3 a b < 2. Z prvni nerovnosti plyne (umocnénim
na druhou) nerovnost a? > 9, z druhé nerovnosti plyne (vyndsobenim —2) nerovnost —2b > —4. Se¢tenim
nerovnosti a? > 9 a —2b > —4 dostaneme nerovnost a? — 2b > 5, kterou jsme chtéli dokézat. Diikaz je
ukoncen.

0.1.2 Problém Af M a N jsou libovolné mnozZiny. Dokazte, ze nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) Plati M C N.
(2) Plati M NN = M.

% Reseni problému 0.1.2 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze z (1) plyne (2), a Ze ze (2)
plyne (1).

% Komentar k problému 0.1.2 DokaZeme nejprve, Ze z (1) plyne (2). Budeme postupovat velmi pomalu,
analogicky feseni Problému 0.1.1.

Prvni faze dukazu.

—> plati M NN = M, je hotovo

A — b plaiMNNCMaMCMNON

—> plati M NN = M, je hotovo

Druha faze dukazu.

Jiri Velebil: LAGsbirka 15. zari 2025, 10:12



10 Téma 0. Proces dokazovani a psani dikazt

Treti faze dukazu.

MCN —> ——D>plati M CMNN >
M NN C M plati vzdy

pati MNNCMaMCMNN — plati M N N = M, je hotovo

Ctvrta faze dukazu.

MCN > MCMaMCN ——> platiMCMNN
M C M plati vzdy

> plati MNNCMaMCMNON
M NN C M plati vzdy

——2>  plati M NN = M, je hotovo

Vy¢cisténi dukazu a zapis éeskymi vétami. At M C N. Chceme dokdzat, ze plati M NN = M. To
znamena, ze chceme dokazat, ze plati M NN C M a soucasné M C M N N. Protoze inkluse M "N C M
plati vzdy, staci ukézat, ze plati M C M N N. K tomu, abychom dokazali M C M N N, staci dokazat, ze
plati M C M a M C N. Protoze M C M plati vidy a protoze M C N plati diky predpokladu, je dikaz
hotov.

Ukazeme, ze ze (2) plyne (1). Budeme postupovat mirné rychleji. Pfedpokladame, ze plati M NN = M.
Chceme dokazat, ze plati M C N. Protoze M N N C N plati vzdy, a protoze M N N = M plati diky
predpokladu, ukazali jsme, ze plati M C N. Diikaz je hotov.

Poznamka. V dalsim jiz nebudeme jednotlivé faze tvroby dilkkazu vypisovat. Pokud méte o néjakém
diikazu pochybnosti, kreslete si na papir schéma tvorby tohoto dikazu a jednotlivé kroky analysujte.

0.2 Neprimy dukaz (dukaz kontraposici)

Schéma nepfrimého dukazu. Chceme-li dokézat tvrzeni
At plati . Potom plati 3.
nepfimym dtikazem, pak postupujeme takto: pfimym diikazem dokazujeme tvrzeni

Af neplati 8. Potom neplati .

0.2.1 Problém Dokazte, Ze pokud je n piirozené ¢&islo, pro které n? je sudé, potom n je sudé éslo.

% Reseni problému 0.2.1 Resenim problému je spravné vedeny ditkaz zadaného tvrzeni.

% Komentafr k problému 0.2.1 Budeme postupovat nepfimym diikazem. Vezmeme p¥irozené ¢islo n, které
neni sudé, a dokazeme, Ze n? neni sudé.
ProtoZe n neni sudé p¥irozené ¢islo, je n liché p¥irozené ¢islo.? To znamena, Ze existuje piirozené &islo k tak,
7e plati n = 2k+1. Potom plati n? = (2k+1)2. Protoze plati rovnosti (2k+1)% = 4k2+4k+1 = 2(2k2+2k)+1
a protoze 2k? 4 2k je pfirozené ¢islo, ukézali jsme, Ze n? je liché pfirozené é&islo. To znamend, Ze &islo n?
neni sudé.

Diikaz je hotov. Ukézali jsme, Ze pokud je n piirozené ¢islo, pro které n? je sudé, potom n je sudé ¢islo.

2Zde potiebujeme dokonale rozumét nasledujicim pojméim: sudé p¥irozené &islo a liché ptirozené &islo. Déle je téeba znét tvrzeni:
kazdé prirozené ¢islo je bud sudé nebo liché.
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0.3. Dtikaz sporem 11

0.2.2 Problém Af a, b a c jsou redlna disla, at plati a > b. DokaZte, Ze kdyZ plati nerovnost ac < be,
potom plati nerovnost ¢ < 0.

% Reseni problému 0.2.2 Resenim problému je spravné vedeny ditkaz zadaného tvrzeni.
% Komentai k problému 0.2.2 Budeme postupovat nepfimo. To jest, pro redlna éisla a, b a ¢, pro kterd
plati a > b, dokazeme tvrzeni: jestlize ¢ > 0, potom ac > bc.

Af tedy plati ¢ > 0. Protoze plati a > b, plati a — b > 0. Z nerovnosti a — b > 0 a ¢ > 0 plyne® nerovnost
(a — b)c > 0. Po roznasobeni levé strany posledni nerovnosti dostaneme nerovnost ac — bc > 0. Proto plati
nerovnost ac > be..

0.3 Dutkaz sporem

Schéma dukazu sporem. Chceme-li dokézat tvrzeni
Af plati . Potom plati 3.
sporem, postupujeme takto:
(1) Pfedpokladame, ze plati « a Ze /3 neplati.

(2) Z bodu (1) postupné odvozujeme platnost dalsich tvrzeni, az po kone¢né mnoha krocich dostaneme
platnost evidentné neplatného tvrzeni. Tomuto tvrzeni fikdme spor. Jakmile se spor objevi, dikaz
sporem konc¢i.

0.3.1 Problém Dokazte, 7e neexistuje® kladné racionélni éislo r s vlastnosti 72 = 2.

%To jest: mame dokazat, ze redlné cislo \/5 neni racionalni. Dokéazat existenci realného cisla \/5 je ovSem velmi netri-

vialni problém. Proto jsme nase tvrzeni zformulovali opatrné. Legenda pravi, ze iracionalitu ¢isla 4/2 dokéazal jiz Hippasus
z Metapontu zhruba 500 let pfed nasim letopoctem. Jeho kolegové pythagorejci jej pak, podle téze legendy, utopili v mofi.

% ReSeni problému 0.3.1 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze neexistuje kladné racionalni
¢islo r s vlastnosti 2 = 2.

% Komentar k problému 0.3.1 Budeme postupovat sporem. Predpoklddejme, Ze r je kladné racionalni
¢islo, pro které plati »2 = 2. To znamend, ze existuji* nesoudélnd kladna piirozend ¢isla a, b takova,
ze plati » = a/b. Protoze r? = 2, vime, Ze plati rovnost 2b*> = a%. To znamena, Ze piirozené ¢islo a? je
sudé. Podle Problému 0.2.1 je tedy a sudé pfirozené ¢islo. To znamené, ze pro néjaké prirozené ¢islo k plati
rovnost a = 2k.

ProtoZe plati rovnosti 2% = a? a a = 2k, musi platit b2 = 2k2. Protoze k? je pfirozené é&islo, ukazali jsme,
ze b2 je sudé &islo. Podle Problému 0.2.1 je tedy b sudé piirozené &islo.
Ukézali jsme, ze a a b jsou obé suda prirozena ¢isla, ktera jsou nesoudélna. To je spor.

Dikaz je hotov: dokézali jsme, Ze neexistuje kladné racionalni ¢islo = s vlastnosti 72 = 2.

3Zde je dulezité perfektné rozumét relaci usporadani realnych éisel. Presnéji: v mnoziné R realnych &isel existuje podmozina R
s nasledujicimi tfemi vlastnostmi:

(1) Pro kazdé realné ¢islo r plati bud r € Ry nebo —r € R4, nebo r = 0.
(2) Atr € R4 as€Ry. Potomr+se€Rg.
(3) Atr € Ry a s € Ry. Potom rs € Ry.

Mnozina Ry je mnozina vSech kladnych redlnych cisel a vyse uvedené tii vlastnosti vyjadiuji fakt, ze R je usporddané téleso (viz
napi. AKLA, Kapitola 1.3). Uspofaddni < na R je pak definovano takto: a < b pravé tehdy, kdyz b — a € Ry.

4Toto je okamzik diikazu, kdy musime dokonale rozumét nésledujicim pojmim: racionalni &islo, nesoudélnost dvou piirozenjch
Cisel.
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12 Téma 0. Proces dokazovani a psani dikazt

0.3.2 Problém MmnozZina vSech prvodisel je nekoneéné.®

“Budeme potiebovat dokonale porozumét definicim:
(1) Pfirozené &islo p je prvocislo, pokud p > 2 a pokud p je délitelné pouze &isly 1 a p.
(2) Mnozina M je koneénd, pokud je bud M = () nebo existuje kladné prirozené éislo k tak, ze M = {z1,...,z}.

(3) Mnozina M je nekonecnd, pokud neni koneéna.

% Reseni problému 0.3.2 ReSenim je spravné vedeny diikaz daného tvrzen.

% Komentar k problému 0.3.2 Ozna¢me jako P mnozinu vSech prvocisel. UkaZeme, ze P je nekonecénd
mnozina. Budeme postupovat sporem. Af tedy mnozina P neni nekoneénd. Podle definice to znamen4, Ze
P je konecnad mnozina. Muze nastat pouze jedna ze dvou moznosti:

(1) P = 0. To ale vede ke sporu, protoZe (napiiklad) 2 € P.

(2) P # 0. ProtoZe mnozina P je kone¢n4, musi existovat kladné pfirozené &islo k takové, Ze plati rovnost

P:{pla"'7pk}

Definujme pfirozené ¢islo n takto: n = py -pa - ... pg, tj. n je soucin vSech ¢isel z mnoziny P. Protoze
pfirozené ¢islo n + 1 mé prvociselny rozklad, musi byt n + 1 délitelné nekterym z prvocisel pq, ...,
pr. Oznadme toto prvocislo jako p;,. To znamend, zZe prvocislo p;, déli pfirozené ¢islo n + 1. Ovsem
prvocislo p;, déli také pFirozené ¢islo n. To znamend, Ze prvocislo p;, déli také ptirozené éislo (n+1)—n.
Neboli: prvocislo p;, déli také prirozené ¢islo 1. To je spor s definici prvocisla.

Ukézali jsme, ze predpoklad kone¢nosti mnoziny P vede ke sporu. Tim je dtikaz ukoncen.

0.4 Dukaz indukci

Princip matematické indukce. K tomu, abychom dokézali platnost tvrzeni V' (n) pro vSechna pfirozend
¢isla n, pro ktera plati n > ng, staci dokézat nasledujici dvé podminky:

(1) Plati tvrzeni V(ng).

(2) Tvrzeni V(n + 1) plati, jakmile plati tvrzeni V' (n).

Schéma dukazu matematickou indukci. P¥i diikazu tvrzeni
Pro v8echna n > ng plati V(n).
matematickou indukci postupujeme takto:
(1) Zakladni krok. Dok4zeme platnost tvrzeni V(ng).

(2) Indukéni krok. Chceme dokazat tvrzeni V(n + 1) pro pevné n > ng. Toto tvrzeni dokézeme tak,
7e predpokldddme platnost tvrzeni V' (n). Tomuto pfedpokladu se fikd indukéni predpoklad.

0.4.1 Problém Dokazte matematickou indukci, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n > 2 plati nerovnost

LIS S
n+1 n+2 7 2n

>

N | =

% Reseni problému 0.4.1 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz matematickou indukci toho, Ze pro
1 1 1
Sech Ii i ¢isla n > 2 plati t —+ —+ ..+ — > -
vsechna prirozena Cisla n > 2 platl nerovnos ] + it + + o 5
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0.4. Dukaz indukci 13

% Komentaf k problému 0.4.1 Tvrzeni V(n), jehoZ platnost budeme dokazovat, zni:

Plati t 1 + 1 + + L > 1
ati nerovnost —— + —— 4+ ...+ — > —.
n+1 n4+2 2n 2
(1) Zakladni krok. Pro n = 2 tvrzeni zni:
1 1 1
Plati t —— + - > —.
atl nerovnos 2+1—|—4 B
To je jisté d toz L L 7>1D°k akladniho kroku je u k
o je jisté pravda, protoze —— + — = — > —. Dukaz zékladniho kroku je u konce.
Je] pravda, p 4 511711272 Z 7 J

(2) Indukéni krok. Méme pevné zvolené pfirozené ¢islo n > 2 a mame dokdzat platnost tvrzeni V(n—+1),
tj, mame dokazat tvrzeni

1 1
i1 miD+2 T 3mrn 2
Nyni ptichazi nejduleZitejsi okamzik pti dikazu indukéniho kroku: je t¥eba v problému, ktery mame
dokazat, ,,objevit“ problém ,mensich rozméri“. Na tento problém mensich rozmért pak budeme chtit
aplikovat induké¢ni predpoklad.

Plati nerovnost

1
CESIE 1—|— CESIE +.. .+ 3 +1) dokazované nerovnosti z tvrzeni
1 1
— > 5 z tvrzeni

V(n+1) ,zacind a kondi pozdéji“, nez levé strana nerovnosti + +...
n+1l n+2 2n

V(n).

Protoze ale plati

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(n+1)+1+(n+1)+2+"'+2(n+1) _n+1+n+2+“'+2n+<_n+1+2n+1+2n+2>

Povsimnéme si, Ze leva strana

korekce, kterd ,zachranuje rovnost

nabizi se nasledujici postup.

. .. ) 1 1 1 1
Indukéni predpoklad. Plati nerovnost T + "2 +...+ n > 7
Nyni mtazeme indukéni predpoklad pouzit nasledovné:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
(n+1)+1+(n+1)+2+"'+2(n+1) - n+1+n+2+"'+2n+<_n+1+2n+1+2n+2>

o 1+ 1 4 1 n 1
2 n+1 2n+1 2n+42

To ale stale neni nerovnost, kterou jsme chtéli dokéazat. Jak to udélat? Kdyby platila dalsi nerovnost

1 n 1 n 1 >0
n+1 2n+1 2n+2/) —

mohli bychom pokracovat, a ditkaz indukéniho kroku by vypadal nasledovné:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
mr D+l  minr2 T 3mrn T n+1+n+2+"'+2n+<_n+1+2n+1+2n+2)
- 1Jr 1 n 1 + 1
2 n—+1 2n+1 2n + 2
>0
1
> —
- 2
Zbyva tedy dokazat, 1+1+ > (. To je al dné: tat t je ekvivalentni
zat, Ze — . nadné: nerovn ivalentni
vva tedy dokazat, Ze it ti T2 o je ale snadné: tato nerovnost je ekvivale
s nerovnosti
1 S 1 1
2n+1 " n+1 2n+2
—_— ——
1
T 242

Jiri Velebil: LAGsbirka 15. zari 2025, 10:12



14 Téma 0. Proces dokazovani a psani dikazt

ktera pro vSechna n > 1 plati.

Dikaz indukéniho kroku je ukoncen, dokazali jsme, Zze nerovnost

1 1 1 1
+ toot >
m+1)+1 (n+1)+2 2(n+1) = 2
plati.
o . .- . 1 1 1 1 , " ” (o
Diikaz indukci je ukonéen. Nerovnost —— + ——+ ...+ — > — plati pro vSechna pfirozena cislan > 1.
n+l n+42 2n 2

Upozornéni: ¢astou chybou pfi indukénim kroku je zadit s tvrzenim V(n + 1) a néjakymi tipravami je
redukovat na tvrzeni V(n).”

0.4.2 Problém Pro pfirozené ¢islo n > 1 budeme mistnosti rozmérti n x n rozumét Sachovnici rozmértu
2™ x 2™, ze které je jedno pole vyjmuto. Toto je priklad mistnosti rozmeéru 3:

, Parketé* ve tvaru

budeme fikat trimino.

Dokazte matematickou indukci: Pro kazdé n > 1 lze kazdou mistnost rozméri n vyparketovat triminy.

% ReSeni problému 0.4.2 ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz matematickou indukei toho, Ze pro
kazdé n > 1 1ze kazdou mistnost rozméri n vyparketovat triminy.

% Komentar k problému 0.4.2 V naSem piipadé je no = 1 a tvrzeni V(n) zni: jakoukoli mistnost rozméra
n lze vyparketovat triminy. Chceme dokézat, Ze pro vSechna n > ng plati tvrzeni V(n). DokaZzeme to
principem matematické indukce.

(1) Zakladnl krok. Dokazeme platnost tvrzeni V' (1). ProtoZe mistnost rozmérti 1 mé jeden z nésledujicich

N g

je ziejmé, ze kazdou takovou mistnost lze vyparketovat jednim triminem

R eSS

Dtikaz zékladniho kroku matematické indukce je ukoncen: ukézali jsme, Ze plati tvrzeni V(1).

(2) Indukéni krok. At mame mistnost rozmért n + 1. Chceme ukédzat platnost tvrzeni V(n + 1). To
znamena, ze mame mistnost rozméru n + 1 a my ji chceme vyparketovat triminy. Nase mistnost tedy

5Nejen, e je tento postup $patné. Casto je tento postup nemozny, viz Problém 0.4.2.
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0.4. Dukaz indukci 15

vypadéa takto:

n+1
? H

DTt

2n+1

Jak zformulovat indukéni pfedpoklad? V tom nam poradi dekomposice problému: potifebujeme najit
mistnost(i) rozméra n. Témei okamzité se nabizi rozpulit délku stran zadané mistnosti a ziskat tak
¢tyti Sachovnice rozmért 2" x 2™:

27L 27l

[T T T1.[]

2TL

2n+1

271

1] LLLL]
|

2n+1

Vsimnéme si, ze pouze Sachovnice vpravo dole je mistnosti rozmért n. Na tuto mistnost bychom mohli
pouzit indukéni pfedpoklad a vyparketovat ji triminy. Co se zbyvajicimi tfemi ¢tverci? V kazdém
z nich chybi jeden ,vynaty“ ¢tverec. Protoze ale tyto ¢tverce jsou ¢7i, mizeme umistit jedno trimino

nasledovné:
2m 2m

[ L[]

271

2n+1

2n

O T O
O T O

2n+1

Tim ziskdme dekomposici problému velikosti n + 1 (tj., jak vyparketovat mistnost rozméri n + 1)
na Ctyfi problémy velikosti n (tj., jak vyparketovat mistnost rozméra n). A tato dekomposice vede
okamzité k tomu, Ze muzeme zformulovat indukéni pfedpoklad néasledovné:

Indukéni predpoklad. KaZzdou mistnost rozméra n lze vyparketovat triminy.

Jiri Velebil: LAGsbirka 15. zari 2025, 10:12



16 Téma 0. Proces dokazovani a psani dikazt

Nyni je jiz snadné dokoncit diikaz indukéniho kroku: abychom vyparketovali mistnost rozméri n + 1,
rozd€lime ji na Ctyfi ctverce rozmérd 2" x 2", vhodnym polozenim jednoho trimina ziskdme ctyti
mistnosti rozméra n a kazdou tuto mistnost jiz umime podle indukéniho predpokladu vyparketovat.

Dtikaz indukeci je u konce. Ukéazali jsme, ze pro vSechna n > 1 lze kazdou mistnost rozmért n vyparketovat
triminy.

Dulezita poznamka. Tento piiklad jasné ilustruje, Ze kazdy dilkaz indukci je vlastné rekursivni algo-
ritmus. Zakladni krok dikazu indukci je situace, kdy algoritmus zpracovava ,data nejmensich moznych
rozméri“ a kdy pracuje nerekursivné. Indukéni krok spoc¢iva v tom, Ze rekursivni algoritmus pfi zpraco-
vani ,dat velkych rozmért* nejprve provede dekomposici velikosti dat na tilohy, které maji zpracovat data

mensich rozméri, a potom tato data zpracuje rekrsivnim volanim (tj., vyuZije se indukéni pfedpoklad).

Kontrola spravnosti dukazu matematickou indukci. Jste-li na pochybach, zda jste napsali dikaz
matematickou indukci, vyuzijte pfedchozi poznamku: spravné napsany dikaz indukci musi ,bézet jako re-
kursivni algoritmus“. To znamen4: pfi kontrole spravnosti diikazu matematickou indukci si diikaz ,,spustte®
jako rekursivni algoritmus.

0.5 Dukaz rozborem pripadu

Schéma dukazu rozborem pripadu. Chceme=li dokazat tvrzeni
Af plati a1 nebo as. Potom plati 3.
rozborem pripadt, dokdzeme, Ze plati obé nasledujici tvrzeni
(1) At plati a;. Potom plati S.
(2) At plati a. Potom plati S.
Pochopitelné: toto schéma lze zobecnit pro dokazovani tvrzeni tvaru
Af plati o, nebo asg, nebo. .., nebo aj. Potom plati 3.

pro pevné prirozené ¢islo k > 1.

0.5.1 Problém Af A, B a M jsou mnoziny. Af plati A C M a B C M. Ukazte, Ze potom plati AUB C M.

% Reseni problému 0.5.1 ReSenim je spravné vedeny dikaz daného tvrzen.
% Komentar k problému 0.5.1 Af plati A C M a B C M. Chceme dokéazat, ze plati AU B C M. Zvolme
tedy libovolné x € AU B. Chceme dokézat, ze plati € M. Nastane alespon jeden z nasledujicich p¥ipadu.

(1) z € A.

V tomto ptipadé plati z € M, protoze plati A C M.
(2) z € B.

V tomto ptipadé plati x € M, protoze plati B C M.

Z4dny dalsi piiklad nastat nemtize. Diikaz je hotov.

0.5.2 Problém Existuji dvé kladné iracionalni ¢isla a a b takova, Ze ¢islo a’ je racionélni.

% Reseni problému 0.5.2 ReSenim je spravné vedeny diikaz daného tvrzen.
% Komentar k problému 0.5.2 Ditkaz provedeme rozborem ptipadi. MizZe nastat pravé jeden ze dvou pii-
padi.
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2
(1) Cislo \ﬁ\[ je racionlni.

V tomto pfipadé jsou ¢isla a = \/5 ab= \/5 dvé kladna iracionalni ¢isla takové, Ze a® je racionalni
¢islo. Diikaz je hotov.

2
(2) Cislo \/if je iraciondlni.

\ﬁ
V tomto pripadé jsou ¢isla a = \/5 ab= \ﬁ dvé kladné iracionalni ¢isla takova, Ze a® je racionalni
¢islo. Plati totiz rovnosti

= (= B

Diikaz je hotov.

0.6 Hypotézy — To jest: Rozhodnéte, zda plati. ..

Jak nakladat s hypotézami. Hypotéza mé tvar tvrzeni, o kterém nevime, zda plati. Je tézké podat
obecny navod, jak s hypotézami zachazet. Pokud na prvni pohled vidime, Ze hypotéza neplati, hypotézu
zamitneme (s pfislusnym protipfikladem). Pokud nic na prvni pohled nevidime, pokousime se (velmi
obezietné) hypotézu dokdzat. Bud se ndm to povede (pak se hypotéza stava tvrzenim), nebo se ditkkaz na
néjakém misté ,zadrhne“. Toto misto pak byva (vétsinou) zdrojem protipiikladu, ktery hypotézu zamitne.

0.6.1 Problém Rozhodnéte, zda plati nésledujici tvrzeni:

Af A a B jsou mnoziny. Potom z rovnosti AN B = AU B plyne rovnost A = B.

% Reseni problému 0.6.1 Resenim problému je bud spravné vedeny diikaz daného tvrzeni, nebo protipfi-
klad.

% Komentar k problému 0.6.1 Nejprve analysujme predpoklad, tj., rovnost AN B = AU B. Dozvidame se
platnost dvou inklusi:

(1) Plati ANB C AU B.

Tato inkluse plati vZdy, protoze plati AN B C A C AU B. Inkluse AN B C AU B tedy ,nefika nic
zajimavého.
(2) Plati AUB C AN B.

Inkluse AU B C AN B plati pravé tehdy, kdyz plati AUB C A a AU B C B. Protoze vzdy plati i
inkluse A C AU B a B C AU B, dozvidame se, Ze plati

BCAUBCA a ACAUBCB

To znamena, Ze se dozvidame, Ze plati

neboli, Ze plati rovnost A = B.

Dukaz je hotov. Dané tvrzeni plati.

Poznamka. Spravné vedeny dukaz nadm casto umoznuje tvrzeni ,destilovat®“. Napfiklad z naseho tvrzeni
mizeme ,vydestilovat® tvrzeni:

Af A a B jsou mnoziny. Potom z inkluse AU B C AN B plyne rovnost A = B.
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0.6.2 Problém Rozhodnéte o pravdivosti nésledujiciho tvrzeni:

At A a B jsou mnoziny. Potom z inkluse A C B plyne rovnost AN B = AU B.

% ReSeni problému 0.6.2 ReSenim problému je bud spravné vedeny diikaz daného tvrzeni, nebo protipii-
klad.
% Komentafr k problému 0.6.2 Analysujme rovnost AN B = AU B za pfedpokladu, ze plati A C B. Potom
plati
ANB=A a AUuB=B

KdyZ tedy plati A C B, mame dokdzat rovnost A = B. A to zjevné neni moZné. Protipfikladem je A = ()
a B = {b}. Potom plati A C B, ale
ANB#AUB
S—— >~
=0 ={b}
Hypotézu zamitame. Tvrzeni
Af A a B jsou mnoziny. Potom z inkluse A C B plyne rovnost AN B = AU B.

neplati.

0.7 Chybna tvrzeni a chybné dukazy.

0.7.1 Problém Naleznéte chybu v dikazu. UkazZte, Ze tvrzeni je chybné.
Tvrzeni. At a je sudé piirozené ¢islo a af b je liché p¥irozené é&islo. Potom b — a? = a + b.

Dukaz. ProtoZe a je sudé prirozené ¢islo a b je liché pfirozené Cislo, plati a = 2k a b = 2k + 1. Potom

b —a?=(2k+1)2 - (2k)> =4k®>+ 4k +1 - 4k®> =4k +1=2k+ 2k +1)=a +b

% ReSeni problému 0.7.1 ReSenim problému je nalezeni mista, kde ditkaz selhava.

% Navod k feseni problému 0.7.1 Podrobné analysujte zacatek dukazu: ProtoZe a je sudé€ prirozené cislo
a b je liché prirozené cislo, plati a = 2k a b = 2k + 1. Tuto analyzu pouzijte ke konstrukci protiptikladu
k danému tvrzeni.

0.7.2 Problém Naleznéte chybu v dikazu. Ukazte, Ze tvrzeni je chybné.
Tvrzeni. At z a y jsou redlna &isla, pro ktera plati 22y = 9y. Jestlize x # 3, potom y = 0.

Duikaz. Af plati 2%y = 9y. Rovnost x?y = 9y prepisme jako (22 — 9) - y = 0. To znamen4, Ze plati
z2 — 9 = 0 nebo y = 0. Protoze = # 3, plati 22 # 9. To znamena, ze plati 22 — 9 # 0. Proto plati y = 0.

% Reseni problému 0.7.2 Resenim problému je nalezeni mista, kde dikaz selhava.
% Navod k feSeni problému 0.7.2 Opravdu z nerovnosti x # 3 plyne nerovnost 22 # 9? Podrobnou analy-
zou této situace naleznéte protipiiklad daného tvrzeni. To jest: naleznéte redlna ¢isla = a y, pro ktera plati

2%y =9y, x # 3, ale y # 0.

0.7.3 Problém Naleznéte chybu v dikazu. UkazZte, Ze tvrzeni je chybné.
Tvrzeni. At A, B a C jsou mnoziny. Jestlize AU B = AUC, potom B =C.

Dukaz. At AUB = AUC. Ukédzeme, ze B C C. Inklusi C' C B dokazeme analogicky.
Zvolme x € B. Potom = € AU B. Podle predpokladu je x € AU C. To znamené, ze x € A nebo z € C.
My jsme ale neptredpokladali, ze x € A. Proto je z € C. Ukazali jsme, ze B C C.

% ReSeni problému 0.7.3 ReSenim problému je nalezeni mista, kde ditkaz selhava.

% Navod k feSeni problému 0.7.3 Nejasnym mistem je okamzik, kdy z € A nebo z € C odvozujeme, Ze
x € C. Analysujte tuto situaci a vytvorte tak protiptiklad. To jest, naleznéte mnoziny A, B, C takové, ze
AUuB=AUC, ale B#C.
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Téma 1

Uvedeni do algebry

Tyden v semestru:

el LELLBLLBEELED
A8BO1LAG
et LLLLLLLLEELEER

Co se procvicuje: zakladni operace s redlnymi a komplexnimi ¢isly, operace séitani a nasobeni modulo
m, vypocty s polynomy, vlastnosti abstraktni binarni operace.

Dulezité: 0 je prirozené &islo.

1.1 Podéitani s cisly

1.1.1 Problém DokaZte, Ze pro libovolné realné ¢islo r plati rovnost® 0 - r = 0.

%Zobecnéni tohoto tvrzeni dokézete v Problému 3.1.4.

% ReSeni problému 1.1.1 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze pro libovolné realné ¢islo r
plati rovnost 0 -r = 0.

% Komentar k problému 1.1.1 Nejprve ukdzeme, Ze neutralni prvek vzhledem ke séitani je v R urcen jed-
nozna¢né.! To jest, pokud pro realn4 &isla 0; a 0y plati rovnosti

Oi+z=2 O+zx==x

pro vSechna realné ¢isla x, potom 07 = 0s.

To je jednoduché: protoze Oy je neutralni, plati 0; = 0y + 01. Protoze 0; je neutralni, plati O, + 0; = 05.
Celkové tedy plati 07 = 0.

Nyni jiz mizeme prikrocit k dikazu toho, ze pro libovolné realné ¢islo r plati rovnost 0 -r = 0.

Zvolme tedy realné ¢islo r. Vyuzijeme pfedchoziho: k tomu, abychom dokézali rovnost 0 - r = 0, staci
dokézat, ze 0 - r je neutrdlni vzhledem ke scitani. To znamen4, ze staci ukazat rovnost

z+0-r=x

pro libovolné realné ¢islo x.

1Zobecnéni tohoto faktu dokézete v Problému 1.3.1.
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20 Téma 1. Uvedeni do algebry

Nejprve si vSimnéme toho, ze plati 0 -7+ 0-7=(0+0) - r = 0 - 7. Proto plati
z=z+0-r-0-r=24+0-r+0-r—-0-r=2+0-r

a to jsme chtéli dokazat.

1.1.2 Problém Ukazte, Ze pro jakakoli realnd ¢isla r, s jsou nésledujici podminky ekvivalentni:

(1) Platir-s=0.

(2) Plati » = 0 nebo s = 0.

% Reseni problému 1.1.2

% Komentafl k problému 1.1.2 Z (1) plyne (2). Pfedpokladejme, Ze plati rovnost r - s = 0. MiZe nastat
pouze jedna z nasledujicich moznosti:

(i) » = 0. V tomto pfipadé je dtikaz hotov.

(ii) 7 # 0. Protoze F je téleso, existuje r—*. Z rovnosti r - s = 0 plyne rovnost r=% - (r-s) = r=1.0.
Podle Problému 1.1.1 plati 7! -0 = 0 a podle asociativity nisobeni, vlastnosti inverse a neutrality 1
vzhledem k nésobeni plati r=! - (r-s)=(r~'.r)-s=1-s=s. Rovnost 71 (r-s) =r~1.0 lze tedy
prepsat na rovnost s = 0. Diikaz je hotov.

Ze (2) plyne (1). Pfedpokladejme, ze r = 0. Potom rovnost 0-s = 0 plati podle Problému 1.1.1. V piipads,
kdy s = 0, postupujeme analogicky.

1.1.3 Problém Ukazte, Ze z nerovnosti a + = > b+ y a a > b v R obecné neplyne® nerovnost = > y.

%Nerovnosti tedy od sebe obecné nemuzeme odecitat.

% Reseni problému 1.1.3 ReSenim problému je nalezeni protipiikladu, tj. konstrukce realnych é&isel a, b, z,
y tak, ze a +x > b+ y a a > b plati, ale x > y neplati.

% Komentar k problému 1.1.3 Zvolte napiiklad a =2, b=1, 2z =1,y =1. Potoma+ax >b+yaa>b
plati, ale > y neplati.

1.1.4 Problém Ukazte, ze pro kazdé realné ¢islo x > 0 existuje nejvyse jedno® redlné ¢islo r» > 0 s vlast-
nosti r2 = x.

2Takové ¢islo r existuje dokonce prdvé jedno a fikd se mu druhd odmocnina z = (znaceni \/;) K dtkazu existence druhé

odmocniny bychom vsak potiebovali znat pfesnou definici mnoziny redlnych éisel.

% ReSeni problému 1.1.4 ReSenim je spravné vedeny ditkaz toho, Ze pro kazdé realné &islo x > 0 existuje
nejvyse jedno realné ¢islo r > 0 s vlastnosti r? = .

% Komentai k problému 1.1.4 V piipadé = 0 neni co dokazovat: plati 02 = 0 a podle Problému 1.1.2 je
0 jediné realné ¢islo s touto vlastnosti. At tedy = > 0.
Predpokladejme, 7e existuji dvé redlna ¢isla rq, ro, pro kterd plati: r1 > 0, ro > 0 a rf = x, r3 = .
Ukéazeme, ze plati r1 = ro.
Protoze plati 77 = 73, plati rovnosti

0=ri—r5=(r1—rs) (ri+r2)

To znamena, ze musi platit r; —ro = 0 nebo 71 + 179 = 0. Pokud plati 1 +r9 = 0, je 71 = —7r3. To znamena,

ze jedno z Cisel r1, ro je zdporné. To je spor. Musi tedy platit r; — ro = 0. To znamend, ze plati ry = ro.
Ditikaz je hotov.
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1.1. Pocitani s ¢isly 21

1.1.5 Problém Ukazte, Ze ke komplexnimu ¢islu a + bi existuje inverse pravé tehdy, kdyz a? + b2 # 0.

% Reseni problému 1.1.5 Resenim je spravné vedeny ditkaz toho, Ze ke komplexnimu ¢islu a + bi existuje
inverse pravé tehdy, kdyz a? + b2 # 0.
% Komentar k problému 1.1.5

(1) At mé4 ¢islo a + bi inversi. Ukazeme, Ze pak plati a® + b2 # 0.
At plati a® + b2 = 0. Potom plati a = b = 0, neboli a + bi = 0. Protoze piedpokladame, ze (a + bi)~*
existuje, plati
1= (a+bi) - (a+bi)"' =0 (a+bi)"' =0
To je spor. Musi tedy platit a? + b2 # 0.
(2) At plati a? + b? # 0. Ukéazeme, 7e pak ¢islo a + bi mé inversi.
Protoze a? + b? # 0, mtizeme definovat

(a+bi)! = a—bi o« w —b
a2 +b%2 a2+ b2 a2+ b2

Potom plati
~ a—bi  (a+bi)-(a—bi) a®+b?
(a+bi) a? + b? a? + b? a? + b?

1.1.6 Problém Pro kazdé komplexni ¢islo z = a + bi oznaéte® jako Z = a — bi. Indukei dokazte, Ze pro
vSechna piirozena ¢isla k > 0 a pro vSechna komplexni ¢isla z plati rovnost (%) = (2)*.

“Komplexnimu ¢islu Z se fika ¢islo komplexné sdruzené se z.

% Reseni problému 1.1.6 Resenim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla
k > 0 a pro vSechna komplexni &isla z plati rovnost (2%) = ().

% Komentar k problému 1.1.6 Nejprve ukdZeme, Ze pro libovolnd komplexni éisla zy = ay + bii, 20 =
as + bot plati rovnost z7 - 23 = Z7 - Z3. To je snadné:

2122 = ((11 + bll) . (a2 + bgl) =aias — b1by + i(a1b2 + agbl) =ajas — b1by — i(albg + agbl)

21 %29 = (a1 — bll) . (CLQ — bQZ) =aiag — b1by — i(a1b2 + agbl)
Nyni dokéZeme, Ze pro vSechna piirozend ¢isla k > 0 plati rovnost (2%) = (2)*. Budeme postupovat indukci
podle k£ > 0. Diikaz rozdélime na zékladni krok a na indukéni krok.

(1) k = 0. Pro vSechna komplexni ¢isla z plati rovnosti (20) =1 =1 a (2)? = 1. To znamend, Ze plati

(29) = (2)°. Dokéazali jsme zakladni krok indukce.

(2) k> 0. Af z = a + bi je libovolné komplexni ¢islo. Pfedpokladejme, ze plati rovnost (zF=1) = (2)
Diky platnosti rovnosti z7 - z2 = z7 - z3 pro libovolnd komplexni ¢isla 21, 2o a platnosti indukéniho
predpokladu plati:

k—1

k=l =2k loz = (7)1 2= (2)F

a to jsme chtéli dokazat.

Diikaz indukei je hotov: rovnost (z%) = (2)* plati pro viechna piirozena ¢isla k > 0 a pro viechna komplexni
Cisla z.

1.1.7 Problém Ukazte, Ze pro vSechna a, b v Z3 plati rovnost (a + b)® = a3 + b3.

% Reseni problému 1.1.7 ReSenim problému je spravné vedeny diitkaz toho, Ze pro viechna a, b v Z3 plati
rovnost (a4 b)3 = a® + b3.

% Komentaf k problému 1.1.7 V Z plati rovnost (a+b)® = a®+ 3a2b+ 3ab? + b3. Precteme-li tuto rovnost
v Z3, dostavame rovnost (a + b)3 = a® +b® v Zs.

Jiri Velebil: LAGsbirka 15. zari 2025, 10:12



22 Téma 1. Uvedeni do algebry

1.1.8 Problém Zapiste tabulku nésobeni v Zg a vypiSte vSechny prvky, které maji v Zg inversi (i s pfislu-
$nymi inversemi).

% Reseni problému 1.1.8 Tabulka nasobeni v Zg je

[olt][2]3[4]5
00]0]0][0]0]0
10[1]2[3 45
20[2/4a]0]2]4
30/0[3/0(3]0(3
1o[a]2]0]4]2
5054321

a plati
I'=1 51'=5
% Komentar k problému 1.1.8 V Zg éisla a a b nasobime takto: spo¢teme souéin a - b v Z a vysledek
nahradime zbytkem po déleni 6. Dostavame tedy

[of1[2]3]4]5
OJJoJ0[0]0]0]0
t[o[1[2]3]4]5
2024024
3[o[3][0[3[0]3
daflofa]2]0[4]2
50054321

7Z tabulky nasobeni je zfejmé, ze ¢isla 0, 2, 3 a 4 nemaji inversi v Zg. Déle z tabulky nésobeni plyne, zZe
plati
I™'=1 a 5'=5

1.1.9 Problém Naleznéte 1271 v Z;.

% ReSeni problému 1.1.9 V Z;; plati 12-! = 10.
% Komentai k problému 1.1.9 Protoze 17 je prvoéislo a protoze v Zi7 plati 12 # 0, &islo 127! v Zy7
existuje. Predvedeme rekursivni vypodet ¢isla 1271 v Z;7.

(1) Budeme predpoklddat, Ze umime nalézt a=! v Zy7 pro vSechna a € {1,2,3,...,11}.
Podle véty o déleni se zbytkem v Z plati rovnost 17 =112 + 5. To znamend, Ze v Z;7 plati rovnost
0 = 12+ 5, neboli 5 = —12. Podle ptedpokladu, umime nalézt 5-*. Potom 1 =5 571 = 12. (=571),
neboli 1271 = -5~ 1,

(2) Cislo 571 v Z;7 nalezneme opét rekursivné. Budeme predpokléddat, ze umime nalézt a=' v Z;7 pro
v8echna a € {1,2,3,4}.
Podle véty o déleni se zbytkem v Z plati rovnost 17 = 3 -5 + 2. To znamend, Ze v Z;; plati rovnost
0 = 3-5+2, neboli 2 = —3-5. Podle predpokladu, umime nalézt 2=%. Potom 1 = 2-27! =5.(-3-271),
neboli 57! = —3.271,

(3) Cislo 271 v Z;7 nalezneme opét rekursivné. Budeme ptedpokladat, ze umime nalézt a=! v Z;7 pro
viechna a € {1}. To je ale jednoduché: protoze 1-1 =1, plati 171 = 1.
Podle véty o déleni se zbytkem v Z plati rovnost 17 = 8 - 2 + 1. To znamend, ze v Z;7 plati rovnost
0=8-2+1,nebolil=—8 2. Plati 17! = 1. Potom 1 =1-1"1 =2.(=8-171), neboli 27! = —8-171.
Rekursivni vypocet skondil.

Dosadime nyni do vyse uvedenych rovnosti:

127t=— 5t =3. 27! =-3.8.1=-24=10 v Zi;
~~ ~~
=-32-1 =—81-1!
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1.1. Pocitani s ¢isly 23

1.1.10 Problém (Binomicka véta) Dokazte matematickou indukci: pro libovolna redlné ¢isla a, b a
pro libovolné prirozené ¢islo n plati rovnost®

(a+b)" zn: <Z> a"Fpk

k=0

kde

Toto tvrzeni zobecnite v Problému 3.4.2.

% ReSeni problému 1.1.10 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze pro libovolna reélna ¢isla
a, b a pro libovolné pfirozené ¢islo n plati rovnost

(a+b)" = Zn: (Z) a"~kpk

k=0

% Komentai k problému 1.1.10 Postupujeme matematickou indukci podle ptirozeného ¢isla n:

0
0 0
(1) Zékladni krok pro n = 0: plati (a+b)° =1 = <0> a’t’ =) (k) a®~Fb*. Vyuzili jsme rovnosti 0! = 1
k=0
aa® =1, 1% = 1, pro viechna realns ¢isla a, b.

(2) Zvolme pevné pfirozené ¢&islo n.

(a) Indukéni pfedpoklad: rovnost

plati pro vSechna realna ¢isla a, b.

(b) Indukéni krok: ukdzeme, ze pro vSechna redlna éisla a, b plati
n+1
+1
b n+1 _ n n+17kbk
@t =3 (")

a to udélame nésledovné: zvolme libovolnd realnd ¢isla a, b. Potom (s vyuZitim indukéniho pied-
pokladu) plati rovnosti’

(a+b)"" = (a+0) (a+b)"
" n
= (a+b)- g a"kpk
k
k=0
- n - n
- q- E an—kbk + b . § an—kbk’
k k
k=0 k=0
"
2Jak tyto vypoclty souvisi s linedrni algebrou? Ukazuji hezkou techniku po¢itdni se sumami: v rovnosti Z ( )a"*kb’”l =
k=0
n+1
n
Z <k )a""'l_kbk jsme vyuzili moznosti preindezovat sumu. Vice se pocitani se sumacnim znaménkem budeme vénovat v Té-
=1 kL
matu 3.
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I
-
I M:
(=)

<Z> an+1—kbk + Z (Z) an—kbk-l-l
k=0

Il I Il
e N
o o

n L n +1
n+1p0 ntl—kpk
O>a + l; ( i )a

1
1
_ (”Z >an+1—kbk

0

3
+

=~
Il

kde jsme vyuzili rovnosti

Z>+<knJ = m.glkﬂ+(knyg+1m!

(

n n+1 n n+1 n
n+1b0 n+17kbk

n+1
n) n+170 n n nt+l—kpk
. b+z(()+( )) b
— k k-1

1) a”+17kbk

n!
= +

n!

G-Dlk-(n—K)!  G-Dl-(n—k)!-(n+1—k)

nl-(n+1—k)+nl-k

k-1l k- (n—k)l (n+1—k)

B nl-(n+1)

(k=D k-(n—k)!-(n+1—k)
B (n+1)!

T R (ntl1-k)

(1)

pro libovolné k, pro které plati 1 < k < n.

Diikaz indukci je hotov.

1
Poznamka: rovnost <Z) + ( " ) = (n + ) pro libovolné k, pro které plati 1 < k < n, je zdkladem

k-1 k

rekursivniho vypoctu kombinaénich ¢isel. Schématu kombina¢nich ¢isel, které takto vytvorime, se ¢asto rika
Pascaluv trojuhelnik:

k=0

Napriklad 4 =

k=1 k=2 k=3 k=4

n=20
n=1
n =2
n=3
n=4

3 3
tak dostaneme se¢tenim 3 = <2> al = (3), coz je v nasem obrazku vyznaceno

Sipkami. Podobné ziskame dalsi prvky Pascalova trojihelniku.
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1.2. Zéakladni vypocty s polynomy 25

Vyhodou tohoto schématu je (naptiklad) velmi rychlé uréeni vzorce
(a+b)?* = 1-a* °+4-a®> b +6-a®> V*+4-a" - 0> +1-a"-0*
a* + 4a®b + 6a2b* + 4ab® + b*

Protoze pro realna ¢isla a, b a pro piirozené &slo k plati rovnosti @ — b = a + (—b) a (—b)¥ = (=1)¥ - b,
ziskdvame tim i vzorec

(a—0)* = 1-a* (=0)°+4-a> (=b)' +6-a*> - (=b)?  +4-a' - (=b)>+1-a"- (-b)*
= a' —4a%b + 6a%* — 4ab® + b*

1.2 Zakladni vypocty s polynomy

1.2.1 Problém Vynésobte polynomy a(z) = 3z* + 2z + 1 a b(z) = 2x + 4 ze Zs[z].

% ReSeni problému 1.2.1 Regenim je polynom a(z) - b(z) = 2° + 20 + 42% + 4 v Z5]x].
% Komentaf k problému 1.2.1 Polynomy v Z;[z] ndsobime ,obvyklym zptisobem®, pficemz vyuzividme
faktu, ze koeficienty polynomu jsou ¢isla ze Z5. To znamena, Ze plati

Bz 422 +1)- (20 +4) = 62° + 42 + 22+ 122" + 8z +4 = 2° + 22* + 42° +- 4

Ukézali jsme, ze a(z) - b(z) = 25 + 22* + 42% + 4 v Z5[z].

1.2.2 Problém ZapiSte polynom p(x) z Clz], ktery ma 3-ndsobny kofen 2 a 2-ndsobny kofen (1 + 7).
Polynom p(z) zadné dalsi kofeny mit nesmi.

% Reseni problému 1.2.2 Hledany polynom je
p@)=(x—2)% (x — (1+14)% =2° + 2*(—4 — 2i) + 2°(8 + 2i) + 2*(—8 + 4i) + 2(—8 — 164) + (16 + 324)

% Komentar k problému 1.2.2 Z hledaného polynomu p(z) musime umét vytknout tfeti mocninu kofe-
nového faktoru ¢isla 2 (protoze p(x) ma mit 3-ndsobny kofen 2) a druhou mocninu kofenového faktoru
¢isla 1+ i (protoZe p(x) ma mit 2-nasobny kofen 1+ i). Zadné dalsi kofenové faktory z polynomu p(x) jiz
vytknout jit nesmi. To znamenad, Zze musi platit rovnosti

p(x) = (-2 (z—(1+4)”

= (2% —22% +4x - 8)- (2* —2(1 + i)z + (1 +1)?)

= (2% —22% + 42— 8) - (2% — 2(1 + i)z — 2i)
b 20 423 — 8% — 2(1 +i)at + 4(1 +4)a® — 8(1 + i)z + 16(1 4 i) — 2ix> + 4ix? — Six + 16i
Ot (—4 — 20) + 23(8 + 20) + 2% (=8 4 4i) + x(—8 — 16i) + (16 + 324)

= T
x

1.2.3 Problém At polynom p(z) = x* — 22 + 52 — 4 z R[z] m4 celoé¢iselny koten a. UkaZte, Ze potom
¢islo a musi délit ¢islo —4.

% ReSeni problému 1.2.3 Resenim je spravné vedeny diikaz toho, Ze pokud polynom p(z) = 2* —2x3 +52—4
z R[z] mé celoéiselny kofen a, potom a musi délit éislo —4.
% Komentaf k problému 1.2.3 Af a je celé é&islo, pro které plati a* — 2a® + 5a — 4 = 0. Potom plati

4=a"*—2a*+5a=a-(a®—2a*+5)

Protoze celé ¢islo a - (a® —2a? + 5) je délitelné ¢islem a (vyuzivame toho, ze a i a® — 2a? + 5 jsou celd é&isla),
musi ¢islem a byt délitelné i ¢islo 4. V oboru celych éisel z toho plyne, Ze Cislem a je délitelné ¢islo —4. A
to jsme chtéli dokézat.
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1.2.4 Problém At p(z) je polynom v R[z] a af pro komplexni ¢&islo z plati p(z) = 0. Dokazte, Ze potom
p(z) = 0.

% Reseni problému 1.2.4 ReSenim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze p(Z) = 0, jakmile p(z) je
polynom v R[z] a z je komplexni ¢islo, pro které plati p(z) = 0.

% Komentar k problému 1.2.4 MiZeme bez obav pfedpokladat, Ze stupeii n polynomu p(z) je alespoii 1.
Skutecéné: polynom p(z) stupné —oo je p(x) = 0 a polynom stupné 0 je p(x) = a, kde a # 0 je redlné
¢islo. To znamend, Ze polynom stupné —oo ma jako kofeny wsechna komplexni ¢isla a polynom stupné 0
nema jako kofen Zddné komplexni ¢islo. Pro polynomy stupné —oo a 0 je tedy tvrzeni pravdivé z trividlnich
divodu.

At tedy polynom p(z) mé stupeti alespoii 1. Ozna¢me
p(2) = apz™ + ap_12" "+ .. Farr + ag
kde n > 1 je pfirozené éislo a €isla a,, ..., ap jsou redlnd, a, # 0. Af z je komplexni &islo, pro které plati
p(z) = anz" + 12"+ .. +ar1z +ag
Podle Problému 1.1.6 plati
0 =0
= p(2)
= 2"+ an_12" 1+ . a1z + ag
= a2+ ap_12" 1+ ...+ a1z +ao
= a,@)"+a, 1" +.. . FaZ+ao
p(@)

Ukézali jsme, ze plati p(z) = 0.

1.2.5 Problém V R[z] vydélte polynom a(z) = 22 — 522 + 2z — 3 polynomem b(x) = 3z — 1 se zbytkem.
Vysledek zapiste jako rovnici pro déleni se zbytkem v R[z].

% Reseni problému 1.2.5 V R[z] plati rovnost

. 2 13 5 —76
20 — 502 4+ 20 —3) = (522 — —x+ =) - Br — 1) + —
(227 =52" 420 =3) = (2" - go+ 57) - Br -+ -7
¥ Komentar k problému 1.2.5 Pfedvedeme dva rizné zpisoby feseni.
(1) Podle ,klasického“ algoritmu pro déleni polynomu polynomem plati
_ 16
223 — 51?2 +22 —3) : (3x—1) = %xQ—lﬁ;’I—FQ%—F 3332_71
— 223 + 23 x?
— ?:ﬁ + 2z
B 1
%x -3
SN
_ 16
27
To znamend, Ze v R[z] plati rovnost
13 5 —76
223 — 52? + 20 — 3 = (§x2 — §x+2—7)-(3x— 1)+(7)
——
=a(@) =kvocient =b(x) =zbytek
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1.2. Zéakladni vypocty s polynomy 27

(2) K vypoctu pouzijeme Hornerovo schéma. Kofen polynomu 3z — 1 je roven %, proto Hornerovym
schématem spocteme

2 ) 2 -3
_1 2 13 5
=3 3. "9 27
13 5 76
2 -3 5 T
a my tedy dostdvame rovnost®
13 5 1 —76
(2x3—5x2+2x—3):(2352—?964—5)-(35—5)—!—2—7
neboli 1 13 5 176
(223 — 52% 4+ 21 — 3) = §(2x2—§x+§)~3-(x—§)+277
cozZ je rovnost
2 13 5 —76
27 — 5r* + 21— 3 = (§x2—§$+?)-(3x—l)+(w)
=a(x) ; =b(z) —
=kvocient =zbytek

1.2.6 Problém V Zs[x] vydélte polynom a(z) = 323 + 2z + 1 polynomem b(z) = 2z + 4 se zbytkem.
Vysledek zapiste jako rovnici pro déleni se zbytkem v Zs[z].

% Reseni problému 1.2.6 Rovnice déleni polynomu 3x® + 2z + 1 polynomem 2x + 4 se zbytkem v Zs[z] je
(32 4+ 22 + 1) = (42® + 22 + 2) -(2z + 4)
—_————

kvocient

% Komentar k problému 1.2.6 PouZijeme ,klasicky“ algoritmus. To jest budeme pocitat obdobné jako

v R[z], oviem s tim rozdilem, Ze inverse koeficient polynomt budeme pocitat v Zs. Nejprve velmi po-

malu projdeme cely algoritmus a poté jej zapiSeme analogicky tomu, jak déleni polynomil se zbytkem
zapisujeme v R[z].

+ 3
~—
zbytek

(1) Vydélime vedouci élen 3x3 polynomu a(x) vedoucim ¢lenem 2z polynomu b(z). To znamen4: spocitdme
3-271. 22, Protoze 27! = 3 v Z5, dostaneme 3-271-2% = 3-3-2? = 422. Vyuzili jsme toho, Ze 3-3 = 4
A% Z5.
Nyni spoéteme ,zpétnou korekci“, tj. vynasobime 4z?2 - (2z + 4) = 323 + 2% v Zs[z]. Tuto zpétnou
korekci ode¢teme od polynomu 3z + 2z + 1. Dostaneme (323 + 2z + 1) — (323 + 2?) = 422 + 22 + 1.
Protoze stupeii polynomu 422 4+ 2z + 1 je vétsi nez stupent polynomu 2x + 4, neni polynom 4x% 42z +1
zbytkem po déleni polynomem 2z + 4. Algoritmus tedy musi pokracovat.
V dalsim kole algoritmu méme tedy vydélit polynom 4x? + 22 + 1 polynomem 2z + 4 se zbytkem.
Zatim mame zapsano

( 323 +2z +1) : (27 +4) = 42?

[
w
8

w
+
8

[\v]

N

422 42z +1

(2) Polynom 422 + 2z + 1 vydélime polynomem 2z + 4 se zbytkem analogicky bodu (1): vezmeme vedouci
¢leny 422 a 2z, vydélime je (dostaneme 2x) a spocteme zpé&tnou korekci 2x - (22 + 4) = 422 + 3z a
tuto zpétnou korekci odeéteme od 4x? + 22 + 1.

Dostaneme tak zapis

( 3a3 +2z +1) : (2z+4) =422 + 22
—( 32®  +2?)
4r? +2x  +1
—(42? +3z)
4r +1

3 Pripomenuti: Hornerovo schéma lze bez jakychkoli dal$ich ivah pouzit pouze pro déleni polynomem, ktery méa koeficient
u nejvyssi mocniny roven ¢islu 1.
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28 Téma 1. Uvedeni do algebry

Protoze polynom 4x + 1 jesté neni zbytek po déleni polynomem 2z + 4, pokracujeme dalsim kolem
algoritmu: polynom 4x + 1 mame vydélit polynomem 2z + 4 se zbytkem.

(3) Polynom 4z + 1 vydélime polynomem 2z + 4 se zbytkem analogicky bodim (1) a (2). Dostaneme tak

Zapis
( 3a3 +2z +1) : (2z+4) =42 + 22+ 2
—( 3z +2?%)
47 +2r  +1
—(42? +3z)
4z +1
—(4z  +3)
3

Protoze 3 je zbytkem po déleni polynomem 2z + 4, vypocet konci.

Rovnice déleni polynomu 3z% + 2z + 1 polynomem 2x + 4 se zbytkem v Zs[z] je

3 — 2 .
(Bz° +2x+1) = (4o” +22 +2)-(2x +4)+ _3
kvocient zbytek

1.3 Abstraktni binarni operace

1.3.1 Problém Af * je bindrni operace na mnoziné X. Af e;, es jsou prvky mnoziny X, pro které plati
rovnosti
eI *xT =T ke =1a €o*xT =X kex =T

pro vsechna = z X. Potom plati® e; = es.

%To znamena: dokazte, Ze pokud x mé neutralni prvek, potom je tento neutralni prvek jednoznac¢né urcen.

% ReSeni problému 1.3.1 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze pokud * mé neutralni prvek,
potom je jednoznacné urcen.

% Komentar k problému 1.3.1 Protoze e; je neutralni prvek operace %, plati rovnost e; = €1 x e5. Protoze
eo je neutralni prvek *, plati rovnost e; x e = e1. Celkové plati e; = es, a to jsme chtéli dokazat.

1.3.2 Problém Na mnoziné redlnych ¢isel R je definovana binarni operace * nésledovné:
T Y=o +Yy-+ x2y
1) Ukazte, Ze operace * neni komutativni.
2) Ukazte, Ze operace * mé jednoznaéné uréeny neutralni prvek. Oznacte tento prvek jako e.
)

3) Ukazte, ze pro kazdé realné ¢islo a existuje jediné realné cislo® a, takové, ze plati a x a, = e.

b

(
(
(
(

4) Ukazte, Ze existuje redlné ¢islo a takové, Ze rovnice z *x a = ¢ neméd FeSeni.

2Cislu a, se (z pochopitelnych diivodt) fika pravd inverse prvku a.
b0 &islu a pak fikame, Ze nema levou inversi.

% Reseni problému 1.3.2

(1) Napiiklad proa=2ab=1platiaxb=7abxa =5. Rovnost  xy = y x = tedy obecné neplati.
(2) Plati e =0.

, a
(3) Plati Ar = _1-’—70/2

(4) Naprfiklad rovnice z * 1 = e nem4 zadné FeSeni, tj. naptiklad @ = 1 nemd levou inversi.
% Komentar k problému 1.3.2
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1.3. Abstraktni binarni operace 29

(1)
(2)

Napiiklad proa =2ab=1platiaxb=2+1+22-1=T7abxa =1+2+12.2 = 5. Rovnost
T xy =y x ¢ tedy obecné neplati.
Hledame realné cislo e tak, aby pro vSechna realné ¢isla z platily rovnosti z xe = exx = z. To
znamena, ze musi platit rovnosti

r=zxe=x+e+zle=x+ (1+z%e

xze*mze—kx—&—e%

Prvni rovnost Ize upravit na rovnost 0 = (14 22)-e. Protoze realné éislo 1+ 2 je vzdy nenulové, musi
platit e = 0. Protoze plati
Oxz=04+z+0%r=2x

je splnéna i druhd rovnost a my jsme dokazali, Ze e = 0 je neutralni prvek operace x. Podle Pro-
blému 1.3.1 je neutralni prvek jakékoli binarni operace urcen jednoznacné. To znamena, ze e = 0 je
jediny neutralni prvek operace x.

At a je libovolné realné ¢islo. Cheeme ukézat, Ze rovnice a x x = e mé jediné feseni. Tato rovnice méa
tvar
a+(1+ad)z=a+z+d’z=axr=e=0
a ma jediné feseni
a

ap = ———
" 1+a?
Uvazujme o rovnici x * a = e. Chceme nalézt a tak, aby tato rovnice neméla zadné feseni v R. Rovnici
T *a = e muzeme zapsat takto
2
r+a+za=_0
——— —~~
=x*a =e

Zvolime-li @ = 1, dostaneme kvadratickou rovnici 22 + z 4+ 1 = 0, ktera nema feseni v R. To znamens,
Ze rovnice x x 1 = 0 nema feseni.

1.3.3 Problém At X = {a,b,c,d}. Na mnoziné X je zadana bindrni operace x nasledovné:

Zakreslete tabulku binarni operace *. Rozhodnéte, zda * je asociativni binarni operace.

TxY=21a

% ReSeni problému 1.3.3 Tabulka operace * je:

I

o

Qo[ *
QO
Qoo
Qoo ||

QO[T

Operace * je asociativni (FeSenim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze * je asociativni).
% Komentai k problému 1.3.3 Podle definice vypada tabulka operace x nasledovné:

* H a \ b \ c \ d
allalalala
b||b|b|b|D
clleleclc|ec
dlld|d|d]|d
Pro jakakoli z, y, z z mnoziny X plati rovnosti
rx(y*z)=x (rxy)xz=c*z==1

To znamena, Ze operace x je asociativni.
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30 Téma 1. Uvedeni do algebry

1.3.4 Problém Af je binarni operace x na mnoZiné X asociativni a at méa neutralni prvek e. At a je
prvek mnoziny X. Ukazte: pokud pro prvky v, w z X plati rovnosti

A*xV=V*xa=¢e A*xW=wW*xa==¢€

To znamena: dokazte, ze pokud k a existuje inverse vzhledem k operaci x, potom je jednoznac¢né urcena.

% ReSeni problému 1.3.4 ReSenim problému je spravné vedeny dikaz toho, ze pokud k a existuje inverse
vzhledem k operaci %, potom je jednoznac¢né urcena.
% Komentar k problému 1.3.4 Podle pfedpokladu plati rovnosti

v=vxe=v*(axw)=(Vxa)kw=exw=w

1.3.5 Problém Af je binarni operace x na mnoziné X asociativni a af mé4 neutralni prvek e. At p a b jsou
prvky X. Ukaite, Ze pokud existuji p~! a b~!, potom existuje i (bxp) ~! a plati rovnost® (bxp) =1 = p~1xb~ 1.

“Tomuto tvrzeni se Casto fika Socks & Shoes Theorem. Z tohoto zertovného nézvu plyne i navod dikazu: interpretujte
souéin b x p jako nejdiive oblecu ponozky (prvek p), potom obuji boty (prvek b). Pak soucin b x p znamend: nejprve jsem
oblékl ponozky a potom obul boty. Kdy existuje inverse k bxp? Zjevné presné tehdy, kdy# existuji p~! (mohu svléci ponozky)
a b~! (mohu zout boty). Jak vypada (b p)~1? Musim nejprve zout boty a poté svléci ponozky. To znamend, Ze plati
(bxp) Lt =plxbLl

% ReSeni problému 1.3.5 ReSenim problému je spravné vedeny dikaz toho, ze pokud existuji p~' a b,
potom existuje i (b*p)~! a plati rovnost (bxp)~t =p~txb7L,
% Komentar k problému 1.3.5 Podle pfedpokladu plati rovnosti

plxp=e=pxp! b lxb=e=bxb""
To znamen4, Ze plati rovnosti

(Pl Dk (bxp)=p Lk (b xb)xp=p trxexp=p lxp=ce

(bxp)x(ptxb D =bx(pxp Hxbt=brexb=bxbl=¢

Tyto rovnosti ukazuji, ze p~'xb~! je inverse prvku bxp. Podle Problému 1.3.4 je inverse uréena jednoznacné.
To znamend, Ze plati (bxp)~1 =p~txb~L.

1.3.6 Problém Af x je asociativni bindrni operace na mnoziné X a af e je neutralni prvek vzhledem
k operaci x. Dokazte, Ze néasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) Pro kazdé a z X existuje inverse a~! prvku a.
(2) At a a b jsou jakékoli prvky mnoziny X. Potom rovnice a x z = b mé pravé jedno feSeni.

(3) At a je jakykoli prvek mnoziny X. Rovnice a x x = e m4 pravé jedno feSeni.

% Reseni problému 1.3.6 Resenim problému jsou spravné vedené ditkazy toho, Ze z (1) plyne (2), Ze ze (2)
plyne (3), a Ze ze (3) plyne (1).
% Komentafl k problému 1.3.6 Z (1) plyne (2). Zvolme jakékoli prvky a a b z mnoziny X. Potom plati
rovnosti
ax(atxb)=(axa H)xb=exb=10

To znamend, Ze prvek a !« b je fesenim rovnice a xx = b. Uk4Zeme, 7e je to jediné feseni rovnice axx = b.
Af tedy v Fesi rovnici ax 2 = b. To znamen4: af plati a xv = b. Potom plati rovnost a=! x (a xv) = a~! xb.
Levou stranu posledni rovnosti lze upravit:

-1 -1

a Kk (axv)=(a " *a)xv=e*xv =20
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To znamend, Ze plati v = a~! % b. A to jsme chtéli dokazat.
Ze (2) plyne (3). To je trividlni: z podminky (2) okamzité plyne, Ze rovnice a x z = ¢ mé jediné FeSeni.

Ze (3) plyne (1). Ozna¢me jako v jediné feSeni rovnice a x x = e. To znamen4, Ze plati a x v = e. UkdZeme,

e plati i rovnost v x a = e. Podle Problému 1.3.4 tim ukaZeme, ze v = a " '.

Oznacme jako w jediné feSeni rovnice v x x = e. Potom plati rovnosti

e=vxw=(v*xe)xw=(v*(axv))*xw=(vka)*x(Vrxw)=(vka)xe=v*a

1.4 Problémy s navodem k fesSeni

1.4.1 Problém

(1) At I a J jsou dvé neprazdné kone¢né disjunktni mnoziny, at {r; | i € I} a {r; | i € J} jsou dvé&
kone¢né mnoziny realnych Cisel. Dokazte, ze plati rovnost

Z TiZZW-FZH

ieluJ icl icJ

(2) Rovnost z bodu (1) rozsifte na libovolné disjunktni koneéné mnoziny I, J. Vysvétlete, Ze potom
musi nutné platit rovnost
Trimo

€0

% Reseni problému 1.4.1

(1) ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze pro dvé neprazdné kone¢éné disjunktni mnoziny
I, J a dv& koneéné mnoziny redlnych ¢éisel {r; | i € I} a {r; | i € J} plati rovnost

Z rl-:ZTi—i—Zri

ieluJ icl i€

(2) Resenfm problému je vysvétleni rovnosti
Z T, = 0
il
% Navod k FeSeni problému 1.4.1 Pro dikaz rovnosti v bodé (1) vyuzijte vlastnosti s¢itani redlnych &isel:
s¢itani realnych cisel je komutativni a asociativni binarni operace.

Néavod k bodu (2): mé-li rovnost
> ne Y e
ieluJ i€l icJ

platit pro libovolné kone¢né disjunktni mnoziny I a J, potom musi pro libovolnou jednoprvkovou mnozinu
I = {io} platit rovnost

Tio :Z’I“i: Z ’I"i:ZTZ‘—‘rZ’I“i:’PiO—FZTi

i€l ieIUp i€l €D i€l
To znamend, Ze soucet Zri je neutralni prvek vzhledem ke scitani. Nyni pouzijte prvni ¢ast dikazu
Problému 1.1.1 nebo Proﬁ%m 1.3.1.
Poznamka: rovnost Z r; = 0 lze intuitivné vysvétlit i ndsledovné. Zvolme (napiiklad) pét redlnych éisel
i€l

r1, T, T3, T4 & 5. Soucet lze uzavorkovat napiiklad takto:

(ri+mr2)+(rs+ra+1s)
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a to jde znazornit i ,,rozdélenim® pole ry, 13, r3, r4, 75 na dvé ¢asti

ie{1,2} i€{3,4,5}

»Deélici cara“ ovsem mize byt vedena i iplné nalevo od pole 71, 12, 73, 74, 75 nebo Gplné napravo od pole
T1, T2, T3, T4, T5

> > > - >

i€ i€{1,2,3,4,5} i€{1,2,3,4,5} i€()

Protoze celkovy soucet umisténim délici ¢ary nezménime, jde o dalsi vysvétleni toho, Ze je ticelné definovat
soucet Z r; jako ¢islo 0. Podobné vysvétleni lze pouzit i v Problémech 1.4.2 a 1.4.9.
i€l

1.4.2 Problém Pro neprdzdnou koneénou mnozinu {r; | ¢ € I} redlnych &isel oznaéte jako
-
i€l

soucin vSech prvka mnoziny {r; | i € I'}. Vysvétlete, pro¢ je vhodné definovat

H'f’i:].

i€l

% ReSeni problému 1.4.2 Resenim problému je smysluplna argumentace vedouci k definici
H?‘i =1
i€l

% Navod k feseni problému 1.4.2 Postupujte analogicky feSeni Problému 1.4.1: misto se s¢itanim realnych
¢isel pracujte s ndsobenim redlnych cisel.

n
n
1.4.3 Problém Ukazte, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati rovnost 2" = Z < k;> Dejte této rovnosti

k=0
kombinatoricky vyznam.

n
= . . B v . . . P , 1e . n «
% Reseni problému 1.4.3 ReSenim problému je spravné vedeny dikaz rovnosti 2" = g ( k) pro vsechna

k=0
pfirozena cisla n.

Kombinatoricky vyznam: pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny je roven souctu poctu vsech jejich
k-prvkovych podmnozin, pro k od 0 do n.

% Navod k feSeni problému 1.4.3 Pouzijte Problém 1.1.10 proa=1ab=1.
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Kombinatoricky vyznam: ¢islo 2" udava pocet vSech podmozin n-prvkové mnoziny, ¢islo (Z) udava pocet
n
vSech k-prvkovych mnozin n-prvkové mnoziny. To znamené, Ze rovnost 2" = Z (n) tik4: pocet vSech
k=0 k
podmnozin n-prvkové mnoziny je roven souctu poctu vsech jejich k-prvkovych podmnozin, pro &k bézici od
0 do n.

1.4.4 Problém Ukazte, Ze na mnoziné ¢isel Z; nelze definovat binarni relaci < tak, aby platily nasledujici
tfi podminky:*

(1) Pro kazdé x ze Z7 plati pravé jedno z néasledujicich: 0 < —z, =0, 0 < x.
(2) Jestlize 0 < z a 0 < y, potom 0 < x + y.

(3) Jestlize 0 < x 2 0 < y, potom 0 < z - y.

“Dokéazete tak, ze téleso Z7 melze usporadat.

% ReSeni problému 1.4.4 Resenim je spravné vedeny diikaz nemoznosti existence binarni relace < na mnoziné
Z7, kterd ma vSechny tii uvedené vlastnosti.

% Navod k feSeni problému 1.4.4 Piedpokladejte, Ze na mnoziné Z; existuje binarni relace <, kterd ma
vSechny tfi uvedené vlastnosti. Odvodte spor podle nésledujiciho nédvodu:

(i) Ukazte, ze musi platit 0 < 1. K tomu vyuzijte vlastnosti (1), (3) a faktu, ze (—1)-(=1) =1v Z5.
(ii) Vyuzijte predchozi bod (i) a vlastnost (2) k tomu, abyste dokézali, ze 0 < 1+14+14+1+1+1+1
=0

v Z7. Platnost 0 < 0 v Z7 je ve sporu s vlastnosti (1).

Ukézali jsme, Ze na mnoziné Z; nemize existovat bindrni relace <, kterd ma vlastnosti (1)—(3).

1.4.5 Problém Naleznéte dva rizné polynomy a(x) a b(x) v Zs[z], pro které jsou funkce x — a(zx) a
x +— b(x) ze Zy do Zy stejné.”

%Tento problém vysvétluje, pro¢ obecné nelze polynom definovat jako funkci.

% Reseni problému 1.4.5 Napiiklad pro a(z) = z a b(z) = 22 v Zy[z] plati:
a(0) =b(0)=0 a a(l)=0b(1)=1

Polynomy a(x) a b(x) jsou rtizné, protoze maji riizny stupei.
% Navod k FeSeni problému 1.4.5 Spoctéte funkéni hodnoty polynomt v Zs[z] pro malé stupné.

1.4.6 Problém Ukaite, Ze polynom p(x) = 2* — 1022 4+ 1 m4 koten \ﬁ + \/Z;

4 2
% ReSeni problému 1.4.6 Reseni problému je vypocet (\/5 + \ﬁ) —10- (\/5 + \/§> +1=0.

% Navod k FeSeni problému 1.4.6 Dosadte realné ¢islo \/5 + \/g do vyrazu z* — 1022 + 1. Vyuzijte pii

tom znamé vzorce pro druhou a ¢tvrtou mocninu dvouclenu, viz také Problém 1.1.10.

1.4.7 Problém At p(z) = 2 + 422 — 3z — 18 je polynom z R[z], o kterém vite, Ze ma alespoii jeden
celodiselny koten. Dokazte, ze v R[z] plati rovnost p(z) = (x — 2) - (z + 3)2. To jest: ukaizte, ze polynom
p(z) méa kofen 2 nésobnosti 1 a kofen —3 nasobnosti 2.

% Reseni problému 1.4.7 ReSenim problému je smysluplné argumentace, ktera ukéaze, ze v R[x] plati rovnost
p(z) = (z—2) (z+3)%
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34 Téma 1. Uvedeni do algebry

% Navod k feSeni problému 1.4.7 Postupujte podobné jako v Problému 1.2.3: protoze polynom p(z) ma
celociselné koeficienty a protoze koeficient u nejvyssi mocniny v polynomu p(x) je roven 1, musi pro celo-
¢iselny kofen a polynomu p(x) platit: ¢islo a déli éislo —18 v oboru celych ¢isel.

Diky této tivaze ukazte, ze pro celoéiselny kofen a polynomu p(z) musi platit
a==x1 nebo a==+2 nebo a==+3 nebo a==x6 nebo a==+9 nebo a==£18
Hodnoty p(a) spo¢téte Hornerovym schématem. Vyjde (napfiklad) p(—3) = 0 a pfislusné Hornerovo schéma
1 4 -3 -—18

= —3 -3 =3 18
1 1 -6 0

da rozklad p(z) = (z +3) - (22 + 2 — 6). Kvadratickou rovnici 22 + z — 6 = 0 vyieste obvyklym zptisobem:
vyjdou koreny —3 a 2.

1.4.8 Problém Polynom a(z) = 5z + 42% + 2z + 4 vydélte v Z;[z] polynomem b(x) = 422 + 6z + 2 se
zbytkem. Vysledek zapiste jako rovnici déleni se zbytkem v Z7[x].

% Reseni problému 1.4.8 V Z;[z] plati rovnost

(52" + 4o’ + 20 + 4) = (32% + 2) -(42” + 62 + 2) + (42)
kvocient bytek
vocien zbyte.

% Navod k feseni problému 1.4.8 Postupujte analogicky feseni Problému 1.2.6.

1.4.9 Problém Af x je binarni operace na mnoziné X, kterd je komutativni, asociativni, a kterd ma
neutralni prvek e. To jest: af plati rovnosti

zxy=y*r Tx(yxz)=(Txxy)xz Trke=T =exIT

pro vSechna z, y, z, z mnoziny X.
Pro neprézdnou koneénou mnozinu {z1,...,z,} prvki mnoziny X definujte

* Ti =1 *xToa*x...*xTp
i€{1,...,n}

Vysvétlete, pro¢ je vhodné definovat®

*x Ty =€
i€

%To jest: jedna se o zobecnéni Problému 1.4.1 a 1.4.2.

% Reseni problému 1.4.9 ReSenim problému je smysluplné argumentace vedouci k definici

* T;=e
ico” "

% Navod k FeSeni problému 1.4.9 Postupujte analogicky feseni Problému 1.4.1 a 1.4.2; misto s operacemi
s¢itani a nasobeni realnych ¢isel pracujte s operaci *.
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Téma 2

Zaklady 2D a 3D geometrie

Tyden v semestru:

BOBO1LAG(A) 3| 4|5 |6|7|8|9]|10]11|12]13]14
ASBOILAG
B6BO1LAG 1 3| 4|5 |6 | 7| 8|9 10[11]12]13]14

Co se procviéuje: rtizné popisy piimek v R? a piimek a rovin v R3. Jde pfevazné o opakovani stiedogkolské
geometrie v R? a v R3.

2.1 Piimky v roviné R?

2.1.1 Problém V roviné R? je dvéma body a = (le), b= <_35> zadana primka 7r.?

(1) Naleznéte parametricky popis pfimky 7. To jest: body <i1> na primce 7 popiste jako body tvaru
2

<§1> +1- (§1>, kde t € R je parametr. Ukazte, ze parametr ¢ je jednoznacné urc¢en bodem <z1> a
2 2 2
ze alespon jedno z ¢isel s1, s3 musi byt nenulové. .

(2) Naleznéte obecnou rovnici pfimky 7r. To jest: body <i1> na piimce 7 popiste jako body spliujici
2
rovnost a1 x1 + asxe = b, kde aq, ag, b jsou realna cisla. Ukazte, ze alespon jedno z ¢isel a;, as musi
byt nenulové.

b1

» ) a realna cisla aq, as tak, Ze
2

(3) Naleznéte norméalovou rovnici p¥imky 7. To jest: naleznéte bod (

body (il) na pfimce 7 spliuji rovnost ai(x1 — p1) + az(ze — p2) = 0. Ukazte, Ze alespori jedno
2

7z Cisel a1, as musi byt nenulové.

%Pro BOBO1LAG(A): porovnejte tento problém s (napfiklad) Problémem 14.1.1.

% Reseni problému 2.1.1
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36 Téma 2. Zaklady 2D a 3D geometrie

(1) Plati napiiklad: kazdy bod na piimce 7 je ve tvaru
4 -9
(1)« ()

(2) Hledana obecné rovnice pfimky = je (napiiklad) 2z; + 9xo = 17.

pro jednoznacné urcené realné ¢islo t.

(3) Hledana normalové rovnice pfimky = je (napiiklad) 2(z; —4) + 9(x2 — 1) = 0.

% Komentar k problému 2.1.1 Nejprve nakresleme obrazek: hledand piimka 7, uréend body a a b, ma
graf

1\

-5 4 x

(1) Parametricky popis pfimky souvisi s nalezenim sméru s p¥imky a wolbou jednoho bodu p piimky.
Tento bod p budeme povazovat za ,pocatek” primky. Jednotlivé body primky pak budeme popisovat
jako vyrazy p +t-s, kde ¢ je redlné ¢islo. Bod tvaru p + ¢ - s je bod, ve kterém jsme, kdyz ,nechame
uplynout ¢as“ ¢ pfi pohybu z bodu p ve sméru s.

(a) Nalezeni sméru s. Smér zadané pfimky je orientovand tsecka spojujici body a a b. Mzeme vybrat
smér ,,od a k b“

nebo smér ,od b k a“

1\3

—5 4 x

. . - 1o P PR .. . (0
Vsimnéme si, Ze ani v jednom z pripadd nemd prislusné orientovand tsecka pocdtek v bodé (0 .

Zatim tedy nemiuzZeme mluvit o smérovém vektoru. V obou piipadech musime posunout oriento-
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2.1. P¥imky v roviné R? 37

vané usecky paralelné tak, aby v bodé (0

0) pocatek mély. Ziskame tak

nebo

Vsimnéme si, Ze v prvnim pripadé mluvime o vektoru

-5 4 -9
nereas (3)-0)- ()
a ve druhém piipadé o vektoru
4 -5 9
wenv= (1)-(3) - ()
O tom se lze snadno presvédcit vypocty

a+ts;=b a b+sy,=a

nebo obrazky

Sq
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15. zari 2025,

S2

To znamena: smér zadané primky neni urcen jako vektor jednoznacéné; mame prinejmensim dvé
moznosti. Zvolme jednu z nich, naptiklad
< -9
2

Na zadané piimce urcité lezi body a a b. Kazdy z téchto bodi tedy mtizeme zvolit jako ,,pocatek*
p zadané primky. Zvolme
4

Tvrdime, ze kazdy bod na zadané primce lze napsat ve tvaru
p+t-s

pro jednoznac¢né urcené realné cislo ¢.
Nez to dokazeme, uvédomme si, Ze jsme zvolili p = a a s = b — a. To znamen4, Ze plati rovnosti

p+0-s=a a p+1-s=Db

které lze interpretovat takto: v ,Case“ t = 0 jsme v bodé a a v ,Case“ t = 1 jsme (ve sméru s)
presli do bodu b. Podobné budeme interpretovat body tvaru p + ¢ - s pro obecné redlné ¢islo ¢.
Jak vypada obecny bod tvaru p+¢-s? Pro 1 >t > 0 jde o bod tvaru

Y
b
p+it-s
t-s a
pro t > 1 jde o bod tvaru
Y
p+t-s b
t-s
a
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2.1. P¥imky v roviné R? 39

a pro t < 0 jde o bod tvaru

 p+t-s

V kazdém z piipadi lezi bod p+t-s na piimce uréené body a a b, protoze bod p+t-s je vrcholem
CtyTahelniku, ktery ma jednu stranu rovnu vektoru a a druhé strana je ndsobkem vektoru s.
Obracené: pokud bod x lezi na pfimce uréené body a a b, potom lze jednoznac¢né nalézt realné
Cislo t tak, ze x = p 4+t - s. Bod x totiz musi byt vrcholem ¢tyrihelniku, ktery ma jednu stranu
rovnu vektoru a a jehoz druhé strana je ndsobkem vektoru s.

Ukézali jsme, Ze smérova rovnice pfimky 7 uréené body a a b je (napiiklad)
4 -9
1)+ ()
kde t je realné &islo. Zadna z polozek smérového vektoru <_29) neni rovna nule.

(2) Na pfimce 7 uréené body a a b lezi uréité body a = <le) ab= (_35>

Pro hledané ¢isla a1, as a b tedy musi platit rovnosti
a;-4+ay-1=b a ai-(=5)+az-3=0

Intuitivné se zd4, ze jedno z disel ay, as a b smime zvolit (a zbjvajict dvé cisla dopocitat). Smime
zvolit ¢islo b7 Zkusme to a zvolme b = 0. Dostavame tedy

a1-4+ay-1=0 a ar-(=5)+ax-3=0
a proto plati a; = 0 a as = 0. Hledana rovnice je tedy
0-214+0-29=0
které vyhovuji vsechny body (il) v roviné. Problém jsme tedy nevyresili, protoze rovnice 0-x, 4+ 0 -
2

x2 = 0 nepopisuje body lezici piesné na primce .

Smime zvolit b = 17 Dostavame soustavu rovnosti
a1 -44+ay-1=1 a ay-(=5)+ax-3=1
kterd mé jedin€ YeSeni a1 = 2/17 a ag = 9/17. Jak ale zjistit, ze body popsané rovnici

2
= e =1
7ot e

opravdu popisuji vSechny body na pfimce 7?7 Potfebujeme koncepcni a geometricky pohled na zadany
problém.
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P¥imku 7 uréenou body a a b

1\

-5 4 x

nejprve paralelné posuneme tak, aby prochézela pocatkem. To znamend, budeme studovat primku,
urcenou body b —a a a— a:

b—a \
Proto b-a=(3)-()= (%)

lze itvahou, analogickou bodu (1), zjistit, Zze body na takto posunuté pfimce jsou pfesné body tvaru
D1 -9
=t-
() =+ (7)

p1=-9 a p,=2t

neboli

kde t je realné ¢islo. Takové body jsou ale presne ty body <£ 1), pro které plati rovnost
2

2p1 +9p2 =0

To je pravda: pokud p; = —9t a p, = 2t, potom 2p; + 9ps = —18t + 18t = 0. Obracené: pokud plati
2p1 + 9ps = 0, potom lze jednoznacné urcit ¢ tak, ze p1 = —9t a po = 2t. Takze: rovnice 2p; +9ps =0
popisuje presné body na pifimce 7 paralelné posunuté do pocdtku.

Nyni musime provést zpétné paralelni posunuti: ptimka 7 obsahuje pfesné body tvaru

1\ _ (4 4 (P = 4+
T2 1 D2 1+ po
kde 2p; + 9p2 = 0. Pro takové body plati rovnost

22149 20=2-(44p)+9-(14p2) =84+9+2p; +9pp = 17
=0

Hledana obecné rovnice pfimky! je 2z + 9z2 = 17.

2 9
1Pochopitelné: jedna se v podstaté o rovnici ﬁrl + —xo = 1, kterou jsme nalezli dfive.

17
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2.1. P#imky v roviné R? 41

(3) Pro nalezeni normélové rovnice mame jiz vSe ptipraveno: diky bodu (2) vime, Ze pfimka 7 obsahuje

pfesné body tvaru
1\ _ (4 L (P = 441
T2 1 D2 1+ p2

kde 2p; + 9p2 = 0. To znamenad, ze piimka 7 obsahuje pfesné body <i1), pro které plati
2

z1\  (4\ _ (m _
(2)- ()= () wiom som-a.

Zapsano jinak: primka 7r obsahuje pfesné body <i1>, pro které plati rovnost
2
2y —4)+9(3—1) =0
Poznamka. Geometricky vyznam rovnic v &asti (2) a (3) je nasledujici.? Vektor

()= )

je vektor, ktery je kolmyg na pfimku 7 posunutou do pocatku:

To lze zjistit napriklad pomoci Pythagorovy véty: bod tvaru <_22t> spolu s body (8) a (3) urcuje

2PIné tomuto vyznamu budeme rozumét az po zavedeni standardniho skalarniho sou¢inu v R2.
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trojuhelnik
Y
2
9
85(1 + t2)
/85
b—a
/s g

a pro ¢tverce délek jeho stran plati rovnost
(1+1t%)-85=85+12-85
Podle (obracené) Pythagorovy véty, viz Problém 2.3.1, je tedy tuhel proti nejdelsi strané roven /2.

To znamend, ze koeficienty 2 a 9 z rovnice 2x; 4+ 9z = ... tvoii normdlovy vektor pfimky .

2.1.2 Problém Uréete priisec¢ik dvou piimek v R?, které jsou zadany rovnicemi

20 —4dy =2 a 2x+4y=2

pokud takovy prusecik existuje.

% ReSeni problému 2.1.2 Hledany priisecik je bod (é)
% Komentai k problému 2.1.2 Chceme najit bod (zo) ktery spliuje soustavu rovnic
0

200 —4dyo =2 a 2x9+4yo=2

Sectenim obou rovnic je vidét, ze musi platit 4zg = 4, neboli o = 1. Diky prvni rovnici to znamena, Ze
4o = 2x9 — 2 = 0. Tedy yo = 0. Zadny jiny spoleény bod dvé piimky

20 —4y=2 a 2x+4+4y=2

nemaji.

2.1.3 Problém V R? jsou rovnicemi
20 +4y=2 a x—y=2
zadany dvé primky. Zjistéte vztah priseciku téchto dvou pfimek a priseciku primek
6y=—-2 a z—y=2
Druhé dvojice ptimek vzesla z prvni dvojice pfimek takto:
(1) Odecteme ,dvojnésobek druhé piimky“ od p¥imky prvni.

(2) Druhou pfimku ponechdme beze zmény.
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% Reseni problému 2.1.3 Obé dvojice piimek maji stejng priisecik (_51/?3>

% Komentar k problému 2.1.3 Af bod (zo) je prusecikem prvni dvojice primek
0

20 4+4y=2 a x—y=2

To znamend: at plati

2z0+4y0 =2 a x0—Yo =2

Potom plati 2(xg — yo) = 2 -2 (tj. bod (§0> lezi na ,dvojndsobku druhé piimky“). Dale, odectenim
0
dostaneme

(220 + 4yo0) — 2(z0 —yo) =2—2-2

neboli

6yo = —2

Zo

To znamend, ze bod (y
0

) je prusecikem druhé dvojice primek
6y=—2 a x—y=2
Obracené: at bod (50) je prusec¢ikem druhé dvojice primek
0

6by=—-2 a z—y=2

To znamend, at plati

byo=-2 a my—yo=2
Potom plati 2(xg — yo) = 2- 2 (to je ,,dvojndsobek druhé pfimky*) a plati tedy rovnost (,secteni pfimek*)
2xg + 4yo = 2. To znamena, ze bod 50 je prisecikem prvni dvojice pfimek

0

20 +4y=2 a x—y=2

Poznamka. Toto pozorovani (v daleko obecnéjsi podobé) je zdkladem rozumné metody FeSeni soustav
linearnich rovnic. Viz Téma 8.

2.1.4 Problém Af a, b a c jsou po dvou rtizné body v R2. Naleznéte podminku, ktera ik, e vSechny
tTi body lezi na jedné primce.

% ResSeni problému 2.1.4 Body a, b a c lezi na jedné piimce pravé tehdy, kdyz existuje t € R tak, ze plati
rovnost c = (1 —t)-a+t-b.

% Komentafi k problému 2.1.4 ProtoZze body a, b a ¢ jsou po dvou rtzné, sta¢i nalézt podminku, kterd
tika, ze bod c lezi na pfimce urcené body a a b. Podobné jako v Problému 2.1.1 lze ukazat, ze bod c lezi
na primce urcené body a, b pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € R tak, ze plati rovnost

c=a+t-(b—a)

Jinymi slovy: bod c lezi na pfimce urcené body a, b pravé tehdy, kdyz existuje t € R tak, zZe plati rovnost

c=(1-t)-a+t-b
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2.2 Pfimky a roviny v prostoru R?

1 2
2.2.1 Problém V R? jsou dany body a= [ 2| a b= [ 1 |. Naleznéte parametrickou rovnici p¥imky r,
3 2
P S1
urcené body a a b. To jest, analogicky Problému 2.1.1 naleznéte bod p = | p2 | a vektor s = | s5 | tak,
b3 S3
7e primka 7 obsahuje pfesné body tvaru
p+t-s
kde t je realné cislo.

% ResSeni problému 2.2.1 Parametrické rovnice pfimky 7 je

1 1
21 +t-| -1
3 -1

kde t € R.
% Komentafl k problému 2.2.1 Budeme postupovat podobné jako v Problému 2.1.1 (kreslete si obréazek):
smér primky je dan vektorem (napiiklad)

1 1
s=b—-—a=|1]-(2]=]-1
2 3 -1
Za ,pocatek” primky zvolime
1
p = a= 2
3
Parametrickéd rovnice dané primky je tedy
1
21 +t-| -1
3 -1

kde t € R.
DileZita poznamka. Zjistili jsme, 7e parametrické rovnice p¥imek v R? a R? se hledaji zcela analogicky.
Lze ocekévat, ze parametrické rovnice pfimek se budou hledat podobné i v prostorech vyssi dimense.

Existuji obecnd rovnice piimky v R?® a normdlovd rovnice pfimky v R3? Ano, existuji. Budou mit viak
podobu jisté soustavy dvou linedrnich rovnic. Tato soustava bude popisovat pfimku jako prisecik dvou

rovin.
1 1 0
2.2.2 Problém V R3 jsou zadany bodya= [1|,b=[0] ac= [ 1]. Tyto t¥i body uréuji rovinu =
0 1 1
v R3.

(1) Naleznéte parametrickou rovnici roviny .

(2) Naleznéte obecnou rovnici roviny .

% Reseni problému 2.2.2
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(1) Hledana parametrickd rovnice roviny 7 je (napiiklad)

1 0 -1
1) +t1-|-1])+t-| O
0 1 1

kde t; a ty jsou redlna disla.

(2)

% Komentar k problému 2.2.2

(1) Parametrickou rovnici roviny 7 o¢ekdvame ve tvaru
P +t1-s1+12- 82

kde p je bod, kterym rovina 7 prochdzi, a seznam (s1, s3) je ,smér* roviny m.?> Co chceme od ,sméru®
(s1,82)7 Vektory s1 a sg nesmi leZet na jedné primce. Smér nalezneme snadno: trojici bodu (a, b, c)
sposuneme do poéatku®, tj. z trojice (a, b, c¢) nejprve vytvoiime trojici (a—a,b—a,c—a) a vybereme
nenulové vektory

1 1 0 0 1 -1
si=b—a=|(0]—-1]=|-1 a ss=c—a=|(1]—-(1]=120
1 0 1 1 0 1

Vektory s; a sp na jedné pfimce nelezi. Proto je seznam (s1,S2) moznym smérem roviny 7.
)
Za ,pocatek® roviny w vybereme

p:a: 1
0

Hledand parametrickd rovnice roviny 7 je (naptiklad)

1 0 -1
11 +t-| -1 +t2-| O
0 1 1

kde t1 a ty jsou realna cisla.

(2) Obecnou rovnici roviny ofekdvame ve tvaru
ari +bro +cxs =d
kde a, b, ¢, d jsou realna cisla. Protoze body a, b a ¢ musi v roviné 7 lezet, musi platit rovnosti
a-14+b-1+c-0=d a-14+b6-04+c-1=d a-04+b-1+c-1=d
Nastésti je videét, ze volbaa=1,b=1,c=1a d = 2 vede k cili. V bodoucnu si ale podobné hadani

nebudeme moci dovolit: pro hleddni obecnjch rovnic rovin v R? potiebujeme umét vesit soustavy
linearnich rovnic. To se nauc¢ime v Tématu 8.

0
3Naptiklad rovina z = 3 v R3 (tj. ,rovina podstavy, zvednutd o 3“) prochazi napiiklad bodem (0) a ma smér urceny dvojici

3
1 0
vektort ((0) , (1) ).
0 0
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2.3 Problémy s navodem k reseni

2.3.1 Problém At AABC je trojuhelnik v roviné, pro ktery plati rovnost
|AB|? = |AC|* + | BC|?
Potom je trojahelnik AABC pravouhly a pravy tuhel je u vrcholu C.* Viz obrazek:

B

C

Pri dikazu smite pouzit klasickou Pythagorovu vétu pro pravothlé trojithelniky.

%7 pochopitelnych duvoda se tomuto tvrzeni fika obrdaceni Pythagorovy véty. Pokud jste zneklidnéni, ze pri dikazu
pouzivame Pythagorovu vétu, pak vézte, ze vysledek lze dokazat i bez pouziti Pythagorovy véty. Dukaz je pak ovSem
ponékud tézsi, viz ¢lanek Stephen Casey, The converse of the theorem of Pythagoras, The Mathematical Gazette 92.524
(2008), 309-313.

% Reseni problému 2.3.1 Resenim problému je spravné vedeny ditkaz daného tvrzeni.
% Navod k FeSeni problému 2.3.1 Sestrojte nejprve trojuhelnik AXY Z, pro ktery plati | XZ| = |AC],
|YZ| = |BC| a ktery mé pravy tuhel u vrcholu Z. Podle Pythagorovy véty plati

IXZ)?+|YZ)? = |XY]?
Protoze | X Z| = |AC|, |Y Z| = |BC| a protoze plati |AB|* = |[AC|? + |BC|?, plati i rovnost
ABP = [XY?
Specidlné tedy plati rovnosti |XZ| = |AC|, |YZ| = |BC| a |AB| = |XY|. Dva trojuhelniky, které maji
shodné velikosti odpovidajicich stran, jsou shodné (tomu se nékdy ¥ikd Véta (SSS)). Protoze trojihelnik

AXY Z je pravouhly, je pravouhly i trojuhelnik AABC. Pravy thel v trojuhelniku AABC je u vrcholu C,
protoze pravy tuhel v trojuhelniku AXY Z je u vrcholu Z.

2 « . C PP 2
2.3.2 Problém Naleznéte parametrickou a obecnou rovnici pfimky 7 v R2, ktera je uréena body a = (1)
1
ab= (2>

% Reseni problému 2.3.2 Parametricka rovnice ptimky 7 je (napfiklad)

1) ()

kde t € R. Obecna rovnice piimky 7 je (napiiklad)

r+y=3

% Navod k FeSeni problému 2.3.2 Postupujte jako pfi feSeni Problému 2.1.1.
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2.3.3 Problém Zapiste dvé piimky v R?, které nemaji spoleény bod.

% ReSeni problému 2.3.3 Jedna se napiiklad o piimky z +y=0a x4y = 1.
% Navod k feSeni problému 2.3.3 Potfebujete najit (néjakou jednoduchou) soustavu rovnic tvaru

ar+by=c a Ax+ By=C

kterd memd feseni.

2.3.4 Problém Af a, b, c jsou po dvou riizné body v R3. Naleznéte podminky, které fikaji, ze body a,
b, c uréuji jednoznaéné rovinu v R3.®

¢Elegantni feSeni této tlohy naleznete v Problému 9.4.4.

% Reseni problému 2.3.4 Body a, b, ¢ ur¢uji jednoznaéné rovinu v R? pravé tehdy, kdyz rovnost
c=t-a+(1-t)-b

pro t € R nema4 feseni.

% Navod k FeSeni problému 2.3.4 Body a, b, ¢ nesmi leZet na spoleéné p¥imce v R3. Postupujte podobné
jako v Problému 2.1.4.

2.3.5 Problém Urcete véechny mozné geometrické tvary priiseciku tii (ne nutné riiznych) rovin v R3.
Ke kazdé situaci uvedte ptiklad.

% ReSeni problému 2.3.5 Tii roviny v R? mohou mit priiseéik ve tvaru nékteré z nasledujicich mnozin:

(1) Prézdnd mnozina. Naptiklad roviny z +y+2=0,z+y+z=1laz+y+ 2z = 2.

(2) Jeden bod. Napiiklad roviny x +0y+0z=1,0c+y+0z=2a0x+ 0y + 2z = 3.

(3) Jedna ptimka. Napiiklad roviny  + 0y + 02 =0,0x + 0y +z=0axz+ 0y + 2 =0.
(4) Rovina. Napiiklad roviny ¢ +y + 2 =2, 20 4+ 2y + 2z =4 a 3z + 3y + 3z = 6.

% Navod k feSeni problému 2.3.5 Nakreslete si obrazky.
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Téma 3

Vypocty v télesech a linearnich
prostorech

Tyden v semestru:

BOBO1LAG(A)
ASBO1LAG

B6BO01LAG 1 2 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14

Co se procvicuje: vypocty v abstraktnim télese a v abstraktnim linearnim prostoru, linearni zavislost a
nezavislost mnoziny vektord, linearni obal mnoziny vektorti.

3.1 Vypocty v télese a vypocty v linearnim prostoru

3.1.1 Problém

(1) At {a;; |¢=1,...,7 j=1,...,s} je mnozina prvka télesa F. Rozhodnéte, zda plati rovnost
T S S T
> (Yo ) =3 (3
i=1 \j=1 j=1 \i=1

Dejte obéma strandm této rovnosti ,,geometrickou” interpretaci.

(2) At {v;; |i=1,...,r j=1,...,s} je mnozina vektort v linedrnim prostoru L F. Rozhodnéte, zda
plati rovnost

T

5 (%) -5 (£0)

i=1 \j=1 j=1 \i=1

% Reseni problému 3.1.1

(1) Zadan4 rovnost plati. ReSenim problému je spravné vedeny diikaz platnosti této rovnosti.
(2) Zadana rovnost plati. Reenim problému je spravné vedeny dfikaz platnosti této rovnosti.

% Komentar k problému 3.1.1
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(1) Za¢neme geometrickou predstavou: zadana ¢isla lze zapsat do obdélnikové tabulky

a1
a21
azi

Qr—1,1
Qr1

a12
@22
a32

Ar—-1,2
Q2

@13
az3
a33

Ar—1,3

Sectenim prvku v jednotlivych fadcich dostaneme

a1

a21

azi

Qr—1,1

Qr1

a12

a22

az2

Ar—1,2

Qr2

a13

a23

as33

Ar—1,3

a14

24

a34

Ar—1,4

Qrg

a14 a1,5—2

24 a2 s—2

a34 az s—2

Qr—-1,4 Ar—1,5—2

Qrg Qp s—2
a1,5s—2 a1,s—1
a2,s—2 a.s—1
a3,.s—2 as3.s—1
Qr—1,5—2 Qr—1s
Ay s—2 Ap s—1

)

r

S

a1,s—1
a2 s—1
as3.s—1
Ar—1,5—1
Qpr s—1
a1s
a2s
a3s
-1 Qr—1,s
Qrs

a sectenim téchto sou¢tt dostaneme pravou cast E E arj | rovnosti

a1s
azs
a3s

Ar—1,s
Qs

S

PILY

j=1
S

Dz

Jj=1
s

POL

Jj=1

S

E ar—1,j
j=1

S

E Qg

j=1

i=1 \j=1
S
a1 a12 a13 a14 a1,5—2 a1 s—1 A1s g a1j
Jj=1
S
a21 a22 a23 a24 a2 s—2 a2 s—1 a2s E a2;
Jj=1
S
a3 a3z ass a34 asz s—2 a3 s—1 a3zs E as;
Jj=1
S
Ar-1,1 Qr-12 Qar-13 GQr_14 Ar—1,5—2 Qr—1,5—1 Qr—1.s E Qr—1,5
Jj=1
S
(78] Ar2 Qr3 Arq A s—2 Ar s—1 Qrs E Qrj
Jj=1
T S
> (2
i=1 \j=1
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Sectenim prvki v jednotlivych sloupcich dostaneme

ai1 a12 a3 a14 cee G152 a1,s—1 a1s
a21 a22 a23 24 cee G252 a2 s—1 a2s
az1 a32 as3 a34 cee G352 ag s—1 a3s
Ar—1,1 Ar—1,2 Gr—1,3 Ar—1.4 cee OQp—1,5-2 Ar—1,5—1

Ayl Ar2 Ar3 A4 cee Qps—2 Ay s—1 Ay s

T T T T T T T

§ a1 § a2 § a3 § (27 S § Aj,5—2 § Qi s—1 § Qs
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

S r
a seCtenim téchto souc¢tu dostaneme levou ¢ast E E ar; | rovnosti
j=1 \i=1

a11 a12 a13 14 cee Q1,52 a1,s—1 a1s
a21 a22 a23 a24 cee G252 a2 s—1 a2s
az1 a32 a33 a34 cee Q352 a3 s—1 a3s
Qr—1,1 Qr—1,2 ar-1,3 Qr—1,4 cee Qp—1,56—2 Qr—1,5—1
Qr1 Qr2 ar3 A4 cee Qps—2 Qpr s—1 Ars
r T T r T T T s r
§ a1 § ;2 § a3 § (27 S § Aj,5—2 E Qj,s—1 § Qs § Qs
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 7=1 \i=1

Dulezité: vysSe uvedeny dikaz vyuzival pouze nasledujicich vlastnosti operace sc¢itani v télese F:
sCitani je komutativni, asociativni a mé neutralni prvek 0.

(2) Séitani vektort v linedrnim prostoru je komutativni, asociativni a ma neutralni prvek ¢. Dikaz se tedy
provede analogicky ¢asti (1).

3.1.2 Problém Vyfeste nasledujici linearni rovnice:

% ReSeni problému 3.1.2
(1) ReSenim 3z =4 v R je z = 4/3. Jde o jediné Fedeni.
(2) Resenim 7z =4 v Z;; je x = 10. Jde o jediné fesend.
(3) Resenim (3 —4i)z = (3 —i) vCjex = g + %z Jde o jediné feSeni.
(4) Resenim 2z =0 v Zg jsou 1 = 0 a x5 = 3.

% Komentar k problému 3.1.2

(1) Protoze R je téleso a protoze 3 # 0, existuje 3~1. Rovnost 3x = 4 v R je ekvivalentni rovnosti z = 371-4.
Protoze 371 = 1/3, je x = 4/3. Jde o jediné feseni.
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(2) Protoze 11 je prvoéislo, je Z;; téleso. Protoze 7 # 0 v Z11, existuje 7~*. Nalezneme tuto inversi hrubou
silou:*
7.1=7, 7-2=3, 7-3=10, 7-4=6, 7-5=2,
7.6=9, 7-7=5 T7-8=1, 7-9=8 7-10=4
To znamena, 7e 7' =8 v Z;;.
Rovnost 7z = 4 v Z1; je ekvivalentni rovnosti x = 771 -4 v Z;;. To znamena, ze ¢ = 8- 4 = 10 v Z1;.
(3) Protoze C je téleso a protoze (3 — 4i) # 0, existuje (3 — 4i)~!. Rovnost (3 — 4i)z = (3 —i) v C je
ekvivalentni rovnosti z = (3 — 4i)~! - (3 —4) v C. Komplexn{ é&fslo (3 — 4i)~! nalezneme standardnim
trikem (viz Problém 1.1.5)
1 1 3+4i  3+4i 3 4

_4'71: — . = =
(3 —4) 34 3-4 3+4i 25 25 95

To znamena, ze plati

N . 3 4 . _ 13 9.
x = (3—4i) 1~(3—z)=(25—1-252)-(3—1)—254-251

(4) Protoze 6 neni prvoéislo, Zg neni téleso. Musime tedy nalézt FeSeni hrubou silou:
2-0=0, 2:1=1, 2-2=4, 2-3=0, 2:4=2, 2-5=4

To znamena, Ze existuji presné dvé fesSeni rovnice 2z =0 v Zg: x1 =0 a x5 = 3.

3.1.3 Problém Af a je prvek télesa F. Dokazte, Ze néasledujici podminky jsou ekvivalentni:®
(1) At b je libovolny prvek F. Potom rovnice ax = b mé jediné feSeni.
(2) Rovnice ax =1 m4 jediné FeSeni.

(3) Existuje a™!.

“Porovnejte znéni tohoto problému se znénim Problému 1.3.6.

% Reseni problému 3.1.3 ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, ze podminky (1)—(3) jsou na-
vzajem ekvivalentni.
¥ Komentafi k problému 3.1.3 Z (1) plyne (2). Zvolme b = 1. Podle (1) m4 rovnice ax = 1 jediné feSeni.

Ze (2) plyne (3). Definujme a~ jako jediné feSeni rovnice ax = 1. Potom plati a-a~! = 1. Protoze nasobeni
v télese je komutativni, platii a=! - @ = 1. To znamen4, Ze inverse k a existuje.

Ze (3) plyne (1). Protoze plati a - (a=! - b) = b, m4 rovnice ax = b feSeni a~! - b. Checeme ukdzat, Ze to je
jediné YeSeni. Piedpoklidejme tedy, Ze existuje v tak, Ze av = b. Chceme ukézat, Ze v = a~! - b. Rovnost
av = b je ale ekvivalentni rovnosti v = a~! - b. Tim je diikaz hotov.

3.1.4 Problém At F je t&leso. UkaZte, ze pro jakykoli prvek r z F plati rovnost® r- 0 = 0.

¢Jde o zobecnéni Problému 1.1.1. Zobecnéni tohoto problému dokazete v Problému 3.4.3.

% ReSeni problému 3.1.4 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz zadaného tvrzeni.

% Komentar k problému 3.1.4 Dtikaz je zcela analogicky diikazu Problému 1.1.1: protoZe v télese je neut-
ralni prvek vzhledem ke s¢itani jednozna¢né uréen (viz Problém 1.3.1), sta¢i ukazat, Ze pro vSechna z v F
plati rovnost x +0 -7 = z.

Nejprve si v§imnéme toho, ze plati 0-r 4+ 0-7=(0+0) - r = 0 - r. Proto plati
z=z+0-r-0-r=24+0-r+0-r-0-r=x4+0-r

a to jsme chtéli dokéazat.

IExistuji algoritmy, které hledaji inverse nenulovych prvki v télesech tvaru Z,, kde p je prvoéislo. Tyto algoritmy jsou mimo
rozsah prednasky z linearni algebry. Naznakem takového algoritmu je metoda hledani inverse k ¢islu 12 v Z17 z Problému 1.1.9.
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3.1.5 Problém Af F je t&leso. UkaZte, ze pro prvky r, s z F jsou néasledujici podminky ekvivalentni:*
(1) Platir-s=0.
(2) Plati r = 0 nebo s = 0.

%Jde o zobecnéni Problému 1.1.2. Zobecnéni tohoto problému dokazete v Problému 3.4.4.

% Reseni problému 3.1.5 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, 7e z (1) plyne (2) a toho, Ze ze
(2) plyne (1).

% Komentaf k problému 3.1.5 Z (1) plyne (2). Pfedpokladejme, ze plati rovnost r - s = 0. MiZe nastat
pouze jedna z nésledujicich moznosti:

(i) » = 0. V tomto piipadé je diikaz hotov.

(ii) 7 # 0. Protoze F je téleso, existuje r—1. Z rovnosti r - s = 0 plyne rovnost r=% - (r-s) = r=1.0.
Podle Problému 3.1.4 plati 7—! -0 = 0 a podle asociativity nisobeni, vlastnosti inverse a neutrality 1
vzhledem k nésobeni plati r=! - (r-s) = (r~'.r)-s=1-s=s. Rovnost 71 (r-s) =r~1.0 lze tedy
prepsat na rovnost s = 0. Diikaz je hotov.

Ze (2) plyne (1). Pfedpokladejme, Ze r = 0. Potom rovnost 0-s = 0 plati podle Problému 3.1.4. V ptipadé,
kdy s = 0, postupujeme analogicky.

3.2 Linearni zavislost a linearni nezavislost

3.2.1 Problém V linedrnim prostoru R nad Q naleznéte dva linedrné nezéavislé vektory.”

%To znamena, ze dimense R nad Q je alespon 2. Ve skuteénosti linearni prostor R nad Q nemd koneénou dimensi. To je
velmi netrivialni fakt, viz naptiklad AKLA, Pfiklad 3.6.5.

% ReSeni problému 3.2.1 ReSenim tohoto problému jsou dva vektory @, @ v R a spravné vedeny diikaz toho,
ze tyto dva vektory v, W jsou v prostoru R nad Q linearné nezavislé.
% Komentar k problému 3.2.1 Linedrni kombinace v linedrnim prostoru R nad Q maji tvar

k
E a; fz
=1

kde a; jsou raciondlni &isla (tj. skalary) a Z; jsou redind &isla (tj. vektory).

—

Hleddme tedy realna ¢isla ¥ a w s nasledujici vlastnosti: jestlize a a b jsou raciondlni ¢isla takové, Ze
a-U+b-w =0, potoma=>b=0.

Takovymi ¢isly jsou naptiklad v = 1 aw = \ﬁ Opravdu: at a a b jsou racionalni ¢isla takova, ze a-1+b- \[ =
0. Potom plati b - 4/2 = —a. MizZe nastat pouze jedna z nasledujicich moznosti:
(1) b= 0.V tomto pfipadé plati diky rovnosti b - \/ = —a irovnost a = 0. Dikaz je hotov.

(2) b+# 0. Z rovnosti b- /2 = —a plyne, Ze \ﬁ = f%. To znamena, ze \/5 je raciondlni ¢islo. A to je

spor. Moznost b # 0 tedy nemutze nastat.

Ukézali jsme, Ze vektory v =1 a w = \/5 jsou linearné nezavislé v linearnim prostoru R nad Q.

3.2.2 Problém Rozhodnéte o pravdivosti nasledujiciho tvrzeni: At L je linedrni prostor nad F. Pro vektor
Z jsou ndasledujici podminky ekvivalentni:

(1) Mnozina {U} je linedrné nezdvisld.

(2) Vektor U je nenulovy.
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% Reseni problému 3.2.2 Tvrzeni plati. Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze z (1) plyne (2)
a toho, ze ze (2) plyne (1).

% Komentaf k problému 3.2.2 Ukazeme, Ze z (1) plyne (2). Pfedpokladejme, Ze mnozina {¢} je linedrné
nezévisla. Chceme ukézat, ze vektor ¥ je nenulovy. Kdyby platilo ¥ = 0, potom by {0} byla linedrné zavisla
mnozina, a to je spor.

Ukazeme, Ze ze (2) plyne (1). Predpokladdejme, Ze vektor ¢ je nenulovy. UkdZeme, Ze mnozina {7} je
linedrné nezavisla. At tedy a je skalar z F, pro ktery plati a - ¥ = . ProtoZze ¥ # 0, musi platit a = 0 (viz
pfednasku 1B). Ukdzali jsme, Ze mnozina {v} je linedrné nezavisla.

3.2.3 Problém Af ¥ je nenulovy vektor v linedrnim prostoru L nad F. Ukazte, Ze, jestlize pro vektor &
z L plati & ¢ span(?), potom je mnozina {¥,w} linedrné nezavisld. Dejte tomuto tvrzeni geometrickou
interpretaci v pfipadé, kdy L = R? nad R.

% Reseni problému 3.2.3 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz daného tvrzeni. Geometricka inter-
pretace v R® nad R: podminka @ ¢ span(¥) tiké, ze vektor w nelezi na pifmce span(%). Tvrzeni iika, ze
potom jsou ¥ a W linedrné nezévislé vektory v R? nad R.

¥ Komentafi k problému 3.2.3 Af & je vektor z L, pro ktery plati & ¢ span(¥). Pfedpokladejme, Ze pro
skalary a, b z F plati a - ¥+ b - @ = 0. Chceme dokazat, ze a = b = 0.

Miize nastat pouze jedna z nésledujicich moznosti:
(1) b = 0. Potom z rovnosti a - ¥ + b - @ = & plyne rovnost a - ¥ = d. Protoze ¥ je nenulovy vektor, musi
platit @ = 0. Dikaz je hotov.
(2) b # 0. Potom z rovnosti a - ¥ + b - @ = & plyne rovnost @ = —b~! - a - 7. To znamen4, Ze 1 € span(7),
a to je spor. Moznost b # 0 tedy nastat nemtze.

Ukazali jsme, ze ze a = b = 0. To znamena, ze ¥ a W jsou linedrné nezavislé vektory.
Geometrick4 interpretace tvrzeni v R® nad R je nasledujici:

(1) Nenulovy vektor # uréuje v R® nad R pifmku p = span(%). Tato pfimka p prochéazi pocatkem a ma
smér v.
(2) Predpoklad @ ¢ span(?) fik4, Ze vektor & nelezi na p¥imce p.

(3) Tvrzeni ¥iké, Ze pokud 1 nelezi na piimce p, pak jsou ¥ a w linedrné nezévislé vektory v R® nad R.

3.3 Linearni obal a linearni podprostor

3.3.1 Problém Rozhodnéte, zda pro libovolné podmnoziny N a M linearniho prostoru L plati rovnosti
(1) span(M N N) = span(M) Nspan(N).
(2) span(M U N) = span(M) Uspan(N).

Pokud rovnosti obecné neplati, plati v nich obecné alespon nékteré inkluse?

% Reseni problému 3.3.1

o

(1) Tvrzeni neplati. Protipiiklad je L = R? nad R, M = {((1)) N = {(2>}

(2) Tvrzeni neplati. Protipiiklad je L = R? nad R, M = {(é) }, N = {(?) }.
Obecné plati nasledujici inkluse: span(M N N) C span(M) Nspan(NN) a span(M)Uspan(N) C span(M UN).

Resenim jsou spravné vedené diikazy platnosti téchto inklusi.
% Komentar k problému 3.3.1
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(1) Pro L = R nad R, M:{(l)} aN:{<2)} plati

(a) span(M) je “osa x” a span(N) je také “osa x”, viz obrazek

span(M) span(V)

(b) Proto span(M) Nspan(N) je opét “osa z”

span(M) Nspan(V)

Protoze M NN =0, je span(M N N) = {(8)}
Nasli jsme protiptiklad. To znamen4, Ze rovnost span(M N N) = span(M) Nspan(N) obecné neplati.

(2) Pro L = R? nad R, M:{<(1))} aN:{<(1)>} plati

(a) span(M) je “osa x”, span(N) je “osa y”, viz obrazek

span(!
span(M)

(b) Proto span(M) Uspan(N) je “osovy kiiz”

span(M) U span(V)

ale span(M U N) = R?.
Nasli jsme protipfiklad. To znamena, %e rovnost span(M U N) = span(M) U span(N) obecné neplati.

Protoze obecné plati inkluse
MNNCM, MNNCN, MCMUN, NCMUN
pak podle uzavérovych vlastnosti linearniho obalu plati i inkluse
span(MNN) Cspan(M), span(MNN) Cspan(N), span(M) C span(MUN), span(N) C span(MUN)
Podle vlastnosti priniku a sjednoceni mnozin tedy plati inkluse

span(M N N) Cspan(M) Nspan(N) a span(M)Uspan(N) C span(M U N)
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3.3.2 Problém Af V a W jsou linearni podprostory linedrniho prostoru L. DokaZte, Ze plati rovnost
VNW =span(VNW).

% Reseni problému 3.3.2 Resenim je spravné vedeny diikaz toho, e plati rovnost V N W = span(V N W).
% Komentar k problému 3.3.2 Podle Pfednasky 2A plati, ze V N W je linedrni podprostor prostoru L.
Proto (opét podle Pfednasky 2A) plati VN W = span(VNW).

3.4 Problémy s navodem k reseni

3.4.1 Problém Ukazte, ze kvadraticka rovnice 322 = 0 ma v Z;5 piesné Sest riiznych feseni.

% Reseni problému 3.4.1 Rovnost 322 = 0 plati pro « € {0,2,4,6,8,10} v Z;.
% Navod k feSeni problému 3.4.1 Postupujte hrubou silou, tj. spoététe v Z;5 hodnoty 3-02, 3-12, 3- 22,
.30 112

3.4.2 Problém (Binomicka véta v obecném télese) At F je téleso. Dokazte matematickou indukei:
pro libovolné prvky a, b z F a pro libovolné ptirozené ¢islo n plati rovnost®

(a+b)" = znj (Z) a"

kde

%Jedna se o zobecnéni Problému 1.1.10.

% Reseni problému 3.4.2 ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze pro libovolné prvky a, b a F
a pro libovolné prirozené ¢islo n plati rovnost

(a+0b)" = zn: (Z) a"FpP

k=0
% Navod k reseni problému 3.4.2 Postupujte stejné, jako pii dikazu Problému 1.1.10.

3.4.3 Problém Af L je linedrni prostor nad télesem F. Dokazte, Ze pro libovolny vektor ¥ z L plati
0-7=0.

% Reseni problému 3.4.3 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, 7e z (1) plyne (2) a toho, Ze ze
(2) plyne (1).

% Navod k FeSeni problému 3.4.3 Postupujte analogicky feSeni Problému 3.1.4. Uvédomte si, Ze pocitate
s vektory a se skalary; vyuzivejte tedy vlastnosti nasobeni skalarem v linedrnim prostoru.

3.4.4 Problém Af L je line4drni prostor nad télesem F. DokaZte, Ze pro libovolny vektor ¥ z L a libovolny
skalar a z F jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) Platia- v = 0.

(2) Plati a = 0 nebo ¥ = 0.

% Reseni problému 3.4.4 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, 7e z (1) plyne (2) a toho, Ze ze
(2) plyne (1).

% Navod k FeSeni problému 3.4.4 Postupujte analogicky feSeni Problému 3.1.5. Uvédomte si, Ze pocitate
s vektory a se skalary; vyuzivejte tedy vlastnosti nasobeni skalarem v linedrnim prostoru.
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3.4.5 Problém Af ¥; a v5 jsou linedrné nezavislé vektory v linedrnim prostoru L nad F. UkaZte, Ze
jestlize pro vektor « z L plati @ ¢ span(vy, ), potom je mnozina {¥;, U2, W} linedrné nezavisla.

% ReSeni problému 3.4.5 ReSenim problému je spravné vedeny dikaz daného tvrzeni.
% Navod k FeSeni problému 3.4.5 Inspirujte se feSenim Problému 3.2.3.

3.4.6 Problém Af V a W jsou linearni podprostory linearniho prostoru L nad F. At plati, ze VU W je
linearni podprostor linearniho prostoru L. Ukazte, ze potom plati V C W nebo W C V.

% ResSeni problému 3.4.6 Resenim problému je spravné vedeny diikaz daného tvrzeni.
% Navod k FeSeni problému 3.4.6 Postupujte sporem: at VUW je linedrni podprostor linedrniho prostoru
Laatneplatiani VC W ani W C V.

ProtoZe neplati ani V.C W ani W C V, zvolte ¥ € V\ W a @ € W\ V. Potom ¥+ @ € V U W, protoze
V UW je linearni podprostor.

Nastane jedna ze dvou moznosti:

(1) ¥+ @ € V. Potom rovnost @ = (¥ + &) — ¢ ukazuje, ze @ € V. To je spor.

+
(2) ¥+ @ € W. Potom rovnost ¥ = (¥ 4 W) — & ukazuje, ze ¥ € W. To je spor.
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Téma 4

Baze a dimense linearniho prostoru

Tyden v semestru:

i 2 3 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14
A8BO1LAG
B6BO01LAG 1 2 3 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14

Co se procvicuje: mnozina generatori linearniho prostoru, baze a dimense linearniho prostoru.

4.1 Konec¢né generované linearni prostory

4.1.1 Problém Af V a W jsou koneéné generované linedrni podprostory linearniho prostoru L. Ukazte,
ze V.V W je konecné generovany linedrni podprostor prostoru L.

% Reseni problému 4.1.1 ReSenim problému je spravné vedeny dikaz toho, ze V' VW je koneéné generovany
linearni podprostor prostoru L.
% Komentar k problému 4.1.1 Oznac¢me jako Gy a Gy koneéné mnoziny takové, ze plati

V = span(Gy) a W = span(Gw)
Ukazeme, Ze plati rovnost
V VW =span(Gy UGw)
Protoze Gy U Gy je kone¢nd mnozina, bude tim dikaz hotov.

Rovnost dvou mnozin dokazeme jako platnost dvou inklusi:

(1) Inkluse span(Gy UGw) CV V.
Plati Gy C V a Gy C W. Proto plati Gy UGy C V U W. Podle vlastnosti linearniho obalu (viz
prednasku 2A) plati span(Gy U Gy) C span(V U W). Podle definice spojeni (viz pfednasku 2A) je
VVW =span(VUW).
Ukézali jsme, Ze plati span(Gy UGw ) CV VvV W.

(2) Inkluse V'V W Cspan(Gy UGw).
Protoze Gy C Gy UGw a Gw C Gy UGw, plati V C span(Gy UGw ) a W C span(Gy UGw). Proto
plati V. UW C span(Gy U Gw ). To znamend, Ze plati span(V U W) C span(Gy U Gy ).
Ukézali jsme, ze plati V VW C span(Gy U Gw).
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58 Téma 4. Baze a dimense linearniho prostoru

4.1.2 Problém Af V a W jsou linedrni podprostory linedrniho prostoru L, kde W C V. Rozhodnéte,
zda plati:

Jestlize W je konec¢né generovany, potom V je konecné generovany.

% Reseni problému 4.1.2 Tvrzeni neplati. Protiptikladem je L = V = R[z] a W = {0}; W je konecné
generovany, ale V kone¢né generovany neni.’

% Komentar k problému 4.1.2 Tvrzeni neplati, protoze jsme schopni zkonstruovat protipfiklad. Napiiklad
linedrni prostor R[z| nad R neni koneéné generovany, ale {0} = span(() je jeho koneéné generovany linearni
podprostor. To znamend: nas protiptiklad je L =V = R[z] a W = {0}.

4.2 Baze a dimense

4.2.1 Problém O nésledujicich seznamech rozhodnéte, zda jsou uspofddanymi bézemi linedrniho pro-
storu R? nad R. Smite vyuzit faktu, ze dim(R3) = 3.

1 1 1
(1) Sezmam By =([2]|,{0],(3]).

3 0 2

1 148
(2) Seznam B, = ([0 |, 3 ])

0 2

1 1 4
(3) Seznam B3 =(|4]|,{0],]8])

6

% Reseni problému 4.2.1

(1) Seznam B; je uspofadanou bazi prostoru R® nad R.
(2) Seznam By neni uspotadanou bézi prostoru R* nad R.

(3) Seznam Bs neni uspotadanou bazi prostoru R® nad R.
% Komentar k problému 4.2.1

1 1 1
(1) Ukézeme, ze vektory [ 2] , | 0] , | 3| jsou linedrné nezévislé. To lze udélat mnoha zpisoby.
3 0 2
Ukéazeme dva takové zptisoby.
1 1
(a) Predvadime ,nejelegantnéjsi“ zpusob. Vektory [ 2| , | 0] jsou zjevné linedrné nezévislé. A pro
3 0
1
vektor | 3 | plati
2
1 1
Zspan({2],]10])
3 0
1
protoze kazdy vektor ze span( 2 , | 0 | musi mit na druhé a tfeti poloZce realna cisla tvaru 2a
0

a 3a pro né€jaké realné ¢islo a. Rovnostl 3 = 2a a 2 = 3a vSak nemaji spole¢né reseni.

1Lineéarni prostor R[z] neni koneéné generovany podle Prednasky 3A.
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Podle pfednésky (viz pfednasku 2B) je mnoZina

1 1 1
{z2f.10).(3|}
3 0 2
linedrné nezavisla. Protoze dim(R?) = 3, je By uspotadanou bazi prostoru R® nad R.

(b) Pfedvadime ,standardni* zpusob, tj. diikaz z definice. Pfedpokladejme tedy, Ze pro redlna cisla
a, b, ¢ plati rovnost

1 1 1 0
a- 2] +b-|10)4+¢c-|3] =10
3 0 2 0

Pokud ukazeme, ze a = b = ¢ = 0, jsou zadané vektory linedrné nezavislé.
Vyse uvedena rovnost je ekvivalentni nasledujici soustaveé rovnic

a + b + ¢ =0
2a 4+ 3¢ = 0
3a + 2¢c = 0

Posledni dvé rovnice maji pouze trividlni feseni a = ¢ = 0. Diky prvni rovnici pak platii b = 0.
Proto je B; uspofddanou bazi prostoru R3 nad R.

(2) Seznam By obsahuje dva vektory. Protoze dim(R?®) = 3, musi kazd4 (uspofddand) baze R® obsahovat
presné tii vektory. TudiZz B, neni uspoifddanou béazi prostoru R nad R.

(3) Pfedpokladejme, Ze pro realnd ¢isla a, b, ¢ plati rovnost

1 1 4 0
a-|4|+b-10]+c-|8]=|0
3 0 6 0

Pokud ukazeme, ze a = b = ¢ = 0, jsou zadané vektory linedrné nezavislé.

Vyse uvedena rovnost je ekvivalentni nasledujici soustavé rovnic

a + b 4+ 4c = 0
4a + 8 = 0
3a 4+ 6c = 0
Posledni dvé rovnice ale maji netrividlng feSeni: napiiklad a = 2, ¢ = —1. Pro toto netrividlni feSeni

plati (z prvni rovnice) b = 2.
Ukéazali jsme, Ze zadané vektory jsou linedrné zavislé. Proto Bz neni uspofddanou bazi prostoru R3
nad R.

4.2.2 Problém Af (1;1, ba, ... , En) je usporadand baze linearniho prostoru L nad F. Rozhodnéte, pro ktera
n > 2 je seznam

-

B:(51+52;52+g37---75n—1+Envgn+b1)

opét bazi prostoru L.

% ReSeni problému 4.2.2

(1) Pro sudé n, kde n > 2, seznam B neni uspoifadanou bézi prostoru L.

(2) Pro liché n, kde n > 2, je seznam B uspofadanou bézi prostoru L.

% Komentar k problému 4.2.2 Seznam B obsahuje pfesné n vektort. To znamen4, Ze B je baze linedrniho
prostoru L pravé tehdy, kdyz vektory z B jsou linearné nezavislé. Zvolme tedy skalary a4, ..., a, tak, ze
plati L L . . L

ay '(b1+b2)+a2‘(b2+b3)+...+an,1 (bn,1+bn)+an(bn+b1) :6
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60 Téma 4. Baze a dimense linearniho prostoru

-

Chceme vyuzit fakt, ze (b1, ba, . .., b, ) je usporddana baze. To znamena, Ze pfepiSeme vyse uvedenou linearni
kombinaci jako kombinaci vektort by, ba,. .., by:

(a1+an)-51+(a1+a2)-52+(a2+a3)-I_)'g,—i—...—i—(an,l—l—an)-l_)'n =0
Musi tedy platit rovnosti
a1 +a, =0 a1 +ay =0 as +az =0 Ap—1 + an =0
Vypocet rozdélime na dvé Casti:
(1) Cislo n je sudé. Definujme ay = (—1)* pro k = 1,..., n. Tato ¢isla splituji rovnosti
a1+ a, =0 a;+ays =0 as+ a3 =0 ap_1+a, =0

To znamena, Ze pro sudé n seznam B neni usporadanou bazi prostoru L.

(2) Cislo n je liché. Sudy pocet rovnosti

a1 +as =0 as +az =0 Ap—1 + ap =0
je splnén pravé tehdy, kdyz a; = a; pro vSechna lichd i a as = a; pro vSechna suda i. Rovnost
a1 + an, = 0 je tedy splnéna pravé tehdy, kdyz a; = a, = 0. To znamena, ze a; = 0 pro vsechna

i=1,...,n.
To zriame’né, ze pro liché n seznam B je usporadanou bazi prostoru L.
Dulezité: U problémi tohoto typu byva vhodné si uvédomit, co se odehrava pro ,malé“ hodnoty n.
en=2:B= (51 + 52, 52 + 51) To je linedrné zavisly seznam (obsahuje totiz dva stejné vektory). Plati:
—(51 + 52) + (52 + 51) =0
en=3 B= (51 + 52, by + 53, 53 + 51) To je linedrné nezavisly seznam: jestlize
ay- (by+by) +az - (by+bs) +as - (bs+b1) =6

neboli . . .
(a1 4+ a3) -b1 + (a1 +az) - b2 + (a2 + a3) -b3 =0

potom
a1 +az3 =0 a1 +as =0 as +az =0

Z poslednich dvou rovnic plyne, ze a; = ag. Z prvni rovnice plyne a; = a3 = 0. To znamen4, ze as = 0
(diky posledni rovnici).

en=4:B= (51 + by, by + bs, by + by, by + 51) To je linedrné zavisly seznam:
—(by + ba) + (ba + b3) — (b3 + ba) + (by + by) = &
en=>5DB= (51 + 52, by + 53, bs + 54, by + 55, bs + 51) To je linedrné nezavisly seznam: jestlize
ay - (by +b2) +az - (b + b3) +ag - (b3 +ba) +ag - (b +b5) + a5 - (bs +b1) =&

neboli

—

(a1+a5)-b1+(a1+a2)~52+(a2+a3)~53+(a3+a4)'54+(a4+a5)~55:

QL

potom
ai+as =0 a1 +as =0 as+az =0 as+ag =0 ag+as =0

Z poslednich ¢ty rovnic plyne, Zze a1 = a3 = a5 a as = a4. Z prvni rovnice plyne a; = a5 = 0. To
znamena, ze as = a4 = 0.

Nyni by mélo vzniknout podezteni, Ze B neni baze pro suda n a ze B je baze pro licha n. Toto podezieni
ovSem nend dikaz!
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4.2.3 Problém At B = (51, cee En) je usporddané béze linedrniho prostoru L nad F. Definujte zobrazeni
fi:L —F f: L —F f,:L—F

takto:

n

fl(legl)le fQ(ZZCZZ_);):{,EQ fn(zngz)zxn
i=1 1=1

i=1
(1) Ukazte, ze zobrazeni fy, fa, ..., f, jsou linedrni.

(2) Ukazte, ze mnozina {f1,fs, ..., f,} tvori bazi linedrniho prostoru Lin(L, F) vSech linedrnich zobrazeni
z prostoru L do F.

% ReSeni problému 4.2.3

(1) Re$enim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze zobrazeni fi, fo, ..., f, jsou linearni.

(2) ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze mnozina {fi,f,...,f,} tvoii bazi linedrniho
prostoru Lin(L, F) vSech linearnich zobrazeni z prostoru L do F.

% Komentaf k problému 4.2.3 Budeme vyuzivat toho, ze kazdy vektor z L se d4 zapsat (dokonce jedno-

n
znaéné) ve tvaru E x; - b, pro skalary 1, ..., z,.
i=1
(1) Ukézeme, Ze zobrazeni f; je linedrni. Linearita zobrazeni f, ..., f,, se dokdze analogicky.

(a) Zobrazeni f; respektuje séitani, protoze plati rovnosti

n n n

fl(zxi ) Ei + ZCU; ) Ei) = fl(Z(xi + i) - _ai) =x1+a) = fl(zxi : 51') +f1(z$§ ’ 5i)
=1 i=1

i=1 =1 i=1

—

n
pro vSechny vektory tvaru E x; - b; a x; - b;.
i=1 i=1

(b) Zobrazeni f; respektuje nasobeni skaldrem, protoze plati rovnosti

-

n

fl(alel_);) :fl(Z(axl)l_);) =a-x :afl(lel_);)

=1 1=

=

pro vSechny vektory tvaru Z x; - 5Z a pro vSechny skalary a.
i=1
(2) UkéZeme, ze mnozina {fi,f5,...,f,} generuje linedrni prostor Lin(L,F) a Ze mnozina {f;,f5,...,f,}
je linedrné nezavisla v linedrnim prostoru Lin(L, F).
(a) Mnozina {f},fs,...,f,} generuje linedrni prostor Lin(L, F).
Potfebujeme ukazat, ze plati span({fi,fs,...,f,}) = Lin(L,F). Inkluse span({f1,fs,....£,}) C
Lin(L, F) plati vzdy. Staci tedy ukdzat platnost inkluse Lin(L,F) C span({f1,fs,...,f,}).

Zvolme linearni zobrazeni f : L — F. Chceme ukdzat, ze f € span({fy,fs,...,f,}). Definujme
skalary aq, ..., a, nasledovné:
ar =f(b1)  ax=f(b) ...  an="1£(b)

Potom plati

fzzn:aj 'fj
j=1
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62 Téma 4. Baze a dimense linearniho prostoru

v Lin(L, F), protoZe rovnosti’
i=1 ;
= Z €T - Qg

Il I
N
ATNE

Q S

S &

h e
\_/\_/

—~ @
1= 0

B <

S T

n
plati pro kazdy vektor tvaru Z T; - l_);

i=1
(b) MnozZina {f1,fs,...,f,} je linedrné nezavisld v linedrnim prostoru Lin(L,F).
Predpokladejme, ze pro skalary aq, ..., a, plati rovnost
n
Z ; - fz =0
i=1
Chceme ukazat, ze a1 =0, a2 =0, ..., a, = 0.

Aplikujme obé strany vySe uvedené rovnosti na vektor 51. Dostaneme

(Z ; - fl> (51) = 0(51)
=1

neboli
> ai-£i(by) =0
i=1
~———
=a
Ukazali jsme, ze a; = 0. Rovnosti a; =0, ..., a, = 0 se dokazi analogicky.

4.2.4 Problém At V a W jsou linedrni podprostory linedrného prostoru R® nad R. At dim(V) =
dim(W) = 3. Co lze Fici o dim(V N W) a dim(V v W)?

% ReSeni problému 4.2.4 Mize nastat jedna ze tif moznosti:
(1) dim(VNnW)=1adim(VVvW)=5.
(2) dim(VNW)=2adim(VVvW)=4.
(3) dim(VNW)=3adim(VVvW)=3.

n n
2Duilezité: uvédomte si, ze plati Zmz by = Z Tj- Bj, atd. Je totiz jedno, jak se jmenuje index, pres ktery se scita.
i=1 j=1
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% Komentar k problému 4.2.4 PouZijeme vétu o dimensi spojeni a priniku (viz pfednasku 3A). To zna-
mena, ze musi platit rovnost

dim(V) + dim(W) = dim(V N W) + dim(V v W)

Protoze dim(V) = dim(W) = 3, musi platit rovnost dim(V N W) 4+ dim(V vV W) = 6. Dale, VNW a
V vV W jsou linedrni podprostory prostoru R®. Navic, V N W je linedrni podprostor linedrniho prostoru V

(i linedrniho prostoru W). Proto plati nerovnosti 0 < dim(VNW) <3 a 0 < dim(V vV W) < 5. Mize tedy
nastat jedna ze tIi moznosti:

(1) dm(VNW)=1adim(VVW)=5.
(2) dim(V A W) =2 adim(V VW) = 4.
(3) dim(V N W) =3 adim(V VW)= 3.3

4.3 Problémy s navodem k reseni

4.3.1 Problém Af L je line4drni prostor kone¢né dimense nad F. Af V a W jsou linedrni podprostory
prostoru L, pro které plati nerovnost

dim(V) + dim(W) > dim(L)

Ukazte, ze potom V a W maji alespoii jednu spoleénou pfimku (tj. spoleény podprostor dimense 1).°

2Promyslete si, co toto tvrzeni znamena naptiklad v prostoru R3 nad R. Srovnejte s Problémem 4.2.4.

% Reseni problému 4.3.1 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze z nerovnosti dim(V) +
dim(W) > dim(L) plyne, ze V' a W maji alespoii jednu spole¢nou pfimku.

% Navod k FeSeni problému 4.3.1 Rovnost dim(VVW)+dim(VNW) = dim(V)+dim(W) plati podle véty
o dimensi spojeni a priniku. To znamend, Ze musi platit nerovnost dim(V vV W) + dim(V N W) > dim(L).
Z této nerovnosti odvodte, ze dim(V N W) > 0. To znamend, ze V N W obsahuje alespoii jeden nenulovy
vektor . Linearni prostor span(#) je pak hledany linearni podprostor prostoru V N W dimense 1.

4.3.2 Problém Ozna¢me jako RN linearni prostor vsech realngch posloupnosti. Jde o linearni prostor
nad R s operacemi:

(an)3Z5 + (bn)nZo = (an +bn)n 25 a-(an)nZ = (a-an)yZ

Ukazte, ze prostor RN nema koneénou dimensi.

% ReSeni problému 4.3.2 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze RN neméa koneénou dimensi.

% Navod k FeSeni problému 4.3.2 Staci nalézt jednu nekonecnou linedrné nezéavislou mnozinu M v RN,
Takovou mnozinou je naptiklad mnozina

M = {(a{);25 | k € N}
kde k-t4 posloupnost (a%k))ii% je definovana néasledovné:

o — 1, pron=k
n 0, pron#k

Ukazte, ze M je linedrné nezévisla (tj., ukazte, ze kazdd koneénd podmnozina mnoziny M je linedrné
nezavisla, viz prednasku 2B).

3V tomto piipadé musi platit rovnost V = W. To lze ukézat naslednovné: V NW je linedrni podprostor prostortt V a W dimense
3. Z toho plyne, ze VNW =V aVnNnW=W.
4Pfipomeiite si Problém 3.2.2.
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64 Téma 4. Baze a dimense linearniho prostoru

4.3.3 Problém Af L je linearni prostor koneéné dimense nad F.

(1) At V a W jsou linedrni podprostory prostoru L, pro které plati V' C W. Dokazte, Zze nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(a) Plati rovnost dim(V') = dim(W).
(b) Plati rovnost V= W.
(2) AtV a W jsou linedrni podprostory prostoru L. DokaZte, Ze néasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(a) Plati rovnost dim(V vV W) = dim(W).
(b) Plati inkluse VC W.

(3) At @y, ..., ds a b jsou vektory v linedrnim prostoru L. Dokazte, Ze nasledujici podminky jsou
ekvivalentni: *

(a) be span(dy,...,ds).

(b) dim(span(ay,...,d,)) = dim(span(dy, . .., @s, b)).

%Instance tohoto tvrzeni v F" je zdkladem diikazu prvni ¢asti Frobeniovy véty pro feseni soustav linearnich rovnic, viz
Pfednasku 6A.

% Reseni problému 4.3.3

(1) Resenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze z (a) plyne (b) a toho, Ze z (b) plyne (a).

(2) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze z (a) plyne (b) a toho, Ze z (b) plyne (a).

(3) Resenim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze z (a) plyne (b) a toho, e z (b) plyne (a).
% Navod k reseni problému 4.3.3

(1) To, ze z (b) plyne (a) je trividlni: pokud V = W, potom dim(V) = dim(W).

Z (a) plyne (b). Predpokladejte, ze dim(V) = dim(W) a ze V # W. Protoze V' C W, znamen3 to,

Ze existuje W ve W, které neni ve V. Zvolte néjakou bazi {7y, ..., 0} prostoru V. To znamena, Ze
plati V = span({#y,...,0x}) a & ¢ span({¥1,...,0k}). Podle Pfednasky 2B to znamen4, Ze mnozina
{w} U{Vh,...,T,}) je linedrné nezavisla mnozina, kterd ma k + 1 prvkia. To znamend, ze dim(W) >

dim(V'), a to je spor.

(2) Z (a) plyne (b). Dtikaz zahajte rovnosti dim(V vV W) + dim(V N W) = dim(V) + dim(W) (to je véta
o dimensi spojeni a priniku). Z rovnosti dim(V vV W) = dim(W) tedy plyne dim(V N W) = dim(V).
Protoze obecné plati VNW C V| a protoze VNW a V jsou linedrni podprostory, musi diky rovnosti
dim(V NW) = dim(V) platit® rovnost VNW = V. Rovnost VNW =V ale piesné znamen, 7e plati
VCw.

Z (b) plyne (a). Af plati V. C W. Potom V UW = W. Podle definice V'V W tedy plati rovnost
V VW =V UW.5 Z toho plyne rovnost dim(V vV W) = dim(W).

(3) Oznacte V =span(b) a W = span(dy,...,ds). Nejprve dokazte, Ze plati rovnost

-,

V VW =span(dy,...,ds,b)

Déle dokazte, ze inkluse V' C W plati pravé tehdy, kdyz plati beWw (k tomu vyuzijte uzavérové
vlastnosti span, viz Pfednasku 2A). Inkluse V' C W plati pravé tehdy, kdyz dim(V v W) = dim(W)
podle ¢asti (2) tohoto problému. Tim je diikaz hotov.

5Viz &ast (1) tohoto problému.
6Pozor: rovnost VVW = V UW pro obecné linearni podprostory V a W neplati! Podstatnym zpiisobem se zde vyuziva platnost
inkluse V' C W. Viz také Problém 3.4.6.
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4.3. Problémy s ndvodem k feSeni 65

4.3.4 Problém Af L je koneéné generovany linedrni prostor nad F. Ukazte, Ze linedrni prostor Lin(L, F)
vSech linedrnich zobrazeni z prostoru L do F je také kone¢né generovany.

% Reseni problému 4.3.4 ReSenim problému je spravny dikaz toho, Ze linearni prostor Lin(L,F) vSech li-
nearnich zobrazeni z prostoru L do F je také konecné generovany.
% Navod k feSeni problému 4.3.4 Jsou (pfinejmensim) dvé moznosti, jak postupovat:

(1) Elegantni zptsob: ukazte, Ze L mé kone¢nou dimensi a pouZijte Problém 4.2.3.

(2) Pracnéjsi zpisob: postupujte analogicky feSeni Problému 4.2.3.
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Téma 5

Matice jako linearni zobrazeni

Tyden v semestru:

U U E ) 2 3 4 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14
A8BO1LAG
B6BO01LAG 1 2 3 4 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14

Co se procvicuje: matice jako linedrni zobrazeni, algebra matic, geometricky vyznam matic.

5.1 Matice a operace s maticemi

5.1.1 Problém Ukazte, ze pro linedrni zobrazeni f : Ly — Lo, g : Ly —> Lo a bazi {51,...,5n}
linearniho prostoru L; jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) £(Z) = g(&), pro vSechna ¥ z L;.

—

(2) £(b;) = g(b;), pro viechna i =1,...,n.

% Reseni problému 5.1.1 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze z (1) plyne (2) a toho, Ze
ze (2) plyne (1).

% Komentar k problému 5.1.1
Dtikaz toho, Ze z (1) plyne (2). Vime, Ze plati £(Z) = g(Z), pro vSechna & z L;. Chceme dokézat, Ze

f(l;l) = g(b;), pro vSechna i = 1,...,n. To je trividlni: za ¥ zvolme postupné 51, ce, b, a dostaneme tak

- —

pozadované rovnosti £(by) = g(b1), ..., £(by) = g(by).

Dtikaz toho, Ze ze (2) plyne (1). Vime, Ze plati f(l;i) = g(l;q;), pro v8echna ¢ = 1,...,n. Chceme dokazat, ze

f(Z) = g(&), pro vSechna & z L;. Zvolime tedy libovolny vektor & z L; a dokdZeme rovnost f(Z) = g(&).

Mnozina {51, cee En} je baze linedrniho prostoru L;. Proto pro vektor & existuji jednozna¢né urcené skalary
n

1, ..., Ty tak, ze plati & = Z z; -b;. Zobrazeni f a g jsou linearni, a proto obé€ spliuji princip superposice.
i=1

Plati tedy rovnosti
f(z) = f(z Zi- gi) = in 'f(gi) g(T) = g(z T - gi) = sz : g(gi)
i=1 i=1 i=1 i=1
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5.1. Matice a operace s maticemi 67

Protoze plati f (l_);) = g(gi), pro vSechna ¢ = 1,...,n, plyne z vySe uvedenych dvou rovnosti rovnost
£(Z) = g(@).
5.1.2 Problém Linearni zobrazeni M : R® — R* je urc¢eno nasledujicimi hodnotami
3 2 —16
=2 —3 2
M:e1»—> 9 MZGQ'-} 5 M293|—> 4
2 12 1
(1) Zapiste M jako matici.
-3
(2) Naleznéte funkéni hodnotu M ve vektoru | 2
1
% ReSeni problému 5.1.2
(1) Hledana matice je
3 2 -16
2 -3 2
M = 2 ) —4
2 12 1

% Reseni problému 5.1.2 Hledana funkéni hodnota je

3 2 -16 5 -21
-2 -3 2 | _2 ] 2
2 5 -4 ) 0
2 12 1 19

% Komentar k problému 5.1.2

(1) Podle definice matice plati M = (M - e, M - e2, M - e3). Proto plati

3 2 —16 3 2 -16

-2 -3 2 -2 -3 2
M = 21’157 4 ]2 5 —4

2 12 1 2 12 1

(2) Podle principu superposice plati rovnosti'

3.2 —16\ . 3 2 -16
-2 -3 2 -2 -3 2
9 5 _4 . ? = 9 5 4 o(73~e1+2~e2+1-e3)
2 12 1 2 12 1
3 2 -16 3 2 -16 3 2 16
-2 -3 2 -2 -3 2 -2 -3 2
Bele 5 a2 o 5 gt 5y
2 12 1 2 12 1 2 12 1
1Doporuéuji podobné vypoéty dikladné samostatné procvicit a zautomatisovat. Je tfeba se dostat na takovou troveii, ze budete
3 2 -16 _3 (=3):3+2-241-(-16) —21
okamité psét _22 _53 2 | ( 4 ) - (_(31)3')(._2213 25 i‘f) (Jr_i)' 2| = g . Podobnych piikladi si jisté vymyslite
2 12 1 (-3)-2+2-124+1-1 19

sami veliké mnozstvi: kontrolu spravnosti svych vypocti provedte pomoci libovolného dostupného online maticového kalkulatoru.
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68 Téma 5. Matice jako linearni zobrazeni

3 2 -16
-2 -3 2

= 3|y 2]
P 12 1

(—3)-3+2-241-(—16)

(=3) - (=2)4+2-(=3)+1-2
(=3)-2+42-5+1-(—4)
(-3)-2+2-1241-1

-21
_ 2
- 0
19
5.1.3 Problém Pro matice
2
A=1(3 B = (2 3 4)
4
nad Zs spoctéte maticové souciny A - B a B - A.

% Reseni problému 5.1.3 Hledané souéiny jsou
4 1 3
A-B=|[1 4 2 B-A=(4)
3 21

% Komentar k problému 5.1.3 Protoze

(Zs)' —2 (Z5)2 (Z5)° —2 (Z5)!
je
(Z5)3 285 (5 a (Zs)' 245 (z5)!

Vypoéty provedeme standardnim zptisobem:?

2 2.2 2.3 2.4 41 3
AB=(3]-(2 3 49=(3-2 3.3 3.4|=[1 4 2
4 4-2 4.3 4-4 3 21

2
B-A=(2 3 4)- (3| =(2-2+3-3+4-4)=(4)
4

5.1.4 Problém Af f: R2 — R? je zobrazeni definované takto

f( x )= ) 4 ! , kde x, y jsou libovolna realna cisla
Y Y 1

Ukazte, ze f neni linedrni zobrazeni.

% ReSeni problému 5.1.4 ReSenim problému je jednoduchy a spravny protiptiklad toho, ze f porusuje nék-
terou z podminek linearity.

2Nezapomerime, %e poditame v Zs.
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5.1. Matice a operace s maticemi 69

% Komentafi k problému 5.1.4 Protoze plati
0 0 1 1
o) =)+ (1) - ()

Kdyby totiz f linedrni zobrazeni bylo, muselo by podle definice linedrniho zobrazeni platit

(=10 (-0 (-s ()- )

nemiuze f byt linedrni zobrazeni.

a to je spor.

5.1.5 Problém Jsou zadany dvé matice A : F* — F" aB : FP — F". At B = (by, ..., b,) je sloupcovy
zapis matice B. Ukazte, ze pro matici X : FP — F* jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) Plati rovnost A - X = B, tj. diagram

FP—X ,Fs
\ JA
B
F’I"
je komutativni.
(2) Jestlize X = (x1,...,%,) je sloupcovy zapis matice X, pak plati sou¢asné rovnosti
4A'X1:b17 1&')(221)27 ooy A-Xp:bp

% Reseni problému 5.1.5 Resenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze z (1) plyne (2) a spravné
vedeny diikaz toho, ze ze (2) plyne (1).
% Komentai k problému 5.1.5 Podle definice souc¢inu matic plati

A-X=A (x1,...,%p) = (A-x1,...,A - xp)

Rovnost A - X = B tedy plati pravé tehdy, kdyz plati rovnost (A - x1,...,A-x,) = (b1,...,b,). Rovnost
A - X = B tedy plati pravé tehdy, kdyz plati vSechny rovnosti

A-Xlzbl, 1&-){2:b27 ey A'Xp:bp

soucasné. To jsme chtéli dokazat.

5.1.6 Problém Af o je libovolné reilné ¢islo. At linearni zobrazeni R,, : R? — R? je realisovano matici®
cosa —sina
Ro={".
sina cosa

Protoze R,, je matice rotace, musi pro libovolna realna ¢isla o, 3 platit rovnosti Ry-Rg = Ro43 = Rg-Ra.
Odvodte z tohoto faktu souc¢tové vzorce pro funkce sin a cos.

2Vime, %e R, je matice rotace proti sméru hodinovych ruéi¢ek v R? kolem pocatku o thel a. Viz prednasku 4A.

% ReSeni problému 5.1.6 Pro libovolna realna &sla «, 8 plati rovnosti

sin(a + ) =sina - cos f + cos « - sin 3

cos(a+ ) = cosa - cosf —sina - sin 3
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70 Téma 5. Matice jako linearni zobrazeni

% Komentar k problému 5.1.6 Pro libovolna redlné ¢isla a, 8 plati

_ [cos(a+ B) —sin(a+ B)
Rats = (sin(a +3)  cos(a+p) )

Vyuzijeme tedy rovnosti R, - Rg = Rq4 a spocteme
cosa —sina cosff —sinpf
R, - Rg = . .

sina  cosa sin8  cosf

_ cosa —sina cos 3 cosa —sina —sin 3

o sina cosa sinf3)’\sinaa cosa cos f3

_ [cosa-cosf—sina-sinff —sina-cosf — cosa - sin 3
sina-cosf3+cosa-sinf  cosa-cosf —sina-sinf

Plati tedy rovnost

(cos(a +3) —sin(a+ B)) _ (cosa ccosf —sina-sinf3 —sina-cosf — cosa - sin ﬂ)

sin(e+ fB)  cos(a+ B) sina-cosff+cosa-sinf  cosa-cosf —sina-sin
Tudiz pro libovolna redlna c¢isla «, 8 plati rovnosti

sin(a + ) = sina - cos 3 + cos a - sin 3

cos(a+ ) =cosa-cosfB —sina - sin g

5.1.7 Problém Dejte geometricky vyznam redlné matici (0 Cf) , kde a je nenulové redlné cislo.

% ReSeni problému 5.1.7 Matice <(1) Cf) zkosi druhou soufadnicovou osu.

. . . . C g (. . . 1
% Komentar k problému 5.1.7 Geometrickou interpretaci ziskdme pozorovanim toho, jak matice <0 61l>

zpracovava prvky kanonické baze. Nasledujici obrazek je pro a = 2:

%% @PH#@

. 1 , o 1 i ws . , .
Matice (0 (11) tedy zkosi druhou souradnicovou osu. Proto se ji ¥ikd matice zkoseni (anglicky: shear

matriz).
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5.1.8 Problém Pro libovolné realna ¢isla a, b definujeme matici

a —b
Ma,b - (b a )
(1) Ukazte, ze pro libovolnd redlnd ¢isla a, b, a’, b’ plati rovnosti

Ma,b + Ma’,b’ = Ma+a’,b+b’ = Ma’,b/ + Ma,b

(2) Ukazte, ze pro libovolna realnd ¢isla a, b, a’, b’ plati rovnosti

Ma,b . Ma’,b’ - Maa’—bb’,a’b+ab’ — Ma’,b’ . Ma,b

(3) Ukazte, Ze rovnosti

a b
_ 2102 2402 1 a b 1
M,,) ‘=M . ., = %" - . - .M,
(M) prr: Bt b a a2+ \~b a)  a2+02 o

a2 b2 a2+ b2
plati pro vSechna realna ¢isla a, b, splitujici a® 4 b # 0.

(4) Vysvétlete, proé¢ vyse uvedené ukazuje, Ze pocitani v télese komplexnich éisel 1ze realisovat poéitanim
s maticemi tvaru M, p.°

%Této korespondence se velmi ¢asto vyuziva v pocéitacové grafice.

% Reseni problému 5.1.8
(1) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze pro libovolna realnd ¢isla a, b, a’, b’ plati rovnosti
Ma,b + Ma/,b’ = Ma+a/,b+b’ = Ma’,b’ + Ma,b
(2) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze pro libovolna realn4 ¢isla a, b, a’, b’ plati rovnosti
M Moy = Maw —bt a'btatr = Marpr - Map

(3) Resenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze rovnosti

a b
-1 _ | a2 +b2 a24p2 | 1 a by 1
(Map) = = Mﬁvﬁ N b a T a2 2 \-b a) a2 +p2 ‘Ma,—

a2 a2 4 b2
plati pro vSechna realna ¢isla a, b, splitujici a® 4+ b2 # 0.

(4) Resenim problému je spravné nalezena korespondence matic tvaru M, ;, a komplexnich &isel.
% Komentar k problému 5.1.8

(1) At a, b, a/, ¥ jsou libovoln4 redlna isla. Potom plati

a —b a = a+a —-b-1¥
Ma,b +Ma’7b’ = (b a ) + (b/ a ) = <b+b/ a+a/) = MaJra’,ber’

Protoze s¢itani matic je komutativni, plati i rovnost Mg/ p + Mg, = Motqr pypr-

(2) Af a, b, @', V' jsou libovolnd redlna ¢isla. Potom plati
a —b a =V aa’ —bb  —ab’ —a'b
a =V a —b aa’ —bb —ab’ —a'b
Ma/,b’ 'Ma,b = <b/ a ) ' <b a> = <a’b+ab’ —bb + aa/) = Maa/—bb’,a’b+ab’
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72 Téma 5. Matice jako linearni zobrazeni

(3) At a, b, @', V' jsou libovolna redlnd ¢isla. Abychom ukézali rovnost

Map) ' =M_.

aZ+b2 7 a21b2

je nutné a staci ovérit rovnosti

Moy M_o  _—» =E; M_._ _» -Mgy=E;
22452 2242 2402 ' a2 4 b2
(a) Plati
a b
~ fa =) a?+v  a?+b?
Ma’b'Mﬁ>ﬁ - <b a>' b a
a2 +b2 a2 +b2
a?+b%> ab—ba
_ CL2 +b2 Cl2 +b2
ab—ba a®+b?
a?+b>  a?+b?
_ 1 0
o 0 1
(b) Plati
a b
2 2 2 | 2 _
M . M, — a’+b a’+b '<a b)
22452 a2 402 ’ b a b a

a2+ a2+ 2
a’?+b> ab—ba
22 a2 +b2
ab—ba a®+b?
2+ a2+ 02

(4) Uvazujme o korespondenci
M(LJ, oy (a + bZ)

To jest, kazdou matici M, ; chdpejme jako ,zakédovani“ komplexniho ¢isla a + bi.
Podle bodi (1)—(3) toto ,zakédovani“ respektuje vSechny potiebné operace, tj. jestlize
Ma,b ~n (a + bl) a Ma’,b’ s (a’ + b/Z)
potom plati
Moy + Mgy o~ (a+bi)+ (o +b'9)
Ma,b . Ma’,b/ “ns (a + bZ) . (a’ + bll)

(M,,,,b)_1 v (a+bi)~t pro a, b splijici a® + b% # 0

kde pro posledni korespondenci vyuzivame toho, ze v C plati

(a+bi)~! = a—bi  a n —b ;
a4 a4 a?+ b2

pro viechna realnd éisla a, b spliiujici a? + b? # 0.
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5.2 Problémy s navodem k reseni

5.2.1 Problém Ukazte, Ze pro matici A : R — R? z rovnosti A2 = Ey neplyne nutné ani A = E,, ani
A =-Ey°

2Porovnejte to se znamym faktem: je-li a realné &islo, pro které plati a® = 1, potom a = 1 nebo a = —1.

% ReSeni problému 5.2.1 ReSenim problému je nalezeni matice A : R?> — R?, ktera spliiuje A? = Eo,
A #Ey, A # —E,. Napiiklad® A = ((1) _01)

a c

b d

2
>. Pokud plati E; = A? = (a + bc c(a+d))7

% Navod k reseni problému 5.2.1 Oznacéte A = ( blat+d) d+be

pak musi platit
a?+bc=1 bla+d) =0 cla+d)=0 d*+bc=1

Ukazte, ze tyto rovnosti jsou splnény naptiklad pro

5.2.2 Problém Pro libovolné realné ¢islo ¢ definujeme

B _ =t
sinht = % (takzvany hyperbolicky sinus ¢isla t)

S . P
cosht = — (takzvany hyperbolicky cosinus &isla t)

Dale pro libovolné redlné ¢islo ¢ definujeme matici
H, — cosht sinht
t = \sinht cosht

cosht

sinh t> lezi na kladné vétvi jednotkové hyperboly. To jest: bod

(1) Ukazte, ze jakykoli bod v R? tvaru (
cosht

%
v R* tvaru (sinh "

) lezi na kiivce s rovnici 22 — y? = 1, kde = > 0.

(2) Ukazte, ze pro libovolnd redlnd ¢isla ¢, u plati rovnosti

Ht'Hu:Ht—i-u:Hu'Ht

% ReSeni problému 5.2.2

(1) Resenim problému je spravné vedeny diikaz nerovnosti cosht > 0 pro libovolné realné &islo ¢ a spravné
vedeny ditkaz rovnosti cosh? t — sinh? t = 1 pro libovolné reélné é&slo ¢.

(2) Resenfm problému je spravné vedeny dikaz rovnosti

sinh(¢ + u) = sinht¢ - coshw + cosht - sinhu

cosh(t + u) = cosht - coshu + sinh ¢ - sinh
pro libovolné redlna ¢isla ¢, u a jejich vyuziti pro dikaz rovnosti H; - H, = Hy, a H,, - Hy = Hyy .

% Navod k feseni problému 5.2.2

3Uvédomte si geometrickou interpretaci matice A — jde o matici reflexe podle osy x a rovnost A2 = E3 lze interpretovat jako
evidentni tvrzeni: sloZeni dvou reflexi podle osy x je identické zobrazent.
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74 Téma 5. Matice jako linearni zobrazeni

(1) Ukazte, ze pro libovolné redlné éislo ¢ plati nerovnost cosh¢ > 0. K tomu je tfeba jen znat nerovnost
et > 0 pro libovolné redlné &islo ¢ a znat vlastnosti séitani kladnych redlnjych éisel.
Ukaite, 7e pro libovolné realné &slo ¢, plati rovnost cosh?t — sinh?t = 1. K tomu je tfeba jen umét
umocnit dvojélen na druhou, umét secist zlomky a znat rovnosti e = 1, (e!)? = e? pro libovolné
realné cislo t.

(2) K dikazu rovnosti
sinh(t 4+ u) = sinht - coshu + cosh ¢ - sinh

cosh(t 4+ u) = cosht - coshu + sinh ¢ - sinh u

je tfeba jen umét nasobit dvojéleny a znat rovnost e!t* = e - ¢* pro libovolna redlna ¢isla t a wu.

5.2.3 Problém Pro libovolné reilné ¢isla a, b definujeme matici®

a b
Nap = <O a>

(1) Ukazte, ze pro libovolna realnd ¢isla a, b, a’, b’ plati rovnosti

NUab + Na',b' = NaJra’,ber’ = Na’,b’ + Na,b

(2) Ukaite, Ze pro libovolna realna &isla a, b, a’, b’ plati rovnosti’

Na,b . Na’,b/ = Naa/,a’bJrab/ = Na/,b’ . Na,b

(3) Ukazte, ze rovnosti

—b
-1 e @) _ 1 (a -b) 1
Nao) " =Nezt =] 1 a0 W)
a

plati pro vSechna redlné éisla a, b, kde a # 0.

“Podobné jako v Problému 5.1.8 Ize mluvit o korespondenci matic tvaru N 3 s jistymi ,zobecnénymi komplexnimi ¢isly“.
Témto ¢islim se ¢asto Fika dual scalars a vyuzivaji se napiiklad v robotice. Uplné piesné jsou dual scalars faktorovy okruh
R[z]/(x?) v8ech zbytkii po déleni polynomem x2. To je oviem nepovinnd znalost.

bSpecialné: pro libovolné realné ¢islo b plati rovnost (N()J;)2 = Og2,2. Ziskdvame tedy priklady nenulovych matic, jejichz
druha mocnina je nulovd matice. Provnejte tento fakt se zndmym tvrzenim z realnych cisel: jestlize a je nenulové realné cislo,

potom a? je nenulové realné &islo.

% ReSeni problému 5.2.3

(1) Resenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze pro libovolna reélna ¢isla a, b, a’, b’ plati rovnosti
Na,b + Na’,b’ - Na+a’,b+b’ - Na’,b’ + Na,b

(2) Resenim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze pro libovolna realna ¢isla a, b, a’, b’ plati rovnosti
Na,b . Na’,b’ = Naa’,a’b+ab’ = Na’,b’ . Na7b

(3) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze rovnosti

1 —=b
-1 _ _la @ | _1 [(a =b)_1
a

plati pro vSechna reélna cisla a, b, kde a # 0.
% Navod k feSeni problému 5.2.3 Postupujte analogicky Problému 5.1.8.

15. zari 2025, 10:12 Jiri Velebil: LAGsbirka



5.2. Problémy s navodem k feseni

75

ze pokud A - B = B - A, potom pro libovolné ptirozené ¢islo n plati rovnost

(A +B)" = i (Z) . A"k . Bk

k=0

kde

5.2.4 Problém At F je libovolné t&leso. At A, B jsou ¢tvercové matice nad F stejnych rozmérti. Dokazte,

% Reseni problému 5.2.4 ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz platnosti rovnosti

(A+B)" = i (Z) A"k B

k=0

pro libovolné prirozené ¢islo n a libovolné ¢tvercové matice A, B nad F, pro které plati A- B =B - A.
% Navod k fesSeni problému 5.2.4 Jde o zobecnéni binomické véty, viz Problém 1.1.10.* Rovnost pro ma-

tice dokazte analogicky (tj., matematickou indukci).

4Pochopitelné: v piipadé redlnych &isel a, b rovnost ab = ba plati.
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Téma 6

Chovani linearnich zobrazeni

Tyden v semestru:

BOBOILAG(A) |48 58 39 47| 5 7|8 |9 1011|1213 14
ASBOILAG
B6BO1LAG 123|445 7| 8| 9|10]|11]12]13]14

Co se procvi¢uje: Vypocty s maticemi. Monomorfismus, epimorfismus, isomorfismus. Jadro, obraz,
defekt a hodnost lineadrniho zobrazeni.

6.1 Maticové vypocty

6.1.1 Problém Popiste matici linedrni zobrazeni A : R* — R2, pro které plati
1 1 2 11
Ae, = (_3> Ae; = (_3> Ae; = (4> Aey = <3>

Spoctéte hodnotu Ax pro vektor x =

O N = =

% Reseni problému 6.1.1 Hledan4 matice je

11 2 11
AZ(—s -3 4 3)

(g

% Komentafl k problému 6.1.1 Podle definice je sloupcovy zépis (aj, as, as, a4) linedrniho zobrazeni A dan
hodnotami (Ae;, Aes, Aes, Aey). Proto je

a hledané hodnota je

A = (Aei,Ae;y, Aey, Aey) = (a1, a2,a3,a4) = ( 11 2 11)

-3 -3 4 3
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6.1. Maticové vypocty 7

Protoze A je lineirni zobrazeni, spliuje princip superposice. To znamené, Ze pro

=l-e1+1l-exa+2-e3+0-e4

(el R N

je

1 1 2 11 6
Ax=1-a;+1-a+2-a3+0-a4=1- (_3> +1- (_3> +2- <4> +0- (3) = (2)
6.1.2 Problém Pro matice A, B v Lin((Z5)3, (Z5)?) spoctéte linearni kombinaci 2A + 4B, kde
2 30 1 3 4
A_<1 4 2) B_<4 3 4)
% Reseni problému 6.1.2 Hledan linearni kombinace je

3 3 1
2A-|—4B—<3 0 0)

% Komentar k problému 6.1.2 Mnozina Lin((Z5)3,(Z5)?) je linedrni prostor vsech matic, které maji 3
sloupce, 2 fadky, a jejichz polozky jsou skalary ze Zs. Tento linearni prostor je nad télesem Zs: prislu-
$né operace jsou s¢itani matic a nasobeni matice skalarem ze Zs. Proto ma hledana linedrni kombinace
smysl a vysledkem je matice

2 3 0 1 3 4
e = o (23 D ea (i3
- 2-2 23 2-0 i 4-1 4-3 4-4
o 2-1 2-4 2.2 4-4 4-3 4-4
_ (4 L0y (42
o 2 3 4 1 2 1
(444 142 0+1
- 241 3+2 4+1
B (3 0 0)
Ve vyse uvedeném se samoziejmé pocita v Zs.
6.1.3 Problém Rozhodnéte, zda matice
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
B.—= [0 o] Bo=[1 0| Bs=[0 o] Bs=[0 0] Bs=]0 1| Bs=[0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
tvoif bazi linearniho prostoru Lin(R% R?) nad R.
% Reseni problému 6.1.3 Ano, matice By, ..., Bg tvoii bazi linearniho prostoru Lin(R?,R?) nad R.

% Komentaf k problému 6.1.3 Mnozina Lin(R?,R3) je linearni prostor vSech matic, které maji 2 sloupce,
3 radky, a jejichz polozky jsou skalary z R. Tento linearni prostor je nad télesem R: pfislusné operace jsou
s¢itani matic a nasobeni matice skalarem z R.

Uk4zeme, 7e By, ..., Bg tvoif bazi linearniho prostoru Lin(R?,R?) nad R.
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78 Téma 6. Chovani linearnich zobrazeni

(1) Protoze pro kazdou matici

<
I
o o9
0

z Lin(R?,R?) plati rovnost

M=a-Bi+b-Ba+c-Bs+d-Bs+e-Bs+ f-Bg

plati také rovnost Lin(R?,R3) = span(By, ..., Bg). To znamen4, Ze mnozina {By, ..., Bg} tvofi mnozinu
generatort linedrniho prostoru Lin(R%,R3).

(2) Uk4zeme, Ze mnozina {B1,...,Bg} je linedrné nez4visla mnozina v linearnim prostoru Lin(R?, R?). At
tedy pro realna ¢isla aq, ...ag plati rovnost

a1-Bi+ax-By+az-Bs+as-Bi+as -Bs+as-Bsg =023

kde
0 0
O,3=(0 0
0 0
je nulovy vektor v linedrnim prostoru Lin(R?,R3).
Protoze
ay Qg
a;-Bi+az-Bas+az3-Bs+tas-Bstas-Bs+ag-Bg=|ax as
as ag
musi tedy platit rovnost
ay Qg 0 0
as as = 0 0
as Qg 0 0

Proto plati a;y =0, a2 =0,a3 =0, a4 =0, a5 =0 a ag = 0.

Ukéazali jsme, Ze {B1,...,Bg} je linedrné nezavisla mnozina v linedrnim prostoru Lin(R?, R?).
Piedchozi dva body ukazuji, ze {B,...,Bg} je linedrné nezavisld mnozina generdtorii linedrniho prostoru
Lin(R?,R?). To znamena, 7e {B1,...,Bg} je baze linedrniho prostoru Lin(R%,R3).

6.1.4 Problém Rozhodnéte, zda lze spocist A - (B + C), kde
2 0
2 3 3 4 2 5
A= B_<1 1 2) C_<—1 2 1)
1 5
jsou matice nad R.
Pokud to lze, matici A - (B 4+ C) spoctéte.
% Reseni problému 6.1.4 Ano, matici A - (B + C) lze spoéist a plati
12 10 16
A-B+C)=|-18 -3 -—12
6 20 23
% Komentar k problému 6.1.4 Plati
R2 A RS RS B R2 RS c R2
a proto
A (B+C
R8I BTC g2 5 Ry A0 g3 _pge PO pa A pg

TudiZ je matice A - (B 4 C) definovdna a ma 3 sloupce a 3 fadky.
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6.2. Jadro a obraz lineadrniho zobrazeni 79

(1) Vypocet matice B 4+ C:

23 3\ (4 25 (658
B+C_(1 1 2)*(—1 2 1)_(0 3 3)

(2) Vypocet matice A - (B + C):

2 0
6 5 8
A (B+C) = |-3 4 -<0 5 3)
1 5
2 0 2 0 2 0
-\ O )G e)6)
1 5 1 5 1 5
12 10 16
= 18], [-3],[-12
6 20 23
12 10 16
= —-18 -3 12
6 20 23

6.2 Jadro a obraz linearniho zobrazeni

6.2.1 Problém V tomto problému zna¢i R[x] linearni prostor vSech redlnych polynomu v neuréité x,
tento linearni prostor je nad télesem R.®

(1) Ukazte, ze zobrazeni n : p(z) — = - p(z) je linedrni zobrazeni z R[z] do R[z]. Naleznéte jadro a obraz
zobrazeni n. Z vypocéti odvodte, Ze zobrazeni n je monomorfismus, ale neni epimorfismus.

k k
(2) Ukazte, Ze zobrazeni e : E a;x’ E a;x?~1, je linedrni zobrazeni z R[x] do R[z]. Naleznéte jadro
=0 =1
a obraz zobrazeni e. Z vypoétli odvodte, Zze zobrazeni e je epimorfismus, ale neni monomorfismus.

“Dilezité: moznost najit zobrazeni s vlastnostmi (1) a (2) je zpiisobena tim, Ze R[z] nemd kone¢nou dimensi. Viz Pred-
nasku 3A.

% Reseni problému 6.2.1
(1) ReSenfm problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze n je linedrni zobrazeni. Déle:
ker(n) = {0} im(n) = {0} U{p(z) € R[z] | absolutni ¢len polynomu p(z) je 0}

Protoze ker(n) = {0}, je n monomorfismus. ProtoZe im(n) # R[z], zobrazeni n neni epimorfismus.

(2) Re$enim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze e je linearni zobrazeni. Déle:
ker(e) = {a|a € R} im(e) = R[z]

Protoze im(e) = R[x], je e epimorfismus. Protoze ker(e) # {0}, zobrazeni e neni monomorfismus.
% Komentar k problému 6.2.1

(1) (a) Linearita zobrazeni n. Sta¢i pouzit princip superposice: pro jakakoli redlna ¢isla a, b, a jakékoli
polynomy p(x), ¢(z) z R[x] plati:

n(a-pla) +b-qa) = - (a-pla) +b-q@) = a-a - p(x) +b-z - q(x) = a- n(p(x)) + b- n(q(x))

Ukazali jsme, Ze zobrazeni n je linearni.

(b) Vypocet ker(n). Hleddme popis mnoziny {p(z) € R[z] | = - p(z) = 0}. Existuje jediny polynom
p(x) v R[z], pro ktery plati z - p(z) = 0; sice p(x) = 0. Proto ker(n) = {0}.
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()

(c)

(d)

Vypocet im(n). Hleddme popis mnoziny {z - p(x) | p(z) € R[z]}. Je-li p(z) = 0, pak z - p(xz) = 0.
Je-li p(z) # 0, pak absolutni ¢len polynomu z - p(z) je 0. Proto

im(n) = {0} U {p(z) € Rlz] | absolutni ¢len polynomu p(x) je 0}

Protoze ker(n) = {0}, je n monomorfismus. Protoze im(n) # R[z], zobrazeni n neni epimorfismus.

) Linearita zobrazeni e. Sta¢i pouzit princip superposice: ukdZzeme, Ze pro jakakoli redlnd ¢isla a, b,

a jakékoli polynomy p(z), ¢(z) z R[z] plati rovnost

e(a-p(x) +b-q(x)) = a-e(p(z)) +b-e(q(z))

Oznacme i l
pla) = a’  qlx) =) b’
=0 i=0

a dodefinujme koeficienty v p(x), ¢(z) tak, abychom mohli pfedpokladat, ze [ = k.! Potom

k k
e(a-p(x)+b-q(x)) = e(a~Zajmj+b~ijxj)
kj— J—l
= e(Z(a-aj—l—b-bj)xj)
j=0

k
(a-a;+b-bj)al™?

J

k k
a- Zaja:jfl + b~ijxj*1
A =

j=1
= a-e(p(x))+b-e(g(x))

1

Ukézali jsme, ze zobrazeni e je linearni.

k k

Vypocet ker(e). At p(z) = Zajxj Polynom tvaru e(p(x)) = Zajxj_l je nulovy préavé tehdy,
Jj=1 j=1

kdyZ plati a; =0, ag =0, ..., ax = 0. To znamend, Ze p(z) = ag. Ukazali jsme, Ze plati rovnost

ker(e) = {a | a € R}.
k k
Vypocet im(e). Pro vyraz tvaru p(x) = Z a;x’ plati e(0 + ZajmJH) = p(x). Ukézali jsme, Ze
J=0 3=0

plati rovnost im(e) = R[z].
Protoze im(e) = R[z], je e epimorfismus. Protoze ker(e) # {0}, zobrazeni e neni monomorfismus.

6.2.2 Problém V tomto problému pracujeme s linedrnim prostorem Lin(R?,R?) vSech matic, které maji
2 sloupce, 2 radky, a jejichz polozky jsou skalary z R.
At A je pevné zadana matice v Lin(R?,R?) a definujte zobrazeni

predpisem f(X) =X - A.
(1) Rozhodnéte, zda f je linearni zobrazeni.
(2) Ukazte, ze f je monomorfismus, kdyz A je reguldrni matice.

(3) Ukazte, ze f je epimorfismus, kdyz A je reguldrni matice.

f : Lin(R*,R?) — Lin(R? R?)

ITo jest, naptiklad pro p(z) = 2z a q(x) = 322 — 4 pidme p(z) = 0x2 + 2z + 0 a q(z) = 3z + Oz — 4.
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6.2. Jadro a obraz lineadrniho zobrazeni 81

% Reseni problému 6.2.2
(1) Ano, zobrazeni f je linedrni.
(2) Resenim tohoto problému je spravné zapsany dikaz.

(3) Resenfm tohoto problému je spravné zapsany dikaz.
% Komentar k problému 6.2.2

(1) Musime rozhodnout, zda plati néasledujici dvé podminky
(a) Pro libovolné dvé matice X;, X z Lin(R?, R?) plati rovnost f(X; + Xz) = f(X;) + £(X32).
(b) Pro libovolnou matici X z Lin(R%,R?) a libovolné realné &islo a plati rovnost f(a - X) = a - f(X).
z definice linearniho zobrazeni.
Postupujeme takto:
(a) Zvolme libovolné dvé matice X;, X z Lin(R? R?). Potom plati
(X1 +X)=(X;+X2)-A (X)) +£f(X2)=X;-A+X5-A
a my tedy mame ukéazat, ze plati rovnost
(X1 +X2)-A=X; A+ X5 A
Oznacme jako (aj, as) sloupcovy zépis matice A. Potom plati
(X1 +X2) - A =((X1 +X2) a1, (X1 +X2) -az) = (X;-a1 + Xg-a;,X; -a2 + Xa - az)
a
X1 A+X2 A: (Xl ‘al,Xl ~a2)+(X2 ~a1,X2 ~a2) = (Xl - ag +X2~&17X1 ’&2+X2 ~a2)
Rovnost
(X1 +X2)-A=X; A+ X5 A

tedy plati.

(b) Zvolme libovolnou matici X z Lin(R?,R?) a libovolné reélné é&islo a. Potom plati
fla-X)=(a-X)-A a-f(X)=a-(X-A)
a my tedy mame ukéazat, ze plati rovnost
(a-X)-A=a-(X-A)
Oznacme jako (aj, as) sloupcovy zépis matice A. Potom plati
(a-X)-A=(a-X-aj,a-X-a3)=a-(X-a;,X az)=a-(X-A)
Rovnost
(a-X)-A=a-(X-A)

tedy plati.

Ukazali jsme, Ze zobrazeni f je linearni.
(2) Af A je regularni matice. Potfebujeme dokazat, ze potom plati
ker(f) = {02’2}

Protoze {O322} C ker(f) plati vzdy, sta¢i ukazat, ze plati ker(f) C {O22}.

Predpoklddejme, ze X je v ker(f). To znamena: pfedpokladejme, ze plati f(X) = Oz 2. To znamena:

piedpokladejme, Ze plati X - A = Oq 9. Protoze A je reguldrni, existuje A~'. Takze plati rovnost

(X-A)-A71 =035-A7! neboli X+ (A-A~1) = 0y A~ Takie X = Oy 2. To jsme chtéli dokazat.
(3) Protoze podle bodu (2) vime, Ze pro reguldrni A je f je monomorfismus, je pro reguldrni A zobra-

zeni f epimorfismus. (Véta z prednéasky: jestlize L ma koneénou dimensi a jestlize f : L — L je

monomorfismus, pak je f epimorfismus.)
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6.2.3 Problém Pro libovolné redlné « je zadéno lineérni zobrazeni

RZ-22,R2  kde R, = (

cosa —sina
sinae  cos«

(1) Ukazte, ze pro kazdé redlné « plati rovnosti R, - R_o =Es = R_, - R,.

(2) Naleznéte jadro, obraz, defekt a hodnost linedrniho zobrazeni R,,.

% ReSeni problému 6.2.3
(1) Resenim tohoto problému jsou dva vypoéty: Ry -R_o = Es a R_, - Ry = Eo.
(2) Plati ker(R,) = {(8) }, im(R,) = R?, def(R,) = 0, rank(R,,) = 2.

% Komentar k problému 6.2.3

(1) Pouzijeme definici ndsobeni matic:

R = (0 ) (o) )

sina  cosa sin(—a)  cos(—a)

_ [cosa —sina cosa  sina
sina  cosa —sina  cos«

_ cos? a + sin® « CcoS v sSin ov — Sin o cos &
cos asin a — sin o cos & cos? a + sin® a

6 )

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili faktu, ze cos je sudd funkce a sin je licha funkce, a v posledni
rovnosti jsme vyuzili rovnosti cos? o + sin? & = 1 pro vSechna cv.

cos —sin(—a)) (cosa —sina
sin( cos(—a) sina  cosa

CcoS & bin « cosa —sina
—sina  cos« sinoe  cos«

< cos? a + sin® « CoS (v sin o — sin o cos a)
= 2

R_, R, =

cos v sin o — sin « cos « COS2 a+sin” a

0 1)

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili faktu, Ze cos je suda funkce a sin je licha funkce, a v posledni
rovnosti jsme vyuzili rovnosti cos? o + sin? & = 1 pro vSechna cv.

(2) Linearni zobrazeni R,, je evidentné epimorfismus, protoze pro jakykoli vektor y existuje vektor x tak,
ze R, - x =y. Vektor x nalezneme takto x = R_,, - y. Potom

R, x=R, (R, y)=Roa R, y=y
—_——

—E,

To znamend, ze im(R,) = R? a tudiz rank(R,) = 2. Podle véty o dimensi jidra a obrazu plati

def(Ry) = 0. Proto plati ker(R,,) = { (8) }
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6.2.4 Problém V tomto problému pracujeme s linedrnim prostorem Lin(R?,R?) vSech matic, které maji
2 sloupce, 2 radky, a jejichz polozky jsou skalary z R.

Pro matici
1 1
A=(3 3)

f:Lin(R,R?) — Lin(R®,R?) f(X)=X-A

a linearni zobrazeni®

popiste ker(f) jako linearni podprostor prostoru Lin(R?, R?).

%Podle Problému 6.2.2 vime, ze f je linearni zobrazeni.

ker(f) = span((_()2 (1)) 7 (_02 (1)))

% Komentar k problému 6.2.4 Ozna¢me
X <£C1 CL’3>
To T4

£(X) = Ty w3 1 1\ (z1+2z3 x1+ 223
T \ze a4 2 2) \axy+2x4 9+ 214

- . r1+2x3 w1 +2z3\ (0 O
f(X> o 02’2 iff (132 +2x4 x9+ 21‘4) o <0 0)

% Reseni problému 6.2.4 Plati

Potom

Proto

Tr1 X3

Proto pro matici X = < ) plati X € ker(f) pravé tehdy, kdyz z1 + 223 = 0 a 29 + 224 = 0.

T2 T4

To znamena, Ze matice X musi mit tvar

—2r r -2 1 0 O .
X_(Zs S)—r-(o 0)—1—3-(2 1) kde r, s jsou z R
-2 1 0 0
ker(f) = span(( 0 O) , (_2 1))

coz je (pochopitelnd) linearni podprostor prostoru Lin(R?, R?).

Jinymi slovy

6.2.5 Problém Pro matici A : R®> — R? naleznéte ker(A), kdyz vite, 7e plati
1 1 —1
A (2 @ A1 (‘1)) A3 @
0 1 1

4
% Reseni problému 6.2.5 Plati ker(A) = span(| 1]).
3

% Komentar k problému 6.2.5 Podle zadani jsou linedrné nezdvislé vektory (;) a <

R = span((3) (1)) = im(a)

a tudiz im(A) = R2. Podle véty o dimensi jadra a obrazu plati rovnost dim(R?) = def(A) +rank(A). Proto
plati def(A) = 1.

(1)) v im(A). To zna-

mena, ze plati
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84 Téma 6. Chovani linearnich zobrazeni

Staci tedy nalézt jeden nenulovy vektor v v R3, pro ktery plati rovnost A - v = o. Potom totiz musi platit
ker(A) = span(v). ProtoZe plati rovnost?

() () ()= )

potom, podle definice zobrazeni A, plati

1 1 1 0
1-A-|2|+2-A-|1|+(-1)-A-|3 :(0>
0 1 -1

Protoze A je linearni zobrazeni, plati rovnost

! 0
A-(1-12]+2-|1]+(-1 3 :(0>
0 1 -1

—
N~ — N~ —
—

neboli
4
()6
3
4

4
MiuZeme tedy zvolit v = [ 1| a plati ker(A) =span(|1]).
3 3

6.2.6 Problém Ukazte, Ze pro libovolnou reguldrni matici M : F* — F” a libovolnou matici A : F* —
F" plati def(M - A) = def(A) a rank(M - A) = rank(A).

% ReSeni problému 6.2.6 Regenim tohoto problému je spravné zapsany dikaz.
% Komentar k problému 6.2.6 Nejprve ukdzeme, Ze plati ker(A) = ker(M - A).

(1) Inkluse ker(A) C ker(M - A).
Zvolme x v ker(A). To znamend, 7e A -x = 0. Potom M- (A-x)=M-0=o0,tedy (M-A)-x=o.
Ukézali jsme, Ze x je v ker(M - A).

(2) Inkluse ker(M - A) C ker(A).
Zvolme x v ker(M - A). To znamend, ze (M- A)-x = o, tedy, Ze M - (A - x) = o. Protoze M je
regularni, plati M~ - M - (A -x) = M~! . 0. Takze A - x = o. Ukézali jsme, 7e x je v ker(A).

Protoze ker(A) = ker(M - A), plati podle definice defektu def(A) = def(M - A). Podle véty o dimensi jadra
a obrazu pak plati rank(A) = rank(M - A).

6.3 Problémy s navodem k reseni

6.3.1 Problém Pokud to jde, spo¢téte B - A pro realné matice A a B.

oas( -G

2) A= (; f) B—

2Méli jsme ,,Stésti“: tloha je zadana jednoduse. Pozdéji budeme umét vy¥esit soustavu rovnic z - (g) +y- ((1)) +2z- (g) = (8)

1 2
2 0
10
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6.3. Problémy s navodem k feseni 85

% Reseni problému 6.3.1

(1) B-A = (g j)

(2) Souc¢in B - A neni definovan.
% Navod k feseni problému 6.3.1 Postupujte podle definice nadsobeni matic jako skladéani linearnich zob-
razeni.

6.3.2 Problém Ukazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n plati rovnost

(1) -6 %)

kde, pro jakoukoli matici M : RZ — R? definujeme

o E; pron=0
] _{M-M"_1 pron > 0

% ReSeni problému 6.3.2 ReSenim problému je spravné zapsany diitkaz matematickou indukci.
% Navod k feseni problému 6.3.2 Pouzijte spravné princip matematické indukce:

(1) Zékladni krok: pro n = 0 dokazte danou rovnost. (To je trividlni.)
(2) Zvolte pevné (ale libovolné) pfirozené ¢islo n.
(a) Indukéni pfedpoklad: predpoklddejte, Ze rovnost plati pro pevné pfirozené éislo n.

(b) Indukéni krok: dokaZte, Ze rovnost plati pro prirozené ¢islo n + 1 a vyuZijte pfi tom indukéni
predpoklad.

6.3.3 Problém Af a je pevné redlné ¢islo. Rovnost

65 6)-=C7)

interpretujte jako posunuti bodu (f) do bodu ( 1

(Nakreslete si obrazek.)

), tedy jako posun po primce s rovnici y = 1.

a5 T +a
Vymyslete matici, kterd realisuje posunuti bodu | y | do bodu | y+b
1 1
% Reseni problému 6.3.3 Hledan4 matice ma tvar
1 0 a
0 1 b
0 0 1

% Navod k feSeni problému 6.3.3 Pouzijte definici ndsobeni matice sloupcovym vektorem.

6.3.4 Problém Ukazte, ze pro matici A : F* — F" jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
(1) Pro jakoukoli matici B : F* — F" m4 maticova rovnice A - X = B jediné feSeni.
(2) Maticova rovnice A - X = E,, mé jediné feSeni.

(3) Matice A je regularni.
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86 Téma 6. Chovani linearnich zobrazeni

% ReSeni problému 6.3.4 Resenim tohoto problému je spravné zapsany dikaz.
% Navod k feSeni problému 6.3.4 Jde o zobecnéni nésledujiciho tvrzeni pro redlné ¢isla:

Af a je pevné redlné ¢islo. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
(1) Pro libovolné redlné ¢islo b ma rovnice az = b jediné FeSeni.
(2) Rovnice ax =1 m4 jediné FeSeni.
(3) Existuje a™!.
Strategie dikazu tvrzeni pro matice je dokdzat (1) —> (2) a (3) —> (1) (oboji je velmi jednoduché).

Zbyvé ukazat (2) —> (3), kde nelze pouzit komutativitu ndsobeni. Ukazte, ze ze (2) plyne, Ze matice A je
monomorfismus, tudiz isomorfismus.

6.3.5 Problém Jsou dany linedrni prostory Li, Lo, L3 nad F a linedrni zobrazeni f : L; — Lo, g :
Lo — Ls. O nasledujicich tvrzenich rozhodnéte, zda plati nebo nikoli:

(1) Jestlize g - f je monomorfismus, potom f je monomorfismus.

(2) Jestlize f je monomorfismus, potom g - f je monomorfismus.

% Reseni problému 6.3.5

(1) Toto tvrzeni plati. Resenim tohoto problému je spravné zapsany diikaz.
(2) Toto tvrzeni neplati. Resenim tohoto problému je spravné zapsany protiptiklad.

% Navod k FeSeni problému 6.3.5

(1) K feSeni problému vyuZijte definici monomorfismu.

(2) Postupujte elegantné: zvolte jako f identické linearni zobrazeni (napiiklad) na linedrnim prostoru R?
nad R. Potom pro konstrukei protipiikladu zvolte vhodné linedrni zobrazeni g : R2 — R a vyuZijte
toho, ze (v dané situaci) musi platit g-f = g.

6.3.6 Problém Af L je libovolny linedrni prostor nad libovolngm télesem F. At V a W jsou dva linearni
podprostory prostoru L a at libovolny vektor & z L lze jednoznacné zapsat jako soucet

Z=7Zy +Iw
kde Zy je ve V a Zy je ve W.? Definujte zobrazeni
pv:L—L IT—Iy

a dokazte:

(1) Zobrazeni py je linearni.

(2) Plati ker(py) =W aim(py) =V.

(3) Plati py - pv = pv.
Zobrazeni py fikdme projekce na V ve sméru W.

Upozornéni: L je prostor nad libovolngm télesem F, nikde nemluvime o ortogondini projekci. Porovnejte
s Problémem 13.1.5.

%Tato situace se zna¢i L =V @ W, tj. L je direktnim souc¢tem V a W, viz AKLA, Definici 1.6.13.

% Reseni problému 6.3.6 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze plati (1)—(3).
% Navod k reSeni problému 6.3.6 Vyuzivejte toho, ze rozklad & = &y + Ty kde Ty je ve V a Xy je ve
W, je pro kazdy vektor & z L jednozna¢né urcen.
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6.3.7 Problém At L je libovolny linedrni prostor nad libovolngm télesem F, ve kterém plati —1 # 1.% At
V a W jsou dva linearni podprostory prostoru L a af libovolny vektor & z L lze jednoznacné zapsat jako
soucet

Z =2y + Iw

kde Zy je ve V a Zy je ve W.? Definujte zobrazeni

a dokazte:
(1) Zobrazeni ry je linedrni.
(2) Plati: ry (%) = & pravé tehdy, kdyz Z je ve V.
(3) Plati ry - ry =1idy.

Zobrazeni ry fikame reflexe podle V' ve sméru W.

%To jest, téleso F nemd charakteristiku 2, viz AKLA, Definici 11.5.3.
bTato situace se znadi L =V @ W, tj. L je direktnim souctem V a W, viz AKLA, Definici 1.6.13.

% Reseni problému 6.3.7 Resenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze plati (1)—(3).
% Navod k reSeni problému 6.3.7 Vyuzivejte toho, ze rozklad & = &y + Ty kde Ty je ve V a Zyw je ve
W, je pro kazdy vektor & z L jednoznacné urcen.

6.3.8 Problém Naleznéte néjaky isomorfismus A : R? — R3 tak, aby A # Es.

% ReSeni problému 6.3.8 Resenim tohoto problému je pifklad linearniho zobrazeni A a diikaz toho, ze A
je isomorfismus, pro ktery plati A # Es.

% Navod k FeSeni problému 6.3.8 Oznacte jako (aj,as,as) sloupcovy zdpis hledané matice A. Podle véty
o dimensi jadra a obrazu je A isomorfismus pravé tehdy, kdyz span(a;,as,a3) = R3. Nerovnost A # E3
plati pravé tehdy, kdyZ (a;, as, as) # (e1, es, €3).

6.3.9 Problém Je zaddno zobrazeni f : RS3[z] — R<3[z] pfedpisem
f(ax® + bx? + cx + d) = 3az® 4+ 2bz + ¢

(1) Dokazte, ze f je linedrni zobrazeni.

(2) Naleznéte ker(f), im(f), def(f) a rank(f).

% Reseni problému 6.3.9

(1) ReSenim problému je ovéfeni podminek z definice linedrniho zobrazeni.

(2) Plati
ker(f) =span(1)  def(f)=1  im(f) =R=2[z]  rank(f) =3
% Navod k FesSeni problému 6.3.9

(1) Pouzijte definici linearity a ovéite, ze f respektuje séitdni a nasobeni skaldrem.

(2) Nejprve naleznéte ker(f). Pouzijte vétu o dimensi jaddra a obrazu. Poté naleznéte im(f).

6.3.10 Problém Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: Af matice M : F* — F” je regularni a af
matice A : F* — F” je libovolna. Potom plati rovnost im(A) = im(M - A).
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88 Téma 6. Chovani linearnich zobrazeni

% Reseni problému 6.3.10 Tvrzeni neplati.> ReSenim tohoto problému je spravné zapsany (pokud mozno
jednoduchy) protipfiklad: reguldrni matice M a matice A a dtikaz toho, Ze pro tyto matice plati im(A) #
im(M- A).

% Navod k feSeni problému 6.3.10 Pracujte v prostorech malé dimense a vyuzijte své geometrické pred-
stavivosti. Protiptiklad lze zkonstruovat pro M : R2 — R? a A : R? — R2. Co kdyz M je matice
rotace?

3Porovnejte s Problémem 6.2.6, kde jsme ukézali, Ze v této situaci plati rovnost ker(A) = ker(M - A).
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Téma 7

Matice linearnich zobrazeni

Tyden v semestru:

sl LLLBLLLLLLLEER
A8BO1LAG
L LLLLL L LLLLEEER

Co se procvicuje: matice linearniho zobrazeni, matice transformace soufadnic.

Dulezité poznamky. Vypocty jsou zaloZeny na nasledujicich dvou teoretickych vysledcich:

(1) Linearni zobrazeni je jednoznac¢né uréeno svymi hodnotami na bazi. To znamend, Ze pro linearni
zobrazeni f : L1 — Lo, g : L1 — Ly a bézi {b1,...,b,} linedrniho prostoru L; jsou nésledujici
podminky ekvivalentni:

g(Z), pro vSechna & z L.

g(b;), pro v8echna i = 1,...,n.

Viz prednasku 4A nebo Problém 5.1.1.

-

(2) At L je linearni prostor nad F s usporadanou bézi B = (by,...,by,). Potom pro linearni zobrazeni
coordp : L — F” plati rovnosti

coordB(gl) = e, coordB(Z;Q) =ey, ..., coordB(gn) =e,

To plyne okam?zité z definice vektoru soufadnic vzhledem k uspoifddané bazi (viz prednasku 3B).

Specialné, protoze plati
coordg, (e1) =e;, coordg, (ex) =€z, ..., coordg, (e,) =e,

plati podle bodu (1) rovnost coordg, = id.
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7.1 Matice linearniho zobrazeni

7.1.1 Problém V R? jsou zadany vektory b; = (;) a by = (2) a vektory v = ( 4

1) Ukaite, ze seznam B = (by, by) tvoii uspofddanou bazi prostoru R2.

(1)
(2)
(3) Naleznéte matici F linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazim B a K.
(4)

zobrazeni f vzhledem k bazim Ks a K5).

3 Vo — 1
a Vg — 9]
2) Ukazte, 7e existuje jediné linearni zobrazeni f : R> — R?, pro které plati f(b;) = v; a f(by) = va.

4) Naleznéte matici M linearniho zobrazeni f vzhledem k bazi K5 (tj. naleznéte matici M linedrniho

* Reseni problému 7.1.1

(1) Resenim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze seznam (by, bs) tvoii uspofddanou bazi linedrného

prostoru R? nad R.

(2) ResSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze rovnosti f(b;) = vi a f(bs) = va jednoznaéné

uréuji linearni zobrazeni f : R2 — R2.

(3) Matice F linearniho zobrazeni f vzhledem k bézim B a K je

r=(7 )

(4) Matice M linedrniho zobrazeni f vzhledem k bézi K5 je

- (V) Gl

% Komentar k problému 7.1.1

(1) Protoze vektory by, by jsou linedrné nezéavislé a protoze dim(R?) = 2, tvoii seznam (by, by) usporé-

danou bézi linearného prostoru R? nad R.

(2) Podle Problému 5.1.1 je kazdé linedrni zobrazeni f : R> — R? uréeno jednoznaéne svymi hodnotami
na bazi. Podle ¢asti (1) tvoif seznam (by, by) usporfddanou bazi linedrného prostoru R? nad R. Proto

definice f(b;) = v a f(vg) uréuje jednoznaé¢né linedrni zobrazeni f : R> — R2.

(3) Matice F linearniho zobrazeni f vzhledem k bazim B a K5 je jednozna¢né uréena matice F, pro kterou

je diagram
R2 X, R2
coordBT TCOOI‘ng
R? — R2
komutativni. To znamené, Ze musi platit
-3 1
e — Fey —— 4 e — Fe, 9
by | Vi b 1 Vo

Proto plati

P (7))
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(4) Matice M linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazi K> je jednozna¢né uréend matice M, pro kterou je

diagram
M
R? ——R?
coordK2T TcoordKQ
R2 — R?
komutativni. Protoze plati
M T F
R* —— R? RZ 1Rz R?
coordKQT Tcoord;{2 = coordKQT coordBT Tcoordx2
R2 : , R2 R2 - R2 . , R2
1

musi platit rovnost M = F - T, kde T je matice, ktera ¢ini diagram

R2 T ,R2

COOPd}QT Tcoordg

R2 o R2

komutativnim. Matici T nalezneme obvyklym zptisobem: musi platit

e —— Tey coordg(e) ey — Tey coordg(es)
€eq | (531 €eg | €2

Zbyva tedy nalézt coordp(e;) = (Z) a coordp(es) = (2) To znamend, Ze mame vytesit dvé
soustavy rovnic:

a-bi+b-by=¢; c-bi+d-by=ey

Tyto dvé soustavy rovnic lze sesadit do jediné€ rovnice

o (5 2)-(6 )

(b1 by) - T =E,

neboli

To znamena, ze musi platit

Dostavame tedy rovnost!

-1
1V piistich tématech jiz budeme schopni matici (; 2) spocitat.

Jiri Velebil: LAGsbirka 15. zari 2025, 10:12
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Ozna¢me jako B = (By, By, B3, B4) usporadanou bazi® prostoru Lin(R?,R?), kde

10 0 0 0 1 0 0
mefon) (o) me(o) 2e())

Daéle je zadana matice
7 3
A= )

f:Lin(R?,R?) — Lin(R%,R?), f(X)=X-A

nad R. Pro linedrni zobrazeni®

naleznéte matici M linedrniho zobrazeni f vzhledem k bézi B (tj. vzhledem k bazim B a B).

2To, 7e B je skuteén& baze linedrniho prostoru Lin(R2, R2), se ukaze analogicky jako v Problému 6.1.3.
bTo, 7e f je skuteéné linearni zobrazeni, je dokdzano v Problému 6.2.2.

7.1.2 Problém V tomto piikladu budeme pracovat s lineArnim prostorem Lin(R%,R?) nad R vSech line-
arnich zobrazeni z R? do R2. Vektory v Lin(R% R?) jsou redlné matice se dvéma fadky a dvéma sloupci.

% Reseni problému 7.1.2 Hledans matice je M =

S W o
w o N o
O = O
= O 0 O

% Komentar k problému 7.1.2 Hleddme matici M v komutativnim diagramu

R M R4

coordBT Tcoordlg

Lin(R?,R?) — Lin(R?,R?)
a tu nalezneme shodou na jednotlivych prvcich baze B.

(1) Shoda na prvku B; béze B:

e——— M- e

— O w O

Bt B, A

protoze plati

10 7T 3 73
B1-A—<O 0)-(8 4)—<0 O>—7~B1+O~B2+3-B3+0-B4

a tudiz coordp(B; - A) =

S W o
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(2) Shoda na prvku Bj baze B:

e —— M- ey

— w O N O

BQI BQA

protoze plati

0 0 7T 3 0 0
B2~A_(1 0>'(8 4)_<7 3>—O~B1+7~B2+O~B3+3~B4

a tudiz coordp(Bs - A) =

w o N o

(3) Shoda na prvku B3 béze B:

es——M - e3

F— O = O ®

Bst Bs- A

protoze plati

0 1 73 8 4
Boa= (00 (1) (5 D -smiomranioD,

o

a tudiz coordp(Bs - A) =

O =~ O

(4) Shoda na prvku By béze B:

ey ——M-eg ——

F—— &= O 00 O

Byt Bs A

protoze plati

0 0\ (7 3 0 0
B4~A:(O 1)-(8 4):<8 4>:0-B1+8'B2+0'B3+4'B4

a tudiz coordp(By - A) =

= O o O
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Protoze M = (M -e;,M- ey, M -e3,M - e4), plati

S W o
w o o
O = O
=~ O o O

7.1.3 Problém V tomto pfikladu pracujeme s linedrnim prostorem Z§3[x} nad Zs vSech polynomt ma-
ximalné tretiho stupné s koeficienty v Z5 a s neurcitou x.

(1) Ukaite, 7e seznam C = ((z + 2), (z + 2)%,z 4 2,1) je usporadand baze linearniho prostoru Z=>[z].

(2) Pro uspofadanou bézi B = (1, x, 22, 23) linearniho prostoru Z=?[z] a uspofadanou bézi C z bodu (1)
naleznéte matici To., g transofrmace soufadnic z baze C' do baze B.

% Reseni problému 7.1.3

(1) Resenim tohoto problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze {(z + 2)3, (z + 2)?,z + 2,1} je linedrné
nezavisla mnozina v linedrnim prostoru Z5%[z], ktera generuje prostor Z5?[x].
3 4 2 1
o |24 10
(2) Hledana matice je Top = 110 0
10 0 0

% Komentar k problému 7.1.3
(1) Ukazeme, 7e {(z + 2)3, (x + 2)2,2 + 2,1} je linearné nezévisl4 mnozina v linedrnim prostoru Z=>[z],
kter4 generuje prostor Z?B[x].
(a) Linearni nezévislost mnoziny {(z + 2)3, (z +2)%,z + 2,1}.
Zvolme jakékoli skalary a, b, ¢, d ze Z5, pro které plati rovnost
alr +2°2 + bz +2)* +c(z+2)+d=0
Chceme ukazat, ze a =b=c=d = 0.
Upravme vyraz a(x 4 2)® + b(z + 2)? + c(z + 2) + d v Z5°%[z]:
a(z+2)2 +bx+2)? +e(r+2)+d = a(z®+62%+ 120 +8) +b(z? + 4z +4) + c(x +2) +d
=z3+3
= ax® +bx? + (4b+ )z + (3a + 4b + 2¢ + d)

Musi tedy platit rovnost az® + bx? + (4b + ¢)z + (3a + 4b + 2¢ + d) = 0. Protoze jde o rovnost
dvou wvyraziu, musi platit ¢ = 0, b = 0, 4b+c = 0 a 3a + 4b + 2c + d = 0. To znamena, ze
a=b=c=d=0.
Ukézali jsme, ze mnozina {(z + 2)3, (z + 2)2, 2 + 2, 1} je linedrné nezavisla.
(b) Ukazeme, 7e span({(z +2), (z +2)%,z +2,1}) = Z5°[z]. Staci pochopitelné ukézat pouze inklusi
Z5°[2] Cspan({(z +2)°, (x +2)%,  +2,1}).
Protoze span({1,z, 22, 23}) = Z=*[z], budeme dokazovat inklusi
span({1,z,2%,2%}) C span({(x + 2)*, (z + 2)%, 2 +2,1})
a k tomu (podle vlastnosti linedrniho obalu) sta¢i ukdzat inklusi

{1,2,2% 2%} Cspan({(z + 2), (x +2)%, 2 + 2,1})

neboli: staci ukdzat nasledujici ¢tyfi podminky

2Pokud budeme ptedpokladat, ze zndme platnost rovnosti dim(Z?S[x]) = 4, stadi ukdzat, ze {(z + 2)°, (z + 2)%,z + 2,1} je

linedrné nezavisla mnozina. V linedrnim prostoru L dimense 4 je totiz kazdé linedrné nezévisla mnozina se ¢tyfmi prvky automaticky
bézi prostoru L.
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7.1. Matice linedrniho zobrazeni 95

(b1) 1 €span({(z +2)3, (z +2)%,z+2,1}).
(b2) x € span({(x +2)3, (x + 2)%, 2 + 2,1}).
(b3) 22 € span({(z +2)3, (z + 2)%, x + 2,1}).
(b4) 2 € span({(x +2)°, (z + 2)%, x + 2,1}).
Ty dokéazeme takto:
(b1) 1 € span({(z + 2)3, (z + 2)%,z + 2,1}) plati trivialne.
(b2) x € span({(x +2)3, (v + 2)?, 2 + 2,1}) plati, protoze z = 1- (z +2) —2- 1.
(b3) 22 € span({(x+2)3, (x +2)%,x +2,1}) plati, protoze 22 = 1- (z+2)? +1-2+1-1. Vyuzivime
toho, Ze x € span({(z + 2)3, (z + 2)2, 2 + 2, 1}) plati podle bodu (b2).
(b4) 2 € span({(x + 2)3, (x + 2)%,x + 2, 1}) plati, protoze 23 =1 (x +2)3 + 2 1.

Dokézali jsme, 7e mnozina {(z + 2)3, (z +2)%, 2 + 2,1} generuje prostor Z="[z].

)

(2) Transformacéni matice T p je definovina komutativnim diagramem

(Z5)* TE22 (Z5)!

coordcT TcoordB

<3 <3
Z5 o)l =g 25 [

Pro nalezeni T¢., g tedy je tedy nutné a staci, aby vysSe uvedeny ¢tverec komutoval na vSech prvcich
uspofddané baze C = ((x + 2)3, (v +2)%, 2 + 2,1). Matici Tc. p tedy lze nalézt pomoci nasledujicich
vypoctu:

(a) Shoda na prvnim prvku (z + 2)® uspotadané baze C:

e ——Tcp-e;

(x+2)31 (x

, protoze (r +2)% = 23 + 622 + 120+ 8 :$3+$2+2$+3VZ§3[5@~

3
kde coordp((z +2)3) = 8
1

(b) Shoda na druhém prvku (x + 2)? usporadané baze C:

4

4

eo—Teop-e 1

0

(z+2)%1 (z+2)2
1
kde coordp((z +2)?) = ? , protoze (x4 2)% = 22 + 4 + 4 v Z5%[z].

0
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96 Téma 7. Matice linearnich zobrazeni

(c) Shoda na tfetim prvku z + 2 uspofddané béze C:

es I—)TCHB - e3

+ oo~

T+ 2t T

kde coordp(z + 2) = ,protoiex+2:1'$+2'1VZ§3M~

OO =N

(d) Shoda na étvrtém prvku 1 uspotradané baze C:

1

0

e4|—>Tc,_>B - €y 0

0

14 1
1

kde coordp(1) = 8 ,protoze 1=1-1v 2533[%}~

0

Protoze Tcp = (Towp - €1, Tenp - €2, Towp - €3, Ton s - €4), plati

3 4 2 1
2 41 0
Tews=11 1 ¢ o
1 00 0

7.1.4 Problém Vyjadiete matici M rotace v R? nad R kolem poéatku o tihel o proti sméru hodinovych
rucicek v uspotddané bazi B = (a,b), kde

) -0

—1 .
% Reseni problému 7.1.4 Hledani matice® je M = (1 1) . (cosa e a) . (1 1).

1 0 sina  cosa 1 0
% Komentar k problému 7.1.4 Vime, Ze diagram

cosa —sina
sina  cos«

R2 R2
coordKQT TcoordKz
R? R?

Ra

3A% budeme umét poéitat inversi matice, budeme piiklad umét dopoéitat do konce. To uz je ale rutina na trovni kalkuldtoru.
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je komutativni. To plyne z definice matice: matice je definovdna vzhledem ke kanonické bazi.

My hleddme matici M v komutativnim diagramu

R2 L R2
CoordBT Tcoordg
R2 R2
R,
Protoze plati rovnost
M cosa —sina
2 2 . .
R®*——R ) Toes i, , \sina  cosa ) Tiyr )
R R R R
coordp coordp =
coordp coordx, coordg, coordp
R2 ——R?
Ro R2 R2 R2 R2
id R, id

staci nalézt matice Tk, a Tk,p5, & to pravé udélame.

Trik: kanonickd baze K5 je ,typu easy“ (viz pfednasku 5B). To znamend, Ze jsme schopni velmi rychle

nalézt matici T ., x,. Skutecné:
1 1
Tpok, = (1 0)

a proto

To znamena, Ze

Mo (11 71. cosa —sina) (1 1
A1 0 sina  cosa 1 0

ay

7.1.5 Problém At a = (
ag

b1\ . . 1 s,
) ab= (bl) jsou dva linedrné nezavislé vektory v linedrnim prostoru R?
2

nad R. Pro linedrni zobrazeni f : R?> — R? plati f(a) = f(b) = (g) Vyjadfete matici M linearniho
zobrazeni f vzhledem k bazi Ks (tj. vzhledem k bazim Ko a Ks).

3 3 as bg

% Komentar k problému 7.1.5 VSimnéme si, ze diagram

5 3

RZ — ~ +R?

coordBT TCOOI‘dK?

I?Qfﬂi2

—1
% ReSeni problému 7.1.5 Hledan4 matice* je M = (2 2) . (al bl) .

4 A% budeme umét poéitat inversi matice, budeme p¥iklad umét dopo¢itat do konce. To uZ je ale rutina na tGrovni kalkuldtoru.
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98 Téma 7. Matice linearnich zobrazeni

je komutativni, kde B je uspofaddand baze (a,b). Opravdu, plati totiz

e ()

My hleddme matici M v komutativnim diagramu

R? M, R?
coordKZT Tcoordxz
R? ——R?
Protoze plati rovnost
M 2 2
R2 N R2
R2 Ty B R2 3 3 R
coordKzT Tcoord}(2 =
COOI‘dKQT coordBT TcoordK2
R? —— R?
£ R2 R2 RZ

id f

sta¢i nalézt matici Tk, 5, a to pravé udélame.

Trik: kanonickd baze Ks je ,typu easy“ (viz pfednasku 5B). To znamend, Ze jsme schopni velmi rychle

nalézt matici T g, k,. Skutecné:
aq bl
T =
B— Ko (a2 b2>

a proto

Celkové tedy plati
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7.2 Operace s linearnimi zobrazenimi vs. operace s jejich maticemi

7.2.1 Problém At f:R? — R? je linearni zobrazeni s matici

2 4
—2f 3
2 -1

vzhledem k uspofddanym bazim B = (b, bs) a C = (cy, cg, c3). Naleznéte matici M vzhledem k bazim
B a C zobrazeni 4f : R? — R3.

% Reseni problému 7.2.1 Matice M vzhledem k bazim B a C zobrazeni 4f : R — R? je

8 16
M=|-8 12
8§ —4

% Komentar k problému 7.2.1 Podle zadani plati

2 4
-2 3
2 -1

RZ—— RS

coordBT Tcoordc

RZ—— +R3
£
To znamena, Ze
2 4 2 2 4 4
ei—— | -2 3 - e -2 e —— | -2 3 - €9 3
2 -1 2 2 -1 -1
byt f(bl) b 1 f(bg)
Pro matici M musi platit
2 4
er——M- e 4 -2 etH——M- ey 4- 3
2 -1
b 4 f(bl) b | 4 f(bg)
To znamena, Ze
2 4 8 16
M=4.-1-2 3 | =[-8 12
2 -1 8§ —4
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100 Téma 7. Matice linearnich zobrazeni

7.2.2 Problém Jsou déna linearni zobrazeni f; : Ly — Lo, g : L1 — Lo nad Z5. Déale jsou zadany:
usporddané baze B = (by, by, b3) prostoru L; a uspoiaddand béze C' = (¢, éy) prostoru Lo. Vite, Ze matice
zobrazeni f vzhledem k bazim B a C' je

2 3 2
<1 0 4> : (25)3 — (25)2
a ze matice zobrazeni g vzhledem k bazim B a C je

(& 5 1) @r—@r

Naleznéte matici linedrniho zobrazeni 2f + 3g : L1 —> Lo vzhledem k bazim B a C.

% Reseni problému 7.2.2 Matice linedrniho zobrazeni 2f + 3g : L; —» Ly vzhledem k bazim B a C je

(i3 9) @ —ar

% Komentafr k problému 7.2.2 Podle zadéani plati

(232) <o32>
1 0 4 4 4 1
3 3

(25) —————— (Z5)° (25) ————— (Z5)°
coordBT Td dT }oordc
I Lo Ly Lo
Plati tedy rovnosti
coordc (f(by)) = <1) coordce(f(bs)) = (g) coordc(f(bs)) = (i)

o

o

@]

=

Q.

Q

[0}
—

S

W
S~—
S~—

Il
Y
S~
N~

(]

(=]

o

=

(o8

Q
—
&

S
=

I
N
S~
~

o

o

@]

=

Q.

Q

o}
—

=

w
S~—

Il

— o
~

To znamena, Ze plati

coordc((2f + 3g) (b)) = 2coordc (£(b1)) + 3coorde(g(by)) = 2 -

2.(g)+3. @
() ()

coordc ((2f + 3g)(ba)) = 2coordc (£(by)) + 3coorde (g(b2))

coordc ((2f + 3g)(bs)) = 2coordc (£(bs)) + 3coorde (g(bs))

Celkové tedy plati, ze matice zobrazeni 2f + 3g vzhledem k bazim B a C je

5. (23 2) 5 (03 2)_(400
10 4 44 1) 4 21

Vypocty probihaji samoziejmé v Zs.

7.2.3 Problém At f: L; — L, je linedrni zobrazeni, kde dim(L;) = s a dim(Ly) =r. At M : F* — F*
je matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazim B a C. Zvolte pevny skalar a € F. Ukazte, Ze matice
aM : F" — F* je matice linearniho zobrazeni af : L1 — Ly vzhledem k bazim B a C.¢

Jedna se o zobecnéni Problému 7.2.1.
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% ReSeni problému 7.2.3 ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze matice aM : F* — F* je
matice linedrniho zobrazeni af : L; — Lo vzhledem k bazim B a C.
% Komentai k problému 7.2.3 Matice M je podle definice jedind matice, pro kterou je diagram

coordBT Tcoordc

komutativni. Pro kazdé j € {1,..., s} tedy plati

e; —— Me; —— COOI‘dc(f(gj))

| I

- -

by | £(b;)

—

kde B = (51, ..., bs) je uspofddand baze prostoru L.
Protoze pro kazdé j € {1,..., s} plati rovnost

(af)(b;) = a - £(5;)
plati i rovnost . . .
coordc((af)(b;)) = coordc(a - f(b;)) = a- coordc(f(b;))
a to znamena, ze diagram
Fe ML Fr

L, — Ly

je komutativni.

Dokazali jsme, Ze matice aM : F* — F° je matice linedrniho zobrazeni af : L1 — Ly vzhledem k bazim
BacC.

7.2.4 Problém At B = (by,b,) je uspotadana baze prostoru R? nad R. Je zadano linearni zobrazeni

f : RZ — R? s matici
2 -1
M=(5 %)

(1) Dokazte, ze linedrni zobrazeni f je isomorfismus.

vzhledem k usporadané bazi B.

(2) Dokazte, Ze matice linedrniho zobrazeni f=! : R — R? je matice M 1.

% Reseni problému 7.2.4

(1) ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, zZe linedrni zobrazeni f je isomorfismus.

(2) ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze matice linedrniho zobrazeni f=! : R> — R? je
matice M1,

% Komentar k problému 7.2.4

(1) Protoze sloupce matice M jsou linedrné nezavislé, je matice M isomorfismus. UkaZzeme, Ze linedrni
zobrazeni f je isomorfismus. Sta¢i ukazat, ze f je epimorfismus.
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102 Téma 7. Matice linearnich zobrazeni

Zvolme tedy vektor y v R%. Ukéazeme, Ze existuje vektor x v R? tak, ze f(x) = y. Oznaéme

@ M1~<Z> Xx=c-bi+d- b

Tvrdime, Ze f(x) = y. K tomu sta¢i ukdzat rovnost

coordp(y) = <Z>

coordp(f(x)) = coordp(y)

Protoze diagram
R2 M, R2

(e )—0
1 |

Ukézali jsme, Ze linedrni zobrazeni f je epimorfismus. Tudiz linearni zobrazeni f je isomorfismus.

je komutativni, plati

[ f(x)

(2) Podle bodu (1) existuje linedrni zobrazeni f~!. Ozna¢me jako X matici linedrniho zobrazeni f~!.
Potom diagram

R2_M g2 X g2

coordBT coordBT Tcoordg

R2— 3sRZ — 4 R?
f £1

ukazuje, Ze matice X - M je matice linedrniho zobrazeni f ! - f vzhledem k bazi B. Protoze f!-f = id
a protoze matice identického zobrazeni id vzhledem k bazi B je jednotkova matice Eq, musi platit

X - M=E;

Rovnost M - X = E, plyne analogicky analyzou diagramu

R2 X, R? M,R?

coordBT coordBT Tcoordg

R2 —— R?——R?
£! £

Ukézali jsme, ze X = M1,
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7.3 Problémy s navodem k resSeni

7.3.1 Problém V tomto pifkladu budeme pracovat s linedrnim prostorem Lin((Z7)?2, (Z7)?) nad Z7 viech

line4rnich zobrazeni ze (Z7)? do (Z7)?. Vektory v Lin((Z7)?2, (Z7)?) jsou matice se dvéma sloupci a dvéma
radky s polozkami ze Z;.
Ozna¢me jako B seznam (B1,Bs, B3, By), kde

10 0 0 0 1 0 0
(o) m=(0) m=(o) =0

Déle jsou zadany matice
6 3 1 3
=G =63
nad Z7.
Dale definujme zobrazeni f : Lin((Z7)?, (Z7)?) — Lin((Z7)?, (Z7)?) predpisem
f(X)=X-A+4-B-X

(1) Ukazte, Ze seznam B je uspofadana baze linearntho prostoru Lin((Z7)?%, (Z7)?).

(2) Ukazte, ze f je linedrni zobrazeni.

(3) Naleznéte matici M linedrniho zobrazeni f vzhledem k béazi B (tj. vzhledem k B a B).

% Reseni problému 7.3.1

(1) ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze B je uspoifddana béaze linearniho prostoru
Lin((Z7)?, (Z7)?).

(2) Resenim problému je spravné vedeny dikaz linearity zobrazeni f.

3 53 0
. |5 103
(3) Hledana matice je M = 30 3 5
03 5 1
% Navod k Feseni problému 7.3.1 Césti (1) a (2) se fesi standardnim zptisobem. Pro ¢ast (3) postupujte

podobné jako v Problému 7.1.2.

7.3.2 Problém V linearnim prostoru R? nad R je zaddna podmnozina

X
W={|y]| €eR®|z+y+2=0}
z

(1) Ukazte, ze W je linearni podprostor linearniho prostoru R3. Naértnéte obrazek mnoziny W.

(2) Oznacte jako

1 0 1
Vi = -1 Vo = 1 V3 = 1
0 =1l 1

Ukazte, ze

(a) span(vy,ve) = W.

(b) Vektory vy, va, vs jsou linedrné nezavislé.
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104 Téma 7. Matice linearnich zobrazeni

(3) Dejte geometricky vyznam linedrnimu zobrazeni f : R3 — R3, pro které plati f(v1) = vy, f(v2) =
Vo, f(Vg) = 0.

(4) Napiste matici M linedrniho zobrazeni f z bodu (3) vzhledem k uspofddané béazi (vi,va,vs) (tj.
vzhledem k uspofddanym bézim (v, vy, vs) a (vi,va,Vvs)).

(5) Napiste matici A linedrniho zobrazeni f z bodu (3) vzhledem ke kanonické bazi K3 (tj. vzhledem
k usporddanym bazim K3 a K3).

% Reseni problému 7.3.2
(1) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze W je linearni podprostor linearniho prostoru R®.
Déle je tfeba uvést nacrtek mnoziny W.
(2) (a) ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze span(vi,vy) = W.
(b) Refenim je spravné vedeny ditkaz linearni nezavislosti mnoziny {vi,va, v3}.

(3) Zobrazeni f je projekce na rovinu W ve sméru vs.

1 0 0
(4) Hledand maticeje M =0 1 0
0 0 O
1 0 1\ (/10 0 10 1\
(5) Hledana matice® je A= -1 1 1 010 -1 1 1
0 -1 1 0 0 O 0o -1 1

% Navod k feSeni problému 7.3.2

(1) Dtikaz toho, ze W je linedrni podprostor prostoru R? je standardni (naptiklad: ukazte uzavienost W
na tfi specidlni typy linedrnich kombinaci, viz pfednasku 2A). K ndértku mnoziny W vyuzijte nékteré
tfi body prostoru W, které zaruc¢ené v mnoziné W lezi.

(2) (a) Dokazte, ze span(vyi,va) C W a soucasné W C span(vy,va).

(b) Lze postupovat naptiklad takto: ukazte, Ze vektory vy, va jsou linedrné nezdvislé. Poté ukazte, ze
v3 & span(vy,vs). A nakonec pouZijte Problém 3.4.5.

(3) Nadrtnéte obrazek.
(4) Postupujte podobné jako v Problému 7.1.2.
(5) Postupujte podobné jako v Problému 7.1.4.

7.3.3 Problém Af f : L — L je linedrni zobrazeni, kde dim(L) = n. At M : F* — F" je matice
linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazi B. Ukazte, Ze plati

(1) Matice M je isomorfismus pravé tehdy, kdyz f je isomorfismus.

(2) Pokud je f isomorfismus, potom M~! je matice linedrniho zobrazeni f=! vzhledem k bazi B.

% Reseni problému 7.3.3
% Navod k feSeni problému 7.3.3 Postupujte podobné jako pfi feSeni Problému 7.2.4.

5A% budeme umét poéitat inversi matice, budeme piiklad umét dopoéitat do konce. To uz je ale rutina na trovni kalkulatoru.
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GEM a soustavy linearnich rovnic

Tyden v semestru:

BOBO1LAG(A) 23| 4|5 6|7 9 [ 10| 11|12 13| 14
ASBOILAG
B6BO1LAG 123 | 4|5 6|7 9 | 10|11 | 12| 13| 14

Co se procvicuje: GEM, soustavy linearnich rovnic, maticové rovnice.

Dulezité: vétsina piikladfi je mechanickych, tj. na ,trovni kalkuldtoru“. Radu dalsich piikladf si tedy
jste jisté schopni vymyslet sami (a spravnost feSeni ovéfit pomoci dostupnych online kalkuldtori). Lze
také vyuzit dostupnych doporucenych sbirek.

8.1 ResSeni soustav linearnich rovnic

8.1.1 Problém Naésledujici matice pfevedte na horni blokovy tvar. Déle uréete hodnost pfislusnych matic.
(1) Matice
2 3 1 4
-3 5 -2 1
4 -2 3 =3
3 6 2 2
nad R.
(2) Matice
2 4 3
4 3 4
5 5 2
2 1 2
nad Z;.

% Reseni problému 8.1.1 Horni blokovy tvar: feSenim obou problémi je spravné pouziti GEM (tj., spravné
pouziti elementarnich fadkovych tprav). Hodnost matice: feSenim obou problému je vyuziti horniho blo-
kového tvaru pro urceni hodnosti matice.
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106 Téma 8. GEM a soustavy linearnich rovnic

2 3 1 4 2 3 1 4

, , . -3 5 =2 1 . ” . 0 19 -1 14

(1) Horni blokovy tvar matice A _2 3 _3 nad R je (napfiklad) matice 0 0 11 —97
3 6 2 2 0 0 0 0

Plati rank(

(2) Horni blokovy tvar matice nad Z7 je (naptiklad) matice

N O N
— Ol W
N DN o W

% Komentar k problému 8.1.1 V obou pfipadech postupujeme podle GEM a vyznacujeme jednotlivé fad-
kové tipravy podle konvence z prednagky a skript (viz pfednasku 6A a AKLA, Pifklad 6.3.12fF):!

(1)
2 3 1 4 2 3 1 4 Ry
3 5 —2 1| |0 19 -1 14| 2R+3R,
4 -2 3 =3 0o -8 1 -11 Rs — 2R,
3 6 2 2 0o 3 1 —8 2R4s — 3R;
2 3 1 4 R4
0 19 -1 14 Ry
o o0 11 -97 19R3 + 8RRy
0 0 22 -194 19R, — 3R>
2 3 1 4 R
0 19 -1 14 Ry
0 0 11 -97| Rs
0 O 0 0 Ry — 2R3
2 3 1 4
o190 -1 14|, , ,
GEM skondila: matice 0 0 11 —o7l|ieV hornim blokovém tvaru.
0 O 0 0
2 3 1 4 2 3 1 4
, 3 5 -2 1] 019 -1 14
Podle GEM plati rovnost rank( A _2 3 _3 ) = rank( 0 0 11 —97 ). Hodnost ma-
3 6 2 2 0 O 0 0
2 3 1 4

0 19 -1 14
0o o0 11 -97
0 0 O 0

) = 3.

IDulezité: jednotlivé fadkové tpravy vyznacujte; ziskate tim kontrolu nad tim, zda jste udélali/neudélali numerickou chybu.
Numerické chyby budou do velké miry v zdpoctovych testech a u zkousky tolerovany, nebudou tolerovany chyby faktické, tj., Spatné
pouziti GEM. Nevymyslejte, prosim, sva vlastni znaceni; pouzivejte znaceni z prednéasky.
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(2) Upozornéni: pocitdme v Z.

2 4 3 2 4 3\ Ry
4 3 4 0 2 5| Ry—2R;
5 5 2 0 4 3| 2R3—5R;
2 1 2 0 4 6/ Rys— Ry
2 4 3\ Ry
0 2 5| Ry
0 0 0| R3s—2R,
0 0 3/ R4—2R,
2 4 3\ Ry
0 2 5| Ry
0 0 3| Ru
0 0 0/ Rs
2 4 3
o . 0 2 5. , ,
GEM skoncila: matice 0 0 3 je v hornim blokovém tvaru.
0 0 O
2 4 3 2 4 3
, 4 3 4 0 2 5 . . ,
Podle GEM plati rovnost rank( 5 5 9 ) = rank( 00 3 ). Hodnost matice v hornim blokovém
2 1 2 0 0 O
2 4 3 2 4 3
. Y., . e , 0 2 5 . . 4 3 4
tvaru je pocet jejich pivoti. Proto plati rank( 00 3 ) = 3. Ukéazali jsme, ze rank( 5 5 9 )=
0 0 O 2 1 2
3.
8.1.2 Problém Nad R je zadéna soustava rovnic
rT1 + x> + T3 + x4 = 3
X1 — Zo — T3 = 4
xr1 + i) — r3 — T4 — Irs = 5
21 + 2x9 — Ty = 8
r1 + To + bdry3 + dry + 225 = -1
(1) Zapiste zadanou soustavu jeji rozsifenou matici. Zapiste matici soustavy a vektor pravych stran.
(2) Vyfeste zadanou soustavu.
% ReSeni problému 8.1.2
1 1 1 1 0 3
1 -1 -1 0 0 4
(1) (a) Roz8ifena matice soustavyje | 1 1 -1 -1 —1| 5 nad R.
2 2 0 0 -—-1] 8
1 1 5 5 2 —1
1 1 1 1 0
1 -1 -1 0 0
(b) Matice zadané soustavy je [1 1 -1 —1 —1| nadR.
2 2 0 0 -1
1 1 5 5 2
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(2)

(¢) Vektor pravych stran zadané soustavy je nad R.

0 O i~ W

-1

Reseni zadané soustavy je mnozina, zapsand (napiiklad) jako

7/2 ~1/2 0

1/2 1/2 1/2
—1 | +span(| -1 |,|-1/2])
0 1 0

0 0 1

% Komentar k problému 8.1.2

(1)

Rozsifenou matici soustavy zapiSeme prepisem koeficient u jednotlivych nezndmgych soustavy a pra-
vych stran do polozek matice (viz pfednasku 6A). Rozsifend matice zadané soustavy tedy je

1 1 1 0 3
-1 -1 0 0 4
1 -1 -1 -1 5
2 0 0 —-1] 8
1 S 5 2 | -1

nad R

— N = ==

Matice soustavy je zadana koeficienty u jednotlivych neznamych soustavy do polozek matice. Matice
zadané soustavy tedy je

1 1 1 0

-1 -1 0 0

1 -1 -1 -1 nad R

2 0 0 -1

1 5 5 2

=N =

Vektor pravych stran je uréen zapisem pravych stran zadané soustavy do jednotlivych polozek vektoru.
Vektor pravych stran zadané soustavy tedy je

nad R

Co U =~ W

-1

K feSeni zadané soustavy pouzijeme Frobeniovu vétu (viz pfedndsku 6A). Nejprve tedy rozsifenou
matici soustavy pfevedeme pomoci GEM na horni blokovy tvar (poéitdme nad R):

1 1 1 1 013 1 1 1 1 013 R
1 -1 -1 0 0| 4 0 -2 -2 -1 0|1 Ry — Ry
1 1 -1 -1 -1/ 5 ~ 0 0 -2 -2 —1] 2 Ry — Ry
2 2 0 0 -1 8 0 0 -2 -2 —-1] 2 Ry — 2R,
1 1 5 5 2 |-1 0 0 4 4 2 |-4) R—-Ry

1 1 1 1 013\ R

0 -2 -2 -1 0|1 | R

~ 0 0 -2 -2 —-1]2 | R
0 0 0 0 0|0 | Ri—Rs
0 0 0 0 0|0/ Rs+2R;

GEM skondila. Protoze hodnost ptivodni matice je totozna s hodnosti jejiho horniho blokového tvaru,
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vime, Ze plati rovnosti

1 1 1 1 0 3 1 1 1 1 013
1 -1 -1 O 0 4 0 -2 -2 -1 0 |1
rank(] 1 1 -1 -1 —-1| 5 |)=rank(] O 0 -2 -2 —-1]2 [)=3
2 2 0 0 -1 8 0 O 0 0 010
11 5 5 2 |-1 0O 0 0 0 010
a
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0
1 -1 -1 O 0 0 -2 -2 -1 O
rank([1 1 -1 -1 —1|)=rank(|O0 0 -2 -2 —1]|)=3
2 2 0 0 -1 0 O 0 0 0
1 1 5 ) 2 0 O 0 0 0

Podle prvni ¢asti Frobeniovy véty mé zadana soustava

1 1 1 0
-1 -1 0 0
1 -1 -1 -1
2 0 0 -1
1 ) 5 2 | -1

=N
0 Ul = W

feSeni. Navic, podle GEM, vyfesit zadanou soustavu je totéZ jako vyfesSit soustavu v jejim hornim
blokovém tvaru. Nalezneme tedy TeSeni soustavy

1 1 1 0
-2 -2 -1 0
0o -2 -2 -1
o 0 0 O
o 0 0 O

OO O O
OO N = W

Hledané feSeni m4 tvar?
partikuldrni feseni + jddro matice soustavy

a my postup rozdélime na dvé ¢asti:

ph1
b2
(a) Hledéni partikularniho feseni. Partiklarni feSeni je jakgkoli vektor tvaru | ps |, ktery fesi soustavu
yz
bs

1 1 1 0
-2 -2 -1 0
0 -2 -2 -1
0 0 0 0
0 0 0 0

oo oo
SO N =W

Podle prednasky 6A miizeme libovolné zvolit polozky, na jejichz posicich nejsou pivoty, a zbytek
dopocteme. Pivoty lezi na prvni, druhé a tfeti posici, pivoty nelezi na ¢tvrté a paté posici. Zvolime
tedy polozky na ¢tvrté a paté posici. Nejpohodlnéjsi je zvolit py = 0 a p; = 0. Ziskdme tim vektor

P

b2

ps | a polozky ps, p2 a p1 dopoéteme (v tomto pofadi).

0

0

2Pfipomeiime, %e znaceni p + ker(A) je oznacdeni pro mnozinu {p + x | x € ker(A)}, neboli pro mnozinu {p + x | Ax = o}. Viz
prednéasku 6A.
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(al) Vypocet polozky ps provedeme ze tieti rovnice. To je rovnice, kterd mé pivot na tieti posici.
Tteti rovnice méa tvar
—2p3—2-0—1-0=2
a plati tedy ps = —1.
(a2) Vypocet polozky ps provedeme ze druhé rovnice. To je rovnice, kterd mé pivot na druhé posici.
Druha rovnice ma tvar
—2pp—2-(-1)—1-0-0-0=1
a plati tedy p = 1/2.
(a3) Vypocet polozky p; provedeme z prvni rovnice. To je rovnice, kterd mé pivot na prvni posici.
Prvni rovnice ma tvar

prA1-(1/2)+1-(-1)+1-040-0=3

a plati tedy p; = 7/2.
7/2
1/2
Partikularni fesSeni je vektor | —1
0
0
(b) Hledani jadra matice soustavy. ProtoZe hodnost matice soustavy je 3, je podle véty o dimensi
jadra a obrazu defekt matice soustavy roven 5 — 3 = 2. To znamena, ze jidro matice soustavy lze
nalézt ve tvaru

U1 U1
U2 V2
span(|us |, | vs |)
Ug Vg
Us Us
U1 U1
Ug (%)
kde vektory | us [, | v3 | jsou linedrné nezavislé a oba vektory fesi soustavu®
Ug V4
Us Us

1 1 1 0
-2 -2 -1 0
0 -2 -2 -1
o 0 0 O
0o 0 0 00

S oo o
o o o o

Pro nalezeni obou vektor® budeme postupovat analogicky predchozimu postupu: polozky vektori,
na jejichz posicich nejsou pivoty, mizeme zvolit libovolné, ostatni polozky dopocteme ze soustavy.

u1 U1
U2 V2
(bl) Zajistime nejprve linedrni nezavislost vektort | us | a | vs | tim, Ze na jejich posledni dvé
Uy V4
us Vs

polozky (to jsou posice, na kterych pivoty nejsou) ,rozprostieme jednotkovou matici“. To
znamend, ze budeme pracovat s vektory tvaru

Ui U1
U2 V2
us U3
1 0
0 1

Zbylé polozky dopocteme z rovnic, na kterych pivoty jsou.

3Ptipomenuti: pro matici A : F¥ — F7 je ker(A) = {x € F° | Ax = o}. Viz ptednasku 5A.
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Uy
U2
(b11) Dopocteni vektoru | us
1
0
Tfeti rovnice ma tvar
—2-u3—2-1-1-0=0
Tedy ug = —1.
Druh4 rovnice mé tvar
-2 -u—2-(-1)—-1-140-0=0
Tedy ue = 1/2.
Prvni rovnice mé tvar
lowg+1-(1/2)+1-(-1)+1-140-0=0
Tedy up = —1/2.
To znamena, Ze
(5% —1/2
U 1/2
us = -1
1 1
0 0
vy
V2
(b12) Dopoéteni vektoru | vs
1
0
Treti rovnice ma tvar
—2-v3—2-0—-1-1=0
Tedy v3 = —1/2.
Druha rovnice ma tvar
—2.05—2-(=1/2)=1-040-1=0
TEdy Vg = 1/2
Prvni rovnice méa tvar
l-vg+1-(1/2)+1-(-1/2)+1-04+0-1=0
Tedy v, = 0.
To znamena, Ze
U1 0
V2 1/2
V3 = 71/2
0 0
1 1
Jadro matice soustavy lze tedy zapsat jako
—1/2 0
1/2 1/2
span(| -1 |, —-1/2|)
1 0
0 1
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Uziteény trik: lze vyuzit obecného tvrzeni: pokud vektory u, v jsou linearné nezavislé, potom i
vektory au, bv jsou linedrné nezévislé, kde a, b jsou nenulové skalary.* Toho lze vyuzit k odstranéni
yheprijemnych® zlomkt. To znamena, ze plati

~1/2 0 ~1/2 0 ~1 0
1/2 1/2 1/2 1/2 1 1
span(| —1 |,]—-1/2|)=span(2-| -1 |,2-|—-1/2|)=span(|—-2],|—-1])
1 0 1 0 2 0
0 1 0 1 0 2

Celkové feseni soustavy

1 1 1 1 0 3

1 -1 -1 0 0 4

11 -1 -1 —-11] 5

2 2 0 0 -1/ 8

1 1 5 5 2 | -1

je tedy mnozina®

7/2 ~1/2 0 7/2 -1 0
1/2 1/2 1/2 1/2 1 1
—1 | +span(| -1 |,|[-1/2])=|—-1|+span(|—-2],]-1])
0 1 0 0 2 0
0 0 1 0 0 2

8.2 Reseni maticovych rovnic

8.2.1 Problém Vyieste maticovou rovnici A - X7 = X - A + B nad R, kde

2 2 -1 -1
IR O
% ResSeni problému 8.2.1 Mnozina vSech matic X, pro které plati rovnost A - X7 = X . A + B ma tvar

<_§ _01>+span(((1) ?))

% Komentar k problému 8.2.1 Rozmérova zkouska ndm dévéa, Ze matice X musi mit dva sloupce a dva
radky. Pouzijeme universdlni postup: oznacime

(2 2)
To T4

najdeme jednotlivé polozky jako FeSeni soustavy linearnich rovnic nad R a na zavér matici X ziskame
,roziiznutim“.

(1) Sestaveni soustavy linearnich rovnic.
Spocteme

A.-XT — 2 2 fx1 w3 T_ 2 2 fx1 w2\ _ 2x1 + 2x3 229 + 214
o 1 3 T2 X4 o 1 3 T3 X4 - T+ 3583 To + 3174

X. A= Tr1 I3 . 2 2 _ 2I1 + x3 2,I1+3I3
T\ 14 1 3) 7 \2w9+x4 219+ 314

4Mate plné k disposici techniku, kterd Vam umozni dokézat nasledujici tvrzeni: Af mnozina {51, ey En} je linearné nezdvisla

mnozina vektord v linedrnim prostoru L nad F. At a1, ..., an jsou nenulové skalary z F. Potom mnozina {a1 - b1,...,an -bn} je
linedrné nezdvisld. Dokazte toto tvrzeni.
5Dulezité: odstranit ,nepiijemné* zlomky z partikularniho feseni nelze.
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Na zavér upravime rovnost A - X7 = X - A + B na ekvivalentni rovnost A - X7 — X - A = B. Nejprve

spoCteme
2x1 + 2x3 229 + 22 2x1 +x3 271+ 3x
T ~. _ 1 3 2 4\ 1 3 1 3
A-X X-A < T1+3rx3 T+ 314 > <2x2 + x4 2x0 + 3ac4)
. T3 —2x1 4+ 229 — 323 + 214
o 1 — 2x9 + 3x3 — T4 —X2

Musi tedy platit rovnost

T3 —2x1 + 229 — 323 + 214 _ -1 -1
Ty — 229 + 323 — 14 —T9 2 3

Posledni rovnost plati pravé tehdy, kdyz odpovidajici polozky obou matic jsou stejné. To znamena, ze
musi byt splnéna soustava linearnich rovnic

T3 = -1

r1 — 29 4+ 3x3 — x4 = 2
—2x7 4+ 2z — 33 + 224 = -1
— X9 = 3

kterou zapiseme rozsifenou matici

1 2 . sy
(2) Soustavu 9 9 _3 9 |_1 vyfesime pomoci GEM a Frobeniovy véty, stejné jako v Pro-

0o -1 0 O 3
blému 8.1.2. Nejprve GEM:

0 0 1 0| -1 1 -2 3 -1\ 2 Ro
1 -2 3 -1\ 2 N 0 -1 0 0 3 Ry
-2 2 -3 2 |-1 0 0 1 0| -1 Ry
0 -1 0 0 3 -2 2 -3 2 |-1 Rs
1 -2 3 -1/ 2 Ry
N 0 -1 0 0 3 Ry
0O 0 1 0 ]-1 Rs
0 -2 3 0 3 Ry + 2R,
1 -2 3 -1/ 2 Ry
N 0 -1 0 0 3 Ry
0O 0 1 0 ]-1 Rs
0O 0 3 0|3 Ry — 2R,
1 -2 3 -1/ 2 Ry
N 0 -1 0 O 3 Ry
0O 0 1 0 ]-1 Rs
0 0 0 O 0 Ry —3R3
GEM skoncila. Plati
1 -2 3 -1 1 -2 3 -1/ 2
-1 0 O 0 -1 0 O 3
3 = rank( 0 0 1 0 ) = rank( 0 0 1 0 |-1 )=3
0 0 0 O 0o 0 0 O 0
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Podle Frobeniovy véty soustava

feSeni ma, a toto feSeni je ve tvaru

p1 Uy
b2 U2
+ span
s pan(| 1)
0 1
Polozky jednotlivych vektorti spo¢teme postupem, zndmym z Problému 8.1.2. Dostaneme feSeni ve
tvaru
-1 1
-3 0
1 + span( 0 )
0 1
(3) Zpétné sestaveni matice X.
Oznadili jsme
-2 )
To T4
a praveé jsme dokézali, ze plati rovnost
X1 -1 1
X9 T 0
{ |A- X" =X-A+B}= + span( )
X3 -1 0
Ty 0 1

To znamend, Ze mnoZina viech matic X, pro které plati rovnost A - X7 = X - A + B m4 tvar®
-1 -1 i ( 1 0 )
—3 0 )Mo 1

8.2.2 Problém Vyfeste maticovou rovnici A - X = B, kde

2 4 3 1 4
A‘(s 2 4) B_<3 2>

% Reseni problému 8.2.2 Celkové feseni rovnice A - X = B je”

jsou matice nad Zs.

0 0 0 0 0 0
4 1| +span([3 0],{0 3])
0 0 1 0 0 1
-1 1
6Povsimnéme si, jak jsme postupovali: zapis :i’ + span( 8 ) jsme ,roz¥izli“ mezi druhou a t¥eti polozkou a tim jsme ziskali
0 1
-1 1
. . w .| =3 0 (s o . (=1 =1 1 0
popis matic X. Rozfiznuti — + span( ) ) dava findlni zapis 3 0 + span( 0 1 ).
0

"Resenim je afinni podprostor dimense 2 v linedrnim prostoru Lin((Z5)2, (Z5))3.
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% Komentai k problému 8.2.2 Nejprve provedeme rozmérovou zkousku: jsou zadana linedrni zobrazeni

(Z5)? (Z5)?

a my hledame linearni zobrazeni X tak, aby trojihelnik

(Z5)> 2= (Z5)?

N

(Z5)?

byl komutativni. To znamend, Ze matice X musi mit dva sloupce a tii fadky. Pro sloupcovy zapis (x1,x2)

matice X tedy musi platit rovnost
(AXl, AXQ) = (bl, bg)

kde (b1, bs) je sloupcovy zépis matice B.

Potfebujeme tedy simultdnné vytesit soustavy (A | by) a (A | bs), neboli: musime simultdnné vyfesit
soustavu s rozsifenou matici (A | B). Budeme postupovat standardné:

(1) Pomoci GEM zjistime, zda simultdnni soustava

2 4 3|1 4
3 2 413 2
nad Zs ma feSeni:
2 4 3|1 4 2 4 3|1 4 Ry
3 2 4|13 2 0 2 4|3 2 2Ry — 3R,
Podle prvni ¢asti Frobeniovy véty, ma kaZdd ze soustav
2 4 3|1 2 4 3
02 4(3) * (o 2 4
feSeni, protoze plati rovnosti

an(§ 23 )ms(3 41w (] 42D (3 £ )

(2) Soustavy
1 2 4 3|4
3 a 0 2 4|2

vyfesime stejnym postupem® jako v Problému 8.1.2.

(a) Reseni soustavy

2 4 3|1
(0 2 4 3>
je
0 0
4| +span(|3])
0 1

8V tomto textu nebudeme vypisovat vSechny detaily feSeni jednotlivych soustav. Provedte odpovidajici vypoéty sami: jde
skutecné o stejny postup jako v Problému 8.1.2. Pouze nesmime zapomenout, ze pocitdme v Zs.
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(b) Reseni soustavy

7N
(=N )
[JURTN
A~ w
(NI
N———

je
0 0
1] +span(|3])
0 1

Celkové feseni rovnice A - X = B ziskdme ,sesazenim“ feseni jednotlivych soustav. To znamend, ze
celkové Feseni rovnice A - X = B je’

0 0 0 0 0 0
4 1) +span(|{3 0),(0 3]))
0 0 1 0 0 1
8.2.3 Problém Je zaddna matice
-2 -6 -3
M=|-2 -7 —4
1 2 1

nad R.
(1) Pomoci GEM zjistéte, zda M~! existuje.

(2) Pokud M~ existuje, naleznéte inversni matici M~! pro matici K vypoétu pouzijte (mirné zobec-
nénou) GEM.*

“Tomuto mirnému zobecnéni GEM se fikd Gaussova-Jordanova eliminace. Tento termin neni tfeba znat.

% Reseni problému 8.2.3

(1) Ano, matice M~ existuje.

(2) Plati

% Komentar k problému 8.2.3

(1) Vyuzijeme faktu, ze M1 existuje pravé tehdy, kdyz rank(M) = 3. Hodnost matice M zjistime pomoci
GEM, stejné jako v Problému 8.1.1.

-2 -6 -3 —2 -6 -3\ R
2 -7 4| ~ |0 -1 1| R—Ry
1 2 1 0 -2 -1/ 2R3+ Ry

-2 -6 -3\ R
~ 0 -1 —-1| Ry
0 0 1 R3 — 2R,
—2 —6 -3 —2 —6 -3\ "
Ukézali jsme, ze rank(| —2 —7 —4|)=3. To znamen4, ze | -2 -7 —4 existuje.
1 2 1 1 2 1

9Dulezité: ,sesazeni® je jing proces nez ,roziiznuti“, které jsme pouzili pii feseni Problému 8.2.2. Dalsi ptiklad ,sesazeni“
naleznete v Problému 8.4.4.
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(2) K nalezeni M~! sta¢i vyfesit maticovou rovnici M - X = Ej. Viz Problém 2.4 pro 6. tyden. Tuto
maticovou rovnici vyfesime analogickym zptsobem jako v Problému 8.2.2. Jedinym rozdilem je, zZe
pouzijeme mirné zobecnénou GEM:

-2 -6 -3|1 0 0 -2 -6 =31 00 Ry
-2 -7 —4]0 1 0 ~ 0 -1 —-1|-1 1 0 Ry — Ry
1 2 110 0 1 0 -2 —-1]1 0 2 2R3 + Ry
-2 -6 -3 1 0 O Ry
~ 0o -1 -1|-1 1 0 Ry
0 0 1 3 -2 2 Rs — 2R,
-2 —6 0|10 -6 6 R +3R3
~ 0 -1 0|2 -1 2 Ry + R3
o 0 1}13 -2 2 Rs
-2 -6 0|10 -6 6 Ry
~ 0 1 0|-2 1 =2 —Ry
o 0 13 -2 2 Rs
-2 0 0|-2 0 -6 Ry +6R;
~ 0 1 0(-2 1 =2 Ry
0o 0 13 -2 2 Rs
1 0 0|1 0 3 -1/2- Ry
~ 01 0-2 1 =2 Ry
00 13 -2 2 R3
Ukézali jsme, ze
1 0 3
M'=(-2 1 -2
3 -2 2

Dulezita poznamka: v praxi je rozumné body (1) a (2) ,provadét naraz“. To znamen4, %e rovnou spustime
vipodet M~! a upozornime na to, kdy jsme se dozvédéli, ze M ™! existuje:

-2 -6 =31 0 O -2 -6 -3| 1 0 0 Ry
-2 -7 —-410 1 0 ~ 0O -1 —-1]-1 1 0 Rs — Ry
1 2 110 0 1 O -2 —-1|] 1 0 2 2R3 + Ry
-2 -6 -3| 1 0 O Ry Ukézali jsme rank(M) = 3,
~ 0 -1 —-1|-1 1 0 Ry tedy M~ existuje.
0 0 1 3 -2 2 Rs — 2R, Pokracujeme ve vypoctu.

-2 -6 010 -6 6 R+ 3R3
~ 0 -1 0|2 -1 2 Ry + R3

0 0 1}3 -2 2 R3

-2 -6 0|10 -6 6 R’
~ 0 1 0|-2 1 =2 —Ry

0 0o 13 -2 2 Rs

-2 0 0|-2 0 -6 R +6R;
~ 0 1 0]-2 1 =2 Ry

0 0 1}3 -2 2 Rs

1 0 0] 1 0 3 -1/2- Ry
~ 01 0-2 1 =2 Ry

00 13 -2 2 Rs

8.3 Sestaveni soustavy, ktera ma zadané reseni
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118 Téma 8. GEM a soustavy linearnich rovnic

8.3.1 Problém Naleznéte jakoukoli soustavu rovnic (A | b), kterd mé jako feSeni afinni prodprostor

2 2 0
-1 0 0
1 | +span({1],]1])
2 0 3
1 0 1

dimense 2 v linedrnim prostoru R® nad R.

% ReSeni problému 8.3.1 Afinn{ prodprostor

2 2 0
-1 0 0
1 | +span(|1]|,|1])
2 0 3
1 0 1

dimense 2 v linedrnim prostoru R® nad R je fesenim (napiiklad) soustavy

01 0 0 0|-1
30 -6 2 0| 4
10 -2 0 2] 2

ned R.
% Komentar k problému 8.3.1 Predvedeme dva zpuisoby feSeni: prvni zpiisob je feSeni podle prednasky,
druhy zpfisob je ,elegantnéjsi“ uchopeni postupu z prednasky.'°
(1) Postup podle pfednasky.
Afinni podprostor

2 2 0
-1 0 0
1 | +span(|1],]1])
2 0 3
1 0 1

dimense 2 v linearnim prostoru R® nad R je fesenim soustavy (A | b), kde rank(A) = 3. Matici A lze
vybrat tak, aby A bylo epimorfismem, tj., vybereme A : R> — R3.
Vypocet rozdélime na dvé ¢asti:
(a) Nalezeni matice A.
Musi platit rovnost

ker(A) = span(

OO~ O N
_w = OO
S~—"

To znamena, Ze musi platit rovnosti

cCo oW
I

oo o

— W oo
I

oo o

100ba, postupy jsou ekvivalentni. Vyberte si ten, ktery Vam vice vyhovuje.
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8.3. Sestaveni soustavy, kterd mé zadané feseni 119

Jinymi slovy: podle definice sou¢inu matic plati maticova rovnost

cor~ oW
S e =
I
coo
oo o

Protoze pro jakékoli matice X, Y (pro které je souéin X -Y definovan) plati rovnost*! (X-Y)T =
YT . X" musi platit maticova rovnost

2010 0\ AT — 0 0 0
0 01 31 ~\0 0 O
Mame tedy nalézt jedno feSeni maticové rovnice

AT 5
R3 —~ 5 R°®

2 0 1 0 0
O3,2 0 01 3 1

2
R3
A to provedeme zptusobem, analogickym feSeni Problému 8.2.2. Médme nalézt jedno feSeni maticové
rovnice
2 01 0 0|0 0O
001 3 1[0 00
které ma linedrné nezavislé soupce. To znamend, ze mame nalézt t7i linedrné nezévisla feseni

jedné soustavy rovnic
2 01 0 0|0
0 01 3 1|0

a to udélame zpusobem, analogickym feSeni Problému 8.1.2: rozprostieme jednotkovou matici
na druhou, ¢étvrtou a patou polozku (to jsou posice, na které nejsou pivoty), polozku prvni a
tfet! vzdy dopocteme (to jsou posice, na kterych jsou pivoty). Tti linedrné nezavisla feseni této
soustavy jsou tedy naptiklad vektory

(U5} 0 U1 3/2 w1 1/2
1 1 0 0 0 0
us = 0 V3 = -3 ws = -1
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1

0 3 1
1 0 0
0 —6 -2
0 2 0
0 0 2

01 0 00
A=13 0 -6 2 0
10 -2 0 2

1 Dokazte toto tvrzeni; mate k disposici veskerou techniku, ktera je potieba.
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120 Téma 8. GEM a soustavy linearnich rovnic

(b) Nalezeni vektoru b pravych stran.

2
-1
ProtoZe vektor | 1 | musi byt partikuldrnim feSenim soustavy (A | b), musi platit rovnost
2
1
2
-1
A-l1]=b
2
1
To znamena, ze vypoctem
2
01 0 00 -1 -1
30 -6 20 1 =14
1 0 -2 0 2 2 2
1
nalezneme
-1
b=| 4
2
Afinni prodprostor
2 2 0
-1 0 0
1 | +span(|1],]1])
2 0 3
1 0 1
dimense 2 v linedrnim prostoru R® nad R je feSenim soustavy
01 0 0 0|-1
3 0 —6 2 0] 4
1 0 -2 0 2| 2
nad R.
(2) Elegantnéjsi postup.
Elegance spo¢iva v tom, Ze soustavu budeme hledat ve tvaru'? (N7 | b), kde rank(N7) = 3 a

N7 :R5 — R3. A% na toto oznaceni postupujeme stejné jako v bodu (1).

(a) Nalezeni matice N7
Musi platit maticova rovnost

2 0
00 00

NT. 11 1]=1]0 0
0 3 00
0 1

12Geometricky vyznam tohoto znaceni odhalime v Problémech 8.4.6 a 8.4.7.
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8.3. Sestaveni soustavy, kterd mé zadané feseni 121

neboli: trojuhelnik

R3 N RS

Oz 3

OO~ O
_w = OO

R2

musi byt komutativni.
Po transposici musi platit maticova rovnost

2.0 100y n_ (000
00131 “\o 0o

neboli: trojuhelnik

musi byt komutativni.
TudiZ (napfiklad)

0 3 1

1 0 O

N=|0 -6 -2

0 2 0

0o 0 2

a tedy

01 0 00
N'=1[3 0 -6 2 0
1 0 -2 0 2

(b) Nalezeni vektoru b probiha stejné jako v ¢asti (1). Tudiz
-1
b=| 4
2

Afinni prodprostor

2 2 0
-1 0 0
1 [ +span(|1],]1])
2 0 3
1 0 1

dimense 2 v linedrnim prostoru R® nad R je feSenim soustavy

01 0 0 0|-1
30 -6 2 0| 4
10 =2 0 2| 2

nad R.
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122 Téma 8. GEM a soustavy linearnich rovnic

8.3.2 Problém Naleznéte jakoukoli soustavu rovnic (A | b), kterd m4 jako feSeni afinni prodprostor®

)
1
3

dimense 0 v linearnim prostoru R? nad R.

2 2
2Casto budeme tento afinni podprostor { (1) } psat nepresné jako (1) .
3 3

% Reseni problému 8.3.2 Afinni prodprostor

2
1
3

dimense 0 v linedrnim prostoru R? nad R je feSenim (napiiklad) soustavy
1 0 02
01 01
0 0 1|3
% Komentar k problému 8.3.2 Predvedeme dva zptisoby feSeni: ,informovany odhad“ a postup podle pted-
nasky.

(1) Informovany odhad. Soustava

1 0 02
01 0|1
0 0 1/3
ma jediné Feseni
2
1
3
protoze matice soustavy je jednotkova.
(2) Postup podle pfednésky. Protoze plati rovnost
2 2 0
1 =|1] +span([0])
3 3 0
hleddme soustavu ve tvaru (A | b), kde
0 2
ker(A) =span([{0]) a A-|1]=Db
0 3

Budeme postupovat stejné jako v ¢asti (1) Problému 8.3.1.

(a) Nalezeni matice A. Radky matice A jsou linedrné nezavisla feeni soustavy rovnic ( 0 0 0 ‘ 0 )
Protoze tato soustava mé feseni span(eq, es, e3), plati

1
A=10
0

o~ O
_ o O
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8.3. Sestaveni soustavy, kterd mé zadané feseni 123

(b) Nalezeni vektoru b. Plati

2 1 0 0 2 2
b=A-[1]={0 1 0 11 =11
3 0 0 1 3 3

Ukazali jsme, ze

je jedinym FeSenim soustavy

S O =
o = O
_ o O
W = N

8.3.3 Problém Naleznéte jakoukoli soustavu rovnic (A | b), kterd mé jako feSeni afinni prodprostor

)

3
2
span( 1
0

dimense 1 v linedrnim prostoru R* nad R.

% Reseni problému 8.3.3 Hledan4 soustava je (napiiklad)

-2 3 0 010
-1 0 3 0]0
0 0 0 10

% Komentafl k problému 8.3.3 Budeme postupovat stejné jako v ¢asti (1) Problému 8.3.1.

(1) Nalezeni matice A. Radky matice A jsou linedrné nezévisld Feseni soustavy ( 3 210 ‘ 0 )
Mnozina FeSeni této soustavy je

—2/3\ [/-1/3\ /0 2\ /-1\ /0
span( L 0 0 ) = span( 3 0 0 )
P o |7 v [“lo)) T o] |3]|o
0 0 1 0 0 1
To znamena, Ze plati
-2 3 0 0
A=[-1 0 3 0
0 0 0 1
(2) Nalezeni vektoru b. Protoze
3 0 3
2 0 2
span( 1 ) = 0 + span( 1 )
0 0 0
pro vektor b plati
0 0
0 -2 3 0 0 0 0
b=A- ol = -1 0 3 0 ol = 0
0 0 0 0 1 0 0
Hledan4 soustava je (napiiklad)
-2 3 0 0|0
-1 0 3 0|0
0 0 0 110
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124 Téma 8. GEM a soustavy linearnich rovnic

8.4 Problémy s navodem k reseni

8.4.1 Problém

(1) Naleznéte hodnost matice

2 2 6 3 5 2

3 21 3 4 3

3 05 4 5 1

4 2 1 0 5 4

nad Z7.
(2) Naleznéte hodnost matice

2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
7T 0 7 5 10
4 -5 -1 —-10 -10

nad R.

% ReSeni problému 8.4.1

(1) Plati
22 6 3 5 2
3213 4 3
rank(| g 5 4 5 ) =4
42 105 4
(2) Plati
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -39
rank(f - 00 7 5 gy [)=2
4 -5 -1 —10 —10

% Navod k reSeni problému 8.4.1 Jednd se o standardni pouziti GEM. V obou pfipadech postupujte ana-
logicky Problému 8.1.1.

8.4.2 Problém Vyfeste soustavu zadanou rozsifenou matici
3 4 3 2|2
2 2 4 1|3
31 2 3|2
nad 25.
3 4 3 2|2
% ReSeni problému 8.4.2 Resenim soustavy | 2 2 4 1|3 | nad Zs je mnozina
31 2 3|2
4 0 0
0 3 2
ol TsPan(l |0
0 0 1

% Navod k reSeni problému 8.4.2 Jednd se o standardni vypocet: postupujte jako pfi feSeni Problému 8.1.2.
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8.4.3 Problém Obecnd linedrni maticovd rovnice nad F mé tvar
A-X+X-B+C-XT+X".-D=M
kde A, B, C, D jsou matice nad F a kde matice M nad F m4 s sloupcu a r radku.

(1) Naleznéte rozméry matic A, B, C, D a X tak, aby rovnost A- X+ X -B+C- X" +X7.D=M
meéla smysl.

(2) Popiste universdlni metodu, jak maticovou rovnici A - X +X - B + C- X7 + X7 . D = M vyfesit.

% Reseni problému 8.4.3

(1) Musi platit s = r a v8echny matice A, B, C, D, M, X musi mit s sloupct a s fadka.

(2) Universalni metoda feseni maticové rovnice A - X + X B+ C-XT +XT.D = M je analogicka feseni
Problému 8.2.1.

% Navod k feseni problému 8.4.3
(1) Vsechny matice A - X, X -B, C-X” a X - D musi mit s sloupcti a r fadkt. Musi tedy platit
Fe A pr s X e AL
coz znamena, ze matice X musi mit s sloupcu a p Ffadki, a matice A musi mit p sloupca a r Ffadki,
pro néjaké p.
Dale musi platit
S N - e S

To znamend, ze musi platit p = r. To znamena, ze X musi mit s sloupct a r fadk. Dale matice B
musi byt ¢tvercova o s sloupcich a a s fadcich.

Dale musi platit
X o X SR

To znamenad, ze musi platit s = r. Jinymi slovy, vSechny matice X, A, B, C, M jsou c¢tvercové o s
sloupcich a s fadcich.

Nakonec musi platit
X B s D X
a to znamena, Ze i matice D musi mit s sloupcti a s Ffadk.
Zavér: musi platit s = r a vSechny matice A, B, C, D, M, X musi mit s sloupcu a s fadku.
(2) Oznacte

11 X12 ... T1s mi1 Mi2 ... Mg

21 X222 ... X2g mo1 Moo ... Mag
X = M =

Ts1 T2 co. Tgs mg1 Mg2 oo Mg

a spoététe polozky matice A - X + X -B + C-XT + X7 . D. Z rovnosti

A X+X-B+C-X"T+XT.-D=M

2 2

sestavte soustavu s° rovnic o s* neznamych, analogicky Problému 8.2.1. Tuto soustavu vyfeste analo-
gicky Problému 8.1.2. Na z&vér feseni soustavy s2 rovnic o s? neznamych ,rozfezte” analogicky feseni
Problému 8.2.1. Tim dostanete popis vSech matic X, pro které plati rovnost

A X+X-B+C-XT+XT.D=M
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126 Téma 8. GEM a soustavy linearnich rovnic

8.4.4 Problém Vyfteste maticovou rovnici A - X = B, kde
2 3 36 45 3 1
A_<146222> @ B_(l 3)

jsou matice nad Z7.

% ReSeni problému 8.4.4 ReSenim maticové rovnice

2 3 3 6 4 5|3 1
146 2 2 2|1 3
je mnozina'3
6 6 0 0 2 0 5 0 0 0 0 0 0 2 0 5 0 0
4 1 6 0 6 0 0 0 3 0 0 6 0 6 0 0 0 3
0 0 + span( 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 )
0 0 P O ol’l1T Of’fo Of’]JO O]’)J0 O]’10 11710 OO0 O
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

% Navod k FeSeni problému 8.4.4 ZapiSte simultdnni soustavu
2 3 36 4 5|31
1 46 2 2 2|1 3

a tu vyfreste zptsobem, analogickym feseni Problému 8.2.2. Nezapomente pocitat nad Z;.

8.4.5 Problém Pokud existuje, naleznéte inversi k soucinu
1 0 1 1 00
01 0J-{2 1 0
0 0 1 3 4 1
matic nad R.
% ReSeni problému 8.4.5 Plati
10 1\ /10 0\\ " 1 0 -1
0 1 0 2 10 =1-2 1 2
0 0 1 3 4 1 5 —4 —4

% Navod k feseni problému 8.4.5 Lze postupovat dvéma zpuspby: standardné nebo elegantné.

(1) Standardni postup.

Spoctéte
1 0 1 1 0 0 4 4 1
01 0 21 0]1=12 10
0 0 1 3 41 3 4 1
a poté naleznéte
4 4 1\
2 1 0
3 4 1
zpusobem, analogickym FeSeni Problému 8.2.3.

I3Resenim zadané maticové rovnice je tedy afinni podprostor dimense 8 v linedrnim prostoru Lin((Z7)2, (Z7)%).
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(2) Elegantni postup.
Uvédomte si, Ze pro ¢tvercové matice P, B stejnych rozméri plati nasledujici tvrzeni:'*
Matice (B-P)~1 existuje pravé tehdy, kdyz existuji P~ a B=1. V tomto pripadé plati (B-P)~1 =
P-1.B7L

Pro jednotlivé matice je snadné nalézt jejich inverse

-1 -1

1 0 1 1 0 -1 1 0 0 1 0 O
01 0] =101 0 a 21 0] =1-2 1 0
0 0 1 0 0 1 3 41 5 —4 1
Plati tedy
101\ /1 oo\\"' /tooy"' /1o 1\" 1 0 0\ /10 -1
0 1 0 210 =(2 10 010 =1-2 1 0 01 0
0 0 1 3 41 3 4 1 0 0 1 5 —4 1 0 0 1
a posledni maticovy soucin uz je snadné spocitat.
8.4.6 Problém Naleznéte soustavu rovnic tvaru (N7 | b), kterd m4 jako feseni afinni podprostor
2 0 2
1 | +span([1],11])
-2 2 0
dimense 2 v R3. Dejte svym vypoétiim geometrickou interpretaci.
% Reseni problému 8.4.6
(1) Afinni podprostor
2 0 2
1 | +span({1],]1])
-2 2 0
dimense 2 v R? je zadan (napiiklad) soustavou rovnic
(1 -2 1|-2)
nad R. To znamena, Ze
1
N=|-2 a b= (-2)
1
Tézkopadnéjsi zptisob zapisu nalezené soustavy je rovnice
T—2y+z2=-2
nad R.
(2) Geometricka interpretace:
(a) Afinni podprostor
2 0 2
1 | +span([1],]1])
-2 2 0
2
dimense 2 v R? je parametricky zapis roviny, ktera prochazi bodem | 1 | a kterd ma smér zadany
-2

0 2
seznamem (| 1], 1]).
2 0

14Viz Problém 1.3.5.
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128 Téma 8. GEM a soustavy linearnich rovnic

1
(b) Sloupec | —2 | matice N je normdla roviny
1

T—2y+z=-2

nad R.
% Navod k feSeni problému 8.4.6

(1) Postupujte stejnym zptisobem jako pfi feSeni Problému 8.3.1.
(2) Geometrickd interpretace:
(a) Zapis
2 0 2
1 | 4+span([1],11])
-2 2 0

je elegantni zkratkou za tézkopadny zapis mnoziny

2 0 2
{1l 1 |+7r-(1]+s-|1] |kderasjsouzR}
-2 2 0
2
co? je parametricky zapis roviny v R3, kterad prochazi bodem 1 a kterd ma smér zadany
-2
0 2
seznamem (| 1|,[1]).*°
2 0

(b) Sloupec matice N je normdla roviny
T—2y+z=-2
nad R.

8.4.7 Problém Naleznéte soustavu rovnic tvaru (N7 | b), kterd ma jako feseni afinni podprostor

1 3
1] +span(|1])
1 2

dimense 1 v R3. Dejte svym vypoétiim geometrickou interpretaci.

% Reseni problému 8.4.7

(1) Afinni podprostor

1 3
1| +span(|1])
1 2
2+ 2s
150béas se objevuje zapis jesté tézkopadnéjsi: tuto mnozinu miizeme zapsat i ve tvaru {| 1 +7+ s | | kde r a s jsou z R}, nebo
—242r
T
dokonce ve tvaru {|y | |z =24+2s,y=1+r+s, z=—242r, kde r a s jsou z R}. Je zjevné, Ze zapisy jsou ¢im dal, tim vice

z

O = N

2 0
nepiehlednéjsi. Pouzivejte proto Cisty a jasny zapis ( 1 ) + span( (1) , (
—2 2

)) Pouceni: pouZiti (a oznadent) parametri je zlo,

kterému se lze vyhnout.
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dimense 1 v R? je fesenim (napiiklad) soustavy
-1 3 0|2
-2 0 3|1
-1 -2 9
N=[3 o0 a b= (1)
0 3

Tézkopadnéjsi zapis nalezené soustavy rovnic je soustava'®

nad R. To znamena, Ze

—xr + 3y = 2
—2z + 3z =1
nad R.
(2) Geometricka interpretace:
(a) Zéapis
1 3
1| +span(|1])
1 2

je elegantni zptisob zapisu mnoziny

1 3
{{1)+r-[1]]|kderjezR}
1 2

1 3
co? je piimka v R3, ktera prochazi bodem | 1| a kterd ma smér [ 1 |.17
1 2
1\ /-2
(b) Sloupce | 3 |, | 0 | matice N jsou sméry (linedrné nezavislych!) normal k zadané pfimce.
0 3
% Navod k reSeni problému 8.4.7
(1) Postupujte stejnym zpisobem jako pfi feSeni Problému 8.3.1.
(2) Geometricka interpretace:
(a) Afinni podprostor
1 3
1] +span(|1])
1 2
1 3
dimense 1 v R? je piimka v R3, ktera prochazi bodem [ 1| a kterd ma smér | 1
1 2
“1\ /-2
(b) Sloupce | 3 |, | 0 | matice N jsou sméry (linedrné nezavislych!) normal k zadané pfimce.
0 3
1 3
16Této soustavé lze fikat obecnd rovnice piimky | 1 | +span(| 1]) v R3.
1 2
14 3r
17Obcas se objevuje zapis jesté tézkopadnéjsi: tuto mnozinu miZeme zapsat i ve tvaru {| 147 | kde r je z R}. Existuje
14 2r

x
pochopitelné jesté tézkopadnéjsi zapis { (y) | z=143r,y=1+7,2=1+42r, kde r je z R}. Pouzivejte ¢isty a jasny zipis ve

z
1

tvaru | 1] + span(
1
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Téma 9

Permutace a determinant matice

Tyden v semestru:

BOBOILAG(A) 98 58 39 4| 5| 6| 7 | 8 10|11 |12 |13 | 14
ASBOILAG
B6BO1LAG 12 |3 | 4|5 |6 | 7|8 10 11|12 | 13 | 14

Co se procvicuje: permutace, vypocty determinantu ¢vercové matice z definice a pomoci GEM, geome-
tricky vyznam determinantu ¢vercové matice.

9.1 Vypocty s permutacemi a definice determinantu

9.1.1 Problém Af n je pfirozené ¢islo. Ukazte, ze mnozZina S, mé presné n! prvki, kde®
1, pokud n =0
nl =
n-(n—1), pokudn>1

je faktorial pfirozeného cisla n.

n
%Pro¢ definujeme 0! = 17 Uvédomme si, ze chceme, aby platilo n! = H k. To znamen3, ze 0! musi byt hodnota prazdného

k=1
0

souéinu [ [ k, coz je 1. Viz Problém 1.4.2.
k=1

% ResSeni problému 9.1.1 ReSenim problému je spravné vedeny dtikaz toho, Ze mnozina S, mé presné n!

prvki.
% Komentar k problému 9.1.1 Podle definice faktoridlu rozdélime dilkaz na dvé ¢asti.
(1) n=0.
Podle konvence je mnoZina {1,...,0} prazdna. MnoZina Sy je tedy mnozina vSech permutaci prazdné

mnoziny. Podle definice funkce (viz pfednasku 3B) existuje pouze jedna funkce z () do 0, sice § : § — 0.
Zbyva ukazat, %e funkce () je bijekce (tj., ze 0 : ) — @ je injekce a surjekce).
(a) Funkce 0 : ) — 0 je injekee.

Mame ukazat platnost implikace:

Pro viechna z, ' z () plati: jestlize O(x) = O(a’), potom z = 2.
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9.1. Vypocty s permutacemi a definice determinantu 131

Toto tvrzeni plati z nasledujiciho divodu: jakékoli tvrzeni tvaru
Pro viechna x € () plati BLAHBLAH.

je pravdivé. Nelze totiZ nalézt protipfiklad, tj. neeristuje = € (), pro které vlastnost BLAHBLAH
neplati.
Ukézali jsme, ze () : ) — 0 je injekce.
(b) Funkce 0 : ) — 0 je surjekce.
Méme ukézat platnost tvrzeni:

Pro vsechna y 2z 0 existuje x z ) tak, Ze O(z) = y.
Toto tvrzeni plati ze stejného diivodu, ktery je uveden v asti (a): jakékoli tvrzeni tvaru
Pro vsechna z € ) plati BLAHBLAH.

je pravdivé.

Ukézali jsme, ze () : ) — 0 je surjekce.
Ukézali jsme, ze ) : ) — @ je injekce a surjekce. To znamend, ze () : ) — @ je permutace prazdné
mnoziny. To znamend, Ze Sy ma presné 1 prvek. Protoze 0! = 1, je ditkaz hotov.

(2) n>1.
Podle definice n! plati v tomto pfipadé rovnost
nl=n-(n-1)-(n—-2)-...-2-1
Kazdou permutaci 7 : {1,...,n} — {1,...,n} zakédujeme seznamem

(m(1),7(2),...,m(n))
délky n. Protoze permutace 7 je bijekce, musi tento seznam obsahovat vSechna ¢isla z mnoziny
{1a 27 ) TL}
Obracené: kazdy seznam

(p1,p2,- -, Pn)
délky n, obsahujici vSechna ¢isla z mnoziny {1, 2, -, n}, kéduje permutaci 7 : {1,...,n} — {1,...,n},
predpisem

(1) =p1, w(2)=p2, ..., 7w(n)=pn

Toto kédovani m «~ (p1,...,pn) je vzadjemné jednoznaéné. Abychom spocetli podet prvkiét mnoziny
Sy, stacl tedy spocitat pocet seznamu

(P1,P2; -+ Pn)
délky n, obsahujici v8echna éisla z mnoziny {1,2,...,n}.

Pii konstrukci takového seznamu smime posici p; obsadit n riznymi symboly, posici ps uz smime
obsadit pouze (n — 1) rlznymi symboly, atd. Podle pravidla sou¢inu elementérni kombinatoriky tedy
vytvorime celkem

n-(n—1-(n—-2)-...-2-1

ruznych seznamu. Ukdzali jsme, Ze mnozina S, obsahuje n! prvki.

9.1.2 Problém V mnoziné S,, zvolte pevné permutaci my. Oznacte jako L., : S,, — S,, a Ry, : S, —
S,, zobrazeni, zadané hodnotami®

Ly, (m)=my -7 Ry (m) =m -7
1) Ukazte, ze obé zobrazeni L,, a R., jsou bijekce.
0 0
(2) Ukazte, ze pro vSechna 0 < n < 2 a pro kazdou permutaci mg z S,, plati L, = Rn,.

(3) Ukazte, ze pro vSechna n > 3 lze v \S,, zvolit mg tak, Ze L, # Ry,.

2VzneSené (v teorii grup) se zobrazeni Ly, ¥ika levd translace o mo a zobrazeni R, se fikd pravd translace o mg. Tato
terminologie je nepovinnd neni nutne ji znat
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132 Téma 9. Permutace a determinant matice

* Reseni problému 9.1.2

(1) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze ob& zobrazeni L., a R,, jsou bijekce (tj., Ze obé
zobrazeni L., a R., jsou injekce a surjekce).

(2) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze pro vSechna 0 < n < 2 a pro kazdou permutaci
7o 2 Sy, plati Ly, = Ry, .

(3) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze pro vSechna n > 3 lze v S, zvolit 7y tak, ze

L, # Rn,-
% Komentar k problému 9.1.2

(1) Ukdzeme, ze obé& L., a R,, jsou bijekce (tj., Ze obé zobrazeni L., a R,, jsou injekce a surjekce).
Pfedvedeme ,klasicky“ dikaz a diikaz pomoci strunovych diagrami.
(a) Klasicky dukaz.
(al) Zobrazeni L., je bijekce.
(all) Zobrazeni L., je injekce (tj., L, je prosté zobrazeni).
Podle definice injektivity chceme dokazat: jestlize L., (m) = Ly, (7’), potom m = 7.
At tedy plati Ly, (7) = Ly, (7). To znamen4, 7e 7o - ™ = mo - 7. Protoze (my) ™! existuje,
plati rovnost (mp) ™! - (mo - 7) = (7o) "L (w0 - 7). Protoze ndsobeni permutaci je asociativni,
plati ((mo) =t 7o) m = ((mo) "L -mp) - 7'. Protoze (mo) ! je inverse k 7o, plati id,, - 7w = id,, - 7'.
ProtozZe id,, je neutralni prvek vzhledem k ndsobeni v S,,, plati rovnost m = 7.
Ukazali jsme, Zze ,L je injekce.
(al2) Zobrazeni L, je surjekce (tj., L, je zobrazeni na).
Podle definice surjektivity chceme dokézat: pro kazdé m z S, existuje 7’ tak, ze L, (7’') = 7.
Zvolme tedy 7 z S,,. Definujme 7’ = (75)~! - 7. Potom plati

Lo (') =m0 - ((mo) ™" - m) = (mo - (Wo)_l) m=idy, =7

Ukézali jsme, ze L., je surjekce.
Ukézali jsme, ze L., je bijekce.
(a2) Zobrazeni R, je bijekce.

(b11) Zobrazeni R, je injekce (tj., Rx, je prosté zobrazeni).
Podle definice injektivity chceme dokazat: jestlize Ry, (7) = R, (%), potom 7 = 7’.
Af tedy plati R, (7) = Ry, (7). To znamen4, %e 7 - my = 7’ - mp. Protoze (my)~! existuje,
plati rovnost (7-m) - (m9) ! = (7' - mg) - (m9) . Protoze ndsobeni permutaci je asociativni,
plati - (mo - (mo)~!) = 7'+ (mo - () ~1). Protoze (mo) ! je inverse k 7o, plati 7-id,, = 7’-id,,.
Protoze id,, je neutralni prvek vzhledem k nasobeni v S,,, plati rovnost m = ’.
Ukézali jsme, ze R, je injekce.

(b12) Zobrazeni R, je surjekce (tj., Rr, je zobrazeni na).
Podle definice surjektivity chceme dokazat: pro kazdé « z S,, existuje 7’ tak, ze Ry, (7') = .
Zvolme tedy 7 z S,,. Definujme 7' = 7 - (my) . Potom plati

Rey(r) = (m-(mo) ™) -mo=7-(mo) " -mo) =m-id,, =7
Ukézali jsme, ze Ry, je surjekce.
Ukézali jsme, ze R, je bijekce.

(b) Dtikaz pomoci strunovych diagrami.
Nejprve zavedme znaceni

o (mo) ™t id,, m

pro permutace 7o, (mo) "}, id,, a obecnou permutaci 7. Dale si uvédomme, Ze plati rovnosti

o (mo) ™"
_ il _

(o)~ o
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a ze zobrazeni L., a Ry, jsou popsana takto:

I

0 -

I

=y
3
|

(bl) Zobrazeni L, je bijekce.
(b11) Zobrazeni L., je injekce.
At plati L, (7) = Lr,(7"). To znamend, ze plati

a tudiz

neboli

Ukazali jsme, ze

neboli: ukazali jsme, ze L., je injekce.
(b12) Zobrazeni L, je surjekce.
Zvolme libovolnou permutaci 7. Protoze plati
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134 Téma 9. Permutace a determinant matice

ukédzali jsme, ze L, ((mo)~! - 7) = m. Zobrazeni L, je surjekce.
(b2) Zobrazeni R, je bijekce.

(b21) Zobrazeni R, je injekce.
At plati Ry, (7w) = Ry, (7). To znamena, ze plati

a tudiz

neboli

Ukézali jsme, ze

neboli: ukazali jsme, ze R., je injekce.
(b22) Zobrazeni R, je surjekce.
Zvolme libovolnou permutaci 7. Protoze plati

ukizali jsme, %e Ry, (m - (7o) ™) = 7. Zobrazeni R, je surjekce.
Poznamka: dikaz pomoci strunovych diagramii je naroény na misto, podle mého soudu je vSak
nazorny a snadno zapamatovatelny. Samoziejmeé: smite pouzit jakgkoli korektni dukaz.
(2) Dtikaz rozdélime na t¥i ¢asti.
(a) n=0.
Mnozina So m4 jediny prvek @), viz Problém 9.1.1. Existuje tedy jediné zobrazeni f : Sg — S,
sice f(0) = 0. Proto Ly = f a Ry = f, tedy Ly = Ry.
(b) n=1.
Mnozina S; ma jediny prvek id;, viz Problém 9.1.1. Existuje tedy jediné zobrazeni f : S — S,
sice f(idy) = idy. Proto Lig, = f a Ria, = f, tedy Liq, = Rid,-
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(¢) n=2.
Mnozina S; ma dva prvky, které oznacime nasledovné:

1 ) 1 2
1 ) 1 2
a B

(c1) Ptipad 7y = a. Tabulky funkénich hodnot pro L, a R, vypadaji nésledovné:

7 || La(m) 7 || Ra(m)

To znamena, ze L, = R,.

(c2) Piipad mg = 8. Tabulky funkénich hodnot pro Lg a Rg vypadaji nésledovné:

7 || Lg(w) 7 || Rg(m)
B o B
B

To znamena, 7ze Lg = Rg.

(3) At n > 3. Potfebujeme nalézt permutaci my v S,, takovou, ze L, # Rr,. K tomu potfebujeme nalézt
permutaci m v S, tak, ze plati L, (m) # Rr, (7). Celkové: potfebujeme nalézt permutace mp a 7 v .Sy,
tak, ze mg - T # W .

Definujeme

1 2 3 4 n 1 2 3 4 n
0 N R R

1 2 3 4 n 1 2 3 4 n
Potom

1 2 3 4 n 1 2 3 4 n
Ty T = >%< ‘ Ty = >§< ‘

1 2 3 4 n 1 2 3 4 n

To znamena, %e my - ™ # T - 7.
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9.1.3 Problém Vjétem hodnot je zaddna permutace 7 : {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6} néasledovné:

1—4, 2—3, 3—5 4—1 5—2 6—6
(1) Zapiste permutaci 7 strunovym diagramem.
(2) Urcete sign(m).
(3) Zapiste s¢itanec v determinantu matice
a1 612 613 G4 Q15 Q6
Q21 Q22 QA23 424 Q25 (26
A | %1 @32 as3 434 azs 36
aq1 Q42 @43 Q44 Q45 Q46
as1 G52 (53 (54 Q455 456
as1 G62 G63 Q64 Q65 Q66
ktery permutace m urcuje.
% Reseni problému 9.1.3
(1) Strunovy diagram permutace 7 je
1 2 3 4 )
1 2 3 4 5

(2) Znaménko 7 je sign(w) = —1.

(3) Scitanec v definici determinantu matice A, ktery je uréen permutaci 7, je —a41 - asa - a3 - a14 - a25 - Agg-

% Komentar k problému 9.1.3

(1) Strunovy diagram permutace 7 je

1 2
1 2
protoze 7 je zadana hodnotami
1—4, 23,

a strunovy diagram ¢teme odshora dolt.

(2) Ve strunovém diagramu

1 2

35,

3

4 )
4 )
41,

4 5
4 )

95— 2,

6+—6

permutace 7 je celkem 7 prekfizeni strun. Protoze 7 je liché cislo, je m lichd permutace. Plati tedy

rovnost sign(w) = —1.
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(3) Pod strunovy diagram permutace 7 zapiSeme vybér posic v matici A, které permutace 7 uréuje:

Sc¢itanec v definici determinantu matice A, ktery je uréen permutaci 7, tedy je

Sigﬂ(ﬂ) c Q41 - Q32 - A53 - A14 * G25 - A6 = —A41 * A32 * A53 * A14 - A25 * A66

9.2 Vypocet determinantu z definice nebo pomoci GEM

9.2.1 Problém Spoctéte z definice®

2 -2 5
3 1 =3
1 4 2

nad R.

“Vypoctu determinantu matice rozméru 3 x 3 se tikd Sarrusovo pravidlo. Tento termin je nepovinng. Metodu vypocétu
determinatu matic rozméri 3 X 3 (a rozméri 2 X 2) je vSak tfeba zautomatisovat — v nasledujicich partiich pdjde o ,malou

nasobilku“.
2 =2 5
% ReSeni problému 9.2.1 Plati [ 3 1 —3 | =101.
1 4 2

% Komentaf k problému 9.2.1 Nejprve vypiSeme vSechny permutace mnoziny {1,2,3}. Poté, pro kazdou
permutaci m € S zapiSeme Clen

Sign(m) - an(1),1 - Gr(2),2 - On(3),3
a nakonec viechny tyto ¢leny sedteme.!
(1) Vypis v8ech permutaci z mnoziny Ss.

Protoze 3! = 6, musime zapsat 6 permutaci. KaZdou permutaci zapiSeme strunovym diagramem. Nej-
prve zapiseme vSechny sudé permutace, poté vSechny liché permutace. Pro kazdou permutaci zapiseme
také vybér prvkt matice, ktery dand permutace urcuje.

(a) Vypis sudych permutaci, odpovidajicich vybért prvkd matice a odpovidajicich s¢itanci z definice

1V praxi budete, samoziejmé, postupovat daleko rychleji.
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138 Téma 9. Permutace a determinant matice

determinantu.
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] L) [ ]
sign(w) a1l - ag2 - ass Sign(w) +asz1 - a2 - azs Sign(w) +ag1 - az2 - ais
=(4+1)-2-1-2 = (4+1)-1-(=2)-(=3) —(+1)-3-4-5

(b) Vypis lichych permutaci, odpovidajicich vybért prvka matice a odpovidajicich séitanct z definice

determinantu.
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ) [}
L) [ ] [ ]
sign(ﬂ) a3y - a2 - A13 Sign(w) ca21 - A12 - A33 sign(w) 11 - A32 - A23
=(-1)-1-1-5 =(-1)-3-(-2)-2 =(-1)-2-4-(-3)

(2) Celkovy vypocet determinantu z definice.

2 -2 5
31 3| = (+1)-2-1-24(+1)-1-(=2)-(=3)+(+1)-3-4-5+
1 4 2

+(=1)-1-1-5+(=1)-3-(=2) -2+ (=1)-2-4-(=3)
= 2.1:241-(-2)-(-3)+3-4-5-1-1.5-3-(=2)-2—2-4-(=3)
= 446+60—5+12+24

= 101

9.2.2 Problém Spoditejte nasledujici determinant®

— N W
N W s =
Wk =N
=~ =N W

nad Zs pomoci GEM.

%Pozor: naivni pokus o zobecnéni Sarrusova pravidla na matice rozméra 4 X 4 je $patné! Viz Problém 9.4.2.

% Reseni problému 9.2.2 Plati = 0 nad Zs.

=N W o
DN W s
W o H N
I L

15. zari 2025, 10:12 Jiri Velebil: LAGsbirka



9.2. Vypocet determinantu z definice nebo pomoci GEM 139

% Komentaf k problému 9.2.2 Budeme postupovat (opatrnym) pouzitim GEM (viz piednagku 7A):?

4 1 2 3 4 1 2 3| Ry
341 2 _ogloglget 0 3 3 4| 4R, —3R,
2 3 41 0 0 2 3| 4Rs—2R;
12 3 4 St 0 2 0 3| 4R, —Ry
4 1 2 3| R
_ 4.3°1. 0 3 3 4| Ry
o <~ |0 0 2 3| Rs
= 10 0 4 1| 3Rs—2R,
4 1 2 3| Ry
4 9.1 |0 3 3 4] Ry
= 422 0 0 2 3| Rs
= 10 0 0 0| 2Ry —4Rs
4 1 2 3
0 3 3 4
= 410 0 2 3
0 0 0O
=4.3-2:0
= 4-0
= 0
9.2.3 Problém Spoditejte (jakymkoli) zptisobem determinant matice
cosaa —sina 0
sina cosa O
0 0 1
nad R, kde « je redlny parametr.
cosa —sina 0
% ResSeni problému 9.2.3 Pro kazdé redlné « plati | sinae  cosa 0 | =1.
0 0 1

% Komentaf k problému 9.2.3 Predvedeme zptsob vypocétu podle definice (tj., pomoci Sarrusova pravidla)
a zpusob s pouzitim GEM.

(1) Vypocet podle definice

cosa —sina 0
sina cosae 0| = cosa-cosa-l+sina-0-0+0-(—sina)-0
0 0 1
—0-cosa-0—cosa-0-0—sina-(—sina) -1
= cos?a +sin®a
=1
cosaa —sina 0
Zaveér: pro kazdé o € R plati | sinaw  cosa 0 | =1.
0 0 1

(2) Vypocet pomoci GEM musime rozdélit na dvé ¢asti:

2Ptikladt tohoto typu si jisté vymyslite spoustu sami. Nebo pouzijte jakoukoli doporuéenou sbirku p¥ikladi. K ovéfeni spravnosti
svého vypoctu pouzijte online maticovy kalkulator.
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(a) cosa =0, tj., a € {w/2+km | k € Z}.

cosa —sina 0 0 —sina 0
sinae  cosa 0 = sin o 0 0
0 0 1 0 0 1

sin o 0 0| Ro
= (-1)-| 0 —sina 0| Ry

0 0 1| Rs
sin a-(— sin a)-1
= sin?a
= (1--cos?a)
=1-02=1
= 1
(b) cosa #0, tj., « e R\ {n/2+ km | k € Z}.
cosae —sina 0 1 COS & —sina 0| Ry
sinaw cosa O = — - 0 cos?a+sin®a 0| cosa Ry —sina- Ry
0 0 1 cosa 0 0 1| Ry
=cos a-(cos? a+sin a?)-1=cos
1
= - COS @
cos &
=1
cosa —sina 0
Zavér: pro kazdé o € R plati | sina  cosaa 0 | =1.
0 0 1
9.2.4 Problém Je zaddna matice
4 -1 =2
A=1[(2 1 =2
1 -1 1
nad R. Vyfeste rovnici det(A — zE3) = 0 nad R.

% Reseni problému 9.2.4 Rovnice det(A — zE3) = 0 ma kofeny x1 = 1, 3 = 2, 23 = 3.
% Komentar k problému 9.2.4 Nejprve spo¢teme matici A — zEs:

4 -1 -2 1 0 0 4—z -1 -2
A—-zEs=([2 1 -2|—-2z-({0 1 0]= 2 l—2z =2
1 -1 1 0 0 1 1 -1 1-z
Déle spoc¢teme det(A — zEj3):
4—z -1 -2
det(A — zE3) = 2 l—z =2
1 -1 1-z

(Ad-z)-1-2)- Q-2)+2- (1) (=2)+1-(=1)-(-2)
-1-(1-2)-(-2)-2-(-1)-1—-2)—(-1)-(-2) - (4 — )
= —23462°—11x+6

Méme-li vyfesit rovnici det(A — xE3) = 0, znamend to vyfesit kubickou rovnici

2?4622 —1124+6=0
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Tato rovnice mé uréité z; = 1 jako kofen.® P¥islusné Hornerovo schema mé tvar
-1 6 —11 6
=1 -1 5 —6
-1 5 —6 0

To znamena, Ze plati rovnost*
—2 4622 — 1l +6=(z—1)- (—2® + 52 — 6)

Vyse uvedenou rovnost lze nalézt i délenim polynomu —2? + 622 — 11z + 6 polynomem z — 1 se zbytkem:

(—23+62>—11z+6): (z—1)= —2*+52—6
3 — 22
522 — 11w
—52% + 5z
— 6z +6
6z — 6
0

K nalezeni vech feSeni rovnice —z3 + 622 — 11z + 6 = 0 tedy zbyva vytesit kvadratickou rovnici
—22+52-6=0

a to lze provést standardnim zptisobem. Dostaneme koteny zo = 2, x3 = 3.

Zévér: rovnice det(A — xE3) = 0 m4 kofeny x1 = 1, 20 = 2, 23 = 3.

9.2.5 Problém Af ay, as, by, by jsou redlna ¢isla. Dokazte, Ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
ay b1 0 . /oy e 12
(1) Vektory 0 ) 2 \p, | Jsou linedrné nezavislé.
2 %

a1 b

(2) Plati
bo

£ 0.

% Reseni problému 9.2.5 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze z (1) plyne (2) a toho, zZe ze
(2) plyne (1).
¥ Komentafi k problému 9.2.5 Z (1) plyne (2). Tuto implikaci dokdzeme kontraposici, tj. pouZijeme ne-

primy dikaz. Budeme pfredpokladat, ze o b = 0 a ukazeme, ze pak vektory <Zl) a (21) jsou
2 2

az b

linedrné zavislé.

a; b
b2

bézniku, urceného vektory (Z;) a <Z;)’ rovna 0. To ale znamen3, ze vektory (Z;) a <Z;> jsou linearné

z4vislé (namalujte si obrazek).

Af tedy plati = 0. Podle geometrické interpretace determinantu je orientovana plocha rovno-

al bl
ba

a1 b1 0
a- +b- =
3Tento kofen lze nalézt ,optimistickou® metodou hledani celodiselnych kofenti, viz AKLA, Lemma 10.2.20 a P#iklady 10.2.21

a 10.2.22.
40 vyuziti Hornerova schematu pro déleni polynomu polynomem se zbytkem se lze doéist v AKLA, P¥iklad 10.2.22.

Ze (2) plyne (1). Pfedpokladejme, Ze # 0 a %e mame realnd disla a, b takova, Ze

Jiri Velebil: LAGsbirka 15. zari 2025, 10:12



142 Téma 9. Permutace a determinant matice

Predpokladejme, ze a # 0. Potom plati rovnost

Tudiz
ai by |_ b b b —0
as bg a a b2 b2 N
=0

a to neni pravda. Tudiz musi platit « = 0. A proto musi platit
by (0
()= ©)

bl) = (8) V pripadé, ze b = 0, je diikkaz hotov: ukazali jsme, Ze

7 posledni rovnice plyne b = 0 nebo (b
2

b1\ . S (17 D b . .
vektory (Zl) a (bl) jsou linedrné nezavislé. Piipad (bl) = (8) ale nemuze nastat, protoze potom by
2 2 2

platilo
aq bl
a9 b2

a1 0
a9 0

‘ B 0
a to neni pravda.

P . b1 . R L1
Ukazali jsme, ze vektory (Zl> a <b1> jsou linedrné nezéavislé.
2 2

9.3 Vyuziti determinantu v geometrii

9.3.1 Problém Af ( 1) a (Zl) jsou dva riizné body v R? nad R. Ukaite, ze piimka v R?, prochazejici
2

a
az
témito dvéma body, ma obecnou rovnici®

r aq b1
Yy as b2 =0
1 1 1

%Pro ryze geometrické odvozeni tohoto vzorce se podivejte na Priklad 8.2.20, AKLA. Porovnejte geometrické odvozeni s
ryze algebraickym odvozenim, které ukazujeme v tomto textu.

% ReSeni problému 9.3.1 Resenim problému je spravné odvozeni toho, ze piimka v R?, prochazejici dvéma
a b xr Qi bl
raznymi body B)ya (! , ma obecnou rovnici | y as by | =0.
= b2 11 1
% Komentar k problému 9.3.1 Pro

G)-C) = G)-G)

Tr aj bl
Yy as bg =0
1 1 1
Daéle, pomoci (naptiklad) Sarrusova pravidla, plati
T aj bl
y as by = x-as-1+1-a1-bs+y-1-b3—1-a0-by—x-1-bo—1-y-a;
1 1 1

= x~(a2—b2)+y-(bl—a1)+(a1~b2—a2-b1)
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9.4. Problémy s navodem k feseni 143

To znamena, Ze rovnost

r ai b1
y az by | =0
1 1 1

plati pravé tehdy, kdyz plati rovnost
x-(aa—ba)+y-(by—a1) =az-by —ay by
Posledni rovnost zapiseme rozsifenou matici soustavy
( az — by by —a; ‘ az by —ag - by )
Ukézeme (metodami GEM), Ze feSenim této soustavy je presné rovnice piimky, kterd prochdzi dvéma

raznymi body <Zl) a <21)
2 2

Protoze body (Zl> a (b1> jsou rtizné, musi pro matici soustavy platit
2 2

(ag—bg by —al) # (0 0)

a proto
rank((ag—bg bl —al)) =1 :rank(( ag —b2 b1 — Q1 ‘ ag'bl —a1~b2 ))

Podle Frobeniovy véty méa soustava ( az — by by —ay ‘ as -by —ag - by ) feSeni, které je afinni podprostor
dimense 1, tzn., feSeni, které je primka.

(1) Jadro matice soustavy je
b1 — a
span
P (<b2 _ a2>)
o b1 — a 0 b1 — a o
protoze (b2 —a2> £ <O) a(az—by by —ay) <b2 )T
(2) Partikuldrni feSeni soustavy ( as — by by —ay ‘ as-by —ayg - by ) je vektor (Zl), protoze plati
2

(ag — by bl_al)'<Z;> =ay-(ag —bz) +az- (b1 —a1) =az by —ay-by

;o o v , (T . v
To znamena, ze mnozina vSech bodu (y)’ které splnuji rovnost

Tr aj bl
Yy as bz =0
1 1 1

je presné afinni prostor tvaru
al b1 — a
(i) #orem (2 202)

. U . o (1 o L. b
To je ale presné rovnice pfimky prochazejici dvéma riznymi body (Zl) a (bl)'
2 2

9.4 Problémy s navodem k feseni
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144 Téma 9. Permutace a determinant matice

9.4.1 Problém Spoctéte nasledujici determinanty, bud postupem z definice nebo pouzitim GEM.
3 6 —4
(1) 6 3 4 |nadR.
-9 9 3
3 1 1 1
1 3 1 1
(2) 11 3 1 nad R.
1 1 1 3
3 4 -3 -1 2
-5 6 5 2 3
(3) 4 -9 -3 7 -5 |nadR.
-1 —4 1 1 -2
-3 7 5 2 3
2 1 8
(4) 1 1 1 nad 211
4 7 1
% Reseni problému 9.4.1
3 6 —4
(1) Plati| 6 3 4 |=-T29vR.
-9 9 3
3 1 1 1
131 1|
(2) Plati 113 1|7 48 v R.
1 1 1 3
3 4 -3 -1 2
-5 6 5 2 3
3 Plati| 4 -9 -3 7 —5|=14vR.
-1 -4 1 1 -2
-3 7 5 2 3
2 1 8
(4) Plati 1 1 1 =4v 211.
4 7 1

% Navod k feSeni problému 9.4.1 Definici pouzivejte pouze pro matice rozméria 2 x 2 a 3 x 3. Pro matice
vétsich rozmért pouzivejte GEM (nebo vétu o rozvoji podle fadku nebo sloupce, kterou budeme umét
pozdéji).

15. zari 2025, 10:12 Jiri Velebil: LAGsbirka



9.4. Problémy s navodem k feseni 145

9.4.2 Problém Uvazujte o nésledujicich Sesti rozmisténich na tabulce 4 x 4:

Uvédomte si, ze jde o vypis nékterych rozmisténi ¢tvetic ,ve sméru hlavni diagonaly“.

(1) Pro kazdé rozmisténi zakreslete pfisluSnou permutaci strunovym diagramem a zapiSte znaménka
téchto permutaci.

(2) Z vyse uvedeného odvodte, ze naivni analogie Sarrusova pravidla pro matice rozmért 4 x 4 neplati.

% Reseni problému 9.4.2

(1) Pod kazdé rozmisténi nakreslime strunovy diagram piislusné permutace a pod kazdy strunovy diagram
zapiseme jeji znaménko:

° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° °
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 -1 1 1 -1 1

(2) Pokud by analogie Sarrusova pravidla pro matice rozmért 4 x 4 platila, muselo by kaZdé rozmisténi
¢tveric ,,ve sméru hlavni diagonaly“ byt urceno sudou permutaci. Permutace

1 2 3 4
1 2 3 4
ktera urcuje rozmisténi
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

je ale licha.
% Navod k feSeni problému 9.4.2

alezeni permutaci, které zadavaji dana rozmisténi ¢tveftic, je standardni vypocet. Postupujte analo-
1) Nal i taci, které zadavaji dana isténi ¢tvefic, je standardni vypocet. Postupujt 1
gicky feseni Problému 9.1.3.

(2) Pouzijte nasledujici pozorovéani: Sarrusovo pravidlo pro matice rozmért 3 x 3 ¥ika, Ze vSechna rozmisténi
trojic ,ve sméru hlavni diagondly*“ jsou uréena sudymi permutacemi. Naivni zobecnéni Sarrusova
pravidla pro matice rozmérid 4 x 4 by meélo fikat totéz.
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146 Téma 9. Permutace a determinant matice

9.4.3 Problém Urcete neorientovanou plochu trojuhelnika v roviné, ktery je uréen tfemi body
4 1 2
1 0 2
% Reseni problému 9.4.3 Neorientovana plocha trojihelnika v roving, ktery je uréen tfemi body

. DO

% Navod k feSeni problému 9.4.3 Posuiite nejprve trojihelnik tak, aby jeden z jeho vrcholt lezel v poc¢atku.
Uvazujte tak naptiklad o trojihelniku, ur¢eném body
2\ (2
2 2

DRONCRC
5 ()

Plocha tohoto trojihelnika je rovna poloviné absolutni hodnoty determinantu

tj., tfemi body

2 -1
IR
Nakreslete si obrazek.
9.4.4 Problém Jsou zadany tii body
ay by c1
a=|as b=|b c=|co
a3 b3 c3

v R3 nad R.
(1) Ukazte, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(a) Body a, b, ¢ jednozna¢né uréuji rovinu v R3.
(b

) Vektory b — a, ¢ — a jsou linedrné nezavislé.
(c) Vektory a — b, ¢ — b jsou linedrné nezavislé.
)

(d) Vektory a — ¢, b — ¢ jsou linearné nezavislé.

(2) At vektory b —a, ¢ — a jsou linearné nezavislé. Ukazte, Ze rovnice roviny, kterd prochézi body a, b,

c, ma tvar
r aq b1 C1
y az by cp | _ 0
Z as b3 C3
1 1 1 1

% Reseni problému 9.4.4

(1) Resenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, Ze podminky (a)—(d) jsou navzajem ekvivalentni.
(2) Resenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, 7e rovnice roviny, ktera prochézi body a, b, ¢, ma
r ai b1 C1
tvar | 4 @2 bz 2 =0
Z as bg C3
11 1 1
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% Navod k FeSeni problému 9.4.4

(1) Nejprve ukazte, ze podminky (b)—(d) jsou navzdjem ekvivalentni.
Navod k dukazu, ze z (b) plyne (c): at pro redlnd a, b plati a(a — b) + b(c — b) = o. Protoze
a(a—b)+b(c—b) =(—a—0b)(b—a)+b(c— a), plati rovnost (—a — b)(b — a) + b(c — a) = o. Podle
(b) musi platit —a —b =0 a b = 0. Plat{ tedy a = b = 0; vektory a — b a ¢ — a jsou linedrné nezavislé.
Diikazy toho, Ze z (c) plyne (d) a toho, Ze z (d) plyne (b), jsou vedeny analogicky.
Nakonec ukazte, ze (a) je ekvivalentni (napiiklad) podmince (b). Postupujte takto: uvazujte o geome-
trickém vyznamu nésledujicich afinnich podprostorta

a+span(b—a,c—a) b + span(a— b,c — b) c+span(a—c,b—c)

prostoru R? nad R.
Déle odvodte, Ze rovnosti

a+span(b—a,c—a)=b+span(a—b,c—b)=c+span(a—c,b—c)
plati pravé tehdy, kdyz plati rovnosti
span(b —a,c — a) = span(a — b,c — b) = span(a— c¢,b — ¢)

Poté je jiz snadné ekvivalenci podminek (a) a (b) dokézat.

(2) Inspirujte se FeSenim Problému 9.3.1.
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Téma 10

Determinanty a reseni soustav rovnic

Tyden v semestru:

SO EAG) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 | 12 | 13 | 14
A8BO1LAG
B6BO01LAG 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 | 12 | 13 | 14

Co se procvi€uje: vypoclty determinantu ¢vercové matice pomoci rozvoje podle faddku/sloupce, adjun-
govana matice, determinanty a feseni soustav se ¢tvercovou matici.

Poznamka: Priklady na vypocet determinantu matice pomoci rozvoje podle fadku/sloupce jsou mecha-
nické povahy. Dostatecny pocet takovych prikladu si jisté vymyslite sami. O spravnosti svého feSeni se
presvédcete pomoci dostupnych online kalkulatort.

10.1 Vypocet determinantu rozvojem podle fadku nebo sloupce

10.1.1 Problém Rozvojem podle vhodného Fadku/sloupce spoctete determinant
0 0 5 1
0 0 6 2
0 0 7 3
1 2 3 4
nad R.
0 0 5 1
B . . 10 0 6 2|
% ResSeni problému 10.1.1 Plati 00 7 3 =0.
1 2 3 4

% Komentar k problému 10.1.1 Nabizi se pouzit rozvoj podle prvniho sloupce nebo podle druhého sloupce

X

(v kazdém z téchto sloupci je totiZ ,hodné“ nul). Pfedvedeme oba vypocty.
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10.1. Vypocet determinantu rozvojem podle faddku nebo sloupce 149

(1) Rozvoj podle prvniho sloupce.

882; 0 6 2 05 1
= 0- (=)' {0 7 3|[+0-(-1)*. |0 7 3
0073 2 3 4 2 3 4
1 2 3 4
05 1 05 1
+0-(=1)**t 10 6 2 |+1-(-D** |0 6 2
2 3 4 0 7 3
05 1
= —-1-/0 6 2
07 3
=0

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili toho, Ze determinant matice s alespon jednim nulovym sloupcem
je nutné roven nule.!

(2) Rozvoj podle druhého sloupce.

882; 0 6 2 05 1
= 0-(-D'2. 10 7 3|+0-(-1)**-|0 7 3
0073 1 3 4 1 3 4
1 2 3 4
05 1 05 1
+0- (=110 6 2 |+2-(-=D)*"2. |0 6 2
1 3 4 0 7 3
0 5 1
= 2.0 6 2
07 3
=0

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili toho, Ze determinant matice s alespon jednim nulovym sloupcem
je nutné roven nule.

Poznamka: samoziejmé, Ze k vypoctu je mozné pouzit rozvoj determinantu podle libovolného Fadku nebo
sloupce. Naptiklad:

1Dokazte toto tvrzeni. Viz Problém 10.3.1.
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Téma 10. Determinanty a feseni soustav rovnic

(3) Rozvoj podle tfetiho fadku:

_— o O O
N O OO
W O Ot
=~ W N =

05 1 05 1
0-(=1)*-10 6 2[+0-(=1)*2.]0 6 2
2 3 4 1 3 4
00 1 0 0 5
+7- (=110 0 2 |[+3-(=1)**-{0 0 6
1 2 4 1 2 3
00 1 00 5
710 0 2|-3-/0 0 6
1 2 4 1 2 3
=0 =0
0

kde kazdy z determinantt spo¢teme bud Sarrusovym pravidlem nebo rozvojem podle vhodného radku

nebo sloupce.

10.1.2 Problém Rozvojem podle vhodné zvoleného fadku/sloupce spoctéte determinant

1 2 3 0 0
2 3 0 0 1
3 00 1 2
001 2 3
01 2 3 4
nad Z;.
12 3 00
2 3 0 0 1
% ReSeni problému 10.1.2 Plati | 3 0 0 1 2 |=6v Z;.
0 01 2 3
01 2 3 4

% Komentaf k problému 10.1.2 Za¢neme vypocétem determinantu rozvojem podle prvniho fadku (deter-
minanty nasobené nulou jiz nebudeme psét):

1 2300
2 300 1
300 1 2| = 1-(=1)t.
001 2 3
01 2 3 4

_— O O W

N = OO

+2-(=1)H2.

W N = O
[ENEUCR NI

2.0 0 1 2 3 0 1
30 1 2 ass |30 012
01 2 3|3 D 00 2 3
02 3 4 01 3 4

a kazdy z jednotlivych determinant spocteme rozvojem podle vhodného fadku nebo sloupce:

(1) Rozvoj podle prvniho sloupce (determinanty ndsobené nulou jiz nebudeme psét):

3 0 01
0 01 2
01 2 3
1 2 3 4

01 2
3-(-)t 1 2 3
2 3 4
=0
1

+1-(=1)t.

= o O
N = O
W N =

kde jednotlivé determinanty lze spoéitat pomoci (naptiklad) Sarrusova pravidla. Pozor: poéitame v Z7.
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(2) Rozvoj podle prvniho sloupce (determinanty nésobené nulou jiz nebudeme psét):

20

30
0 1
0 2

0

W N =

1

2
3
4

0 1 2 0 0 1
= 2.(-n*t 11 2 3 [43-(—1)*t |1 2 3
2 3 4 2 3 4
T T
= 3

kde jednotlivé determinanty lze spoéitat pomoci (naptiklad) Sarrusova pravidla. Pozor: poéitame v Z7.

(3) Rozvoj podle prvniho sloupce (determinanty ndsobené nulou jiz nebudeme psét):

2 3

3 0
0 0
0 1

0

1
2
3

1

2
3
4

0 1 2 301
= 2.(=)". 10 2 3 [4+3-(—1)*-]0 2 3
1 3 4 1 3 4

= 6

kde jednotlivé determinanty lze spoéitat pomoci (napiiklad) Sarrusova pravidla. Pozor: poéitdme v Z.

Celkem tedy dostavame rovnost

v Z7.

1

O O Wi

2

= O O W

3

N = OO

0

w N = o

W~ O

=1- (=D 142 (—D*2.343.(-1)*3.6=6

N

Poznamka. Je jasné, ze ,nejrozumnéjsi“ je kombinovat GEM a rozvoj podle fadku/sloupce. Piiklad lze
tedy spocitat i takto:

1

OO Wi

2

_ o O Ww

3

N = OO

0

W N = O

0

1
2
3
4

1- (_1)1+1 .

6-(—1)!.

6-(—1)'*t.

6 - (_1)1+1 .

6 - (_1)1+1 .

6

oo oo

S o oo,

— O = O N

W = O =

N = Ot = W

wWw N = O

0 0| Ry
0 1| Ry —2R,
1 2| R3—3R; (déale: rozvoj podle prvniho sloupce)
2 3| Ry
3 4| Rs
6 1 0 1
1 5 1 2
01 2 3
1 2 3 4
1| Ry
_ -1
g 22 6= (déale: rozvoj podle prvniho sloupce)
3
5 Ry — 671R1
6 1 3
1 2 3
3 3 5
6 1 3| Ry
0 3 6| Ry—6"'Ry (dale: rozvoj podle prvniho sloupce)
0 6 0| Rg—3-6"'R,y
3 6
1+1
o] 3 8|
6-(—1)'" -6

kde jsme vyuzili toho, Ze 671 = 6 v Z7.
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10.2 Adjungovana matice a Cramerova véta

2 -4 3
10.2.1 Problém Naleznéte adj(A) pro A=[3 4 2| nad R.
1 2 1
0 10 -20
% Reseni problému 10.2.1 Plati adj(A)= | -1 -1 5
2 -8 20

% Komentafl k problému 10.2.1 Protoze adj(A) je transponovand matice algebraickych doplitkii posic v ma-
tici A, spocteme nejprve algebraické doplnky jednotlivych posic v matici A, vytvofime z nich matici D a
na zavér spocteme adj(A) = DT,

(1) Sestaveni matice D algebraickych dopliikt posic v matici A.

(a) Algebraicky doplnék posice (1,1) v matici A je

4 2
—1)+L. =
|y 1|0
(b) Algebraicky doplnék posice (2,1) v matici A je
—4 3
_1)2+1 . =
e 8 =
c ebraicky doplnék posice (3,1) v matici A je
(c) Algebraicky doplngk posice (3,1) ici A j
(—1)3“-’ _44 3 ':—20
(d) Algebraicky doplnék posice (1,2) v matici A je
3 2
—_1)1+2. —
R M R
(e) Algebraicky doplnék posice (2,2) v matici A je
2 3
—1)2+2. —
M
ebraic oplnék posice v maticl e
(f) Algebraicky doplngk posice (3, 2) ici A j
2 3
— 3+2 . =
(=1) 3 9 |=9
(g) Algebraicky doplnék posice (1,3) v matici A je
3 4
_1)+3 _
(=1) 1 9|72
(h) Algebraicky doplnék posice (2,3) v matici A je
2 —4
_1\243 _
S e B
(i) Algebraicky doplnék posice (3,3) v matici A je
S I R
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Tudiz

0 -1 2

D= 10 -1 -8

—-20 5 20

(2) Vypocet adjungované matice adj(A). Plati

0 -1 2\" /0 10 -20
adjA)=DT=(10 -1 -8 =|-1 -1 5
-20 5 20 2 -8 20

10.2.2 Problém Pomoci adjungované matice naleznéte inversi (pokud existuje) k matici

cosht —sinht 0 0

L— |~ sinht cosht 0 0
e 0 0 10
0 0 0 1

kde t € R je parametr.

% Reseni problému 10.2.2 Pro kazdé ¢ € R matice (L;) ™! existuje a plati

cosht sinht 0 O

—1 _ | sinht cosht 0 0
(L)~ = 0 0 10
0 0 0 1

co# lze diky rovnostem cosht = cosh(—t) a sinht = — sinh(—t) zapsat i jako (L;)~! = L_.
% Komentar k problému 10.2.2 Pfipomenme, Ze pro vSechna t € R plati

et + et et —et
cosht = ———— sinht = ———
2 2

a proto pro vSechna t € R plati
cosht >0 a cosh®t—sinh*t=1

(1) Spoc¢teme det(L;) a tim rozhodneme, pro kterd ¢ € R existuje (L;)~!. Pro vypodet determinantu je
nejvhodnéjsi pouzit GEM.

cosht —sinht 0 0
—sinht  cosht 0 O
0 0 0 1
cosht —sinht 0 0| Ry
_ I | —cosht-sinht cosh®t 0 0 | cosht- Ry
" cosht 0 0 1 0| Rs
0 0 0 1| Ry
cosht —sinht 0 0 | Ry
_ 1 _ 0 1 0 0| Ro+sinht- Ry
~ cosht 0 0 1 0| R3
0 0 0 1| Ry
1
= . ‘h
cosht cosht
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kde jsme vyuzili toho, ze cosht # 0 pro vSechna ¢ € R a toho, Zze determinant matice v hornim

blokovém tvaru je roven soucinu prvkid na hlavni diagonéle.

Protoze det(L;) = 1 pro vSechna ¢ € R, matice (L;)~! existuje pro vSechna t € R.

(2) Spocteme adj(L;). Postupujeme stejné jako pfi feSeni Problému 10.2.1: nejprve spoéteme algebraické
dopliiky jednotlivych posic v matici L; a matici takto ziskanych algebraickych doplnki transponujeme.

(a) Vypocet algebraickych dopliiki.

15. zari 2025,

10:12

posice (1,1):

posice (2,1):

posice (3,1):

posice (4,1):

posice (1,2):

posice (2,2):

posice (3,2):

posice (4,2):

posice (1,3):

posice (2, 3):

posice (3,3):

posice (4, 3):

cosht 0

(—1)t+L. 0 1

0 0

—sinht 0

(_1)2+1. 0 1

0 0

—ginht 0

(=1)3t1. ] cosht 0O

0 0

—sinht 0

(=1)**1.| cosht 0

0 1

—sginht 0

(—1)t+2. 0 1

0 0

cosht 0

(71)2+2. 0 1

0 0

cosht 0

(=1)3t2.] —sinht 0

0 0

cosht 0

(—=1)**+2.| —sinht 0

0 1

—sinht cosht

Q_1)1+3.

cosht —sinht
(—1)2*3. 0 0
0 0

cosht —sinht
(=1)3+3.| —sinht cosht
0 0

cosht —sinht
(=1)4*3.| —sinht cosht
0 0

OO0 HPFOO HOO HFOO OO0 HOO FHFOO HOO OO0 HFOO HOO OO

cosht

sinh ¢

sinh ¢

cosht

cosh?t — sinh?¢ = 1
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—sinht cosht 0

posice (1,4):  (—1)1*. 0 0 1| =0
0 0 0
cosht —sinht 0

posice (2,4):  (—1)*t*. 0 0 1] =0
0 0 0
cosht —sinht 0

posice (3,4): (—1)3t*.| —sinht cosht 0| = 0
0 0 0
cosht —sinht 0

posice (4,4): (—=1)***.| —sinht cosht 0 | = cosh®t—sinh®t=1

0 0 1

Matice algebraickych doplnkt jednotlivych posic v matici L; tedy je

cosht sinht 0
sinht cosht 0O
0 0 1
0 0 0

_— o o o

(b) Pro vypocet adjungované matice adj(L;) je tfeba pouze transponovat matici algebraickych do-
plikt jednotlivych posic v matici L;.

cosht sinht 0 0 cosht sinht 0 O
adj(L;) = sinht cosht 0 0 | sinht cosht 0 0
RET=1 0 o 1ol ~| o 0 10
0 0 0 1 0 0 0 1
(3) Vyuzijeme Cramerovu vétu pro vypocet (L)~
cosht sinht 0 O
-1 1 | sinht cosht 0 0
(Lt) - (det(Lt)) adJ(Lt> - 0 0 1 0
0 0 0 1
Poznamka: protozZe plati rovnosti
—t t —t _ t t_ -t
cosh(—t) = € te cosht a —sinh(—t) = -6 € —% 7% _sinht
2 2 2
mizeme psat
cosht sinht 0 O
sinht cosht 0 0| I
0 0 1 o0f 7
0 0 0 1
a proto lze psat (L;) ™! = L_;.2
10.2.3 Problém Vyfeste soustavu
a+1 1 1 a®? 4+ 3a
1 a+1 1 a® + 3a?
1 1 a+1|a*+3a®
kde a € R je parametr.

2Porovnejte tuto rovnost s rovnosti (Ra)*1 = R_, pro matici rotace Ry v roviné. Matici L se fika matice hyperbolické rotace
(o hyperbolicky thel t) v R%. Hyperbolicka rotace L; se pouziva ve specialni teorii relativity.
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156 Téma 10. Determinanty a feseni soustav rovnic

% ReSeni problému 10.2.3 Pro a € R\ {—3,0} m4 zadan4 rovnice jediné feseni

2 —a?
2a — 1
a®+2a®>—a—1

1
Pro a = —3 ma soustava jako feSeni mnozinu span(| 1 |). Pro a = 0 m4 soustava jako FeSeni mnoZinu
1

-1 -1
span(| 1 |, O |).
0 1

% Komentar k problému 10.2.3 Piedvedeme doporucéenou metodu feSeni.

(1) Zadana soustava mé jediné feseni pravé tehdy kdyz plati

a+1 1 1
1 a+1 1 #0
1 1 a+1

Toto jediné Feseni nalezneme pomoci Cramerovy véty.

(2) Nalezneme vSechna a € R, pro ktera plati

a+1 1 1
1 a+1 1 =0
1 1 a+1

Pro kazdé takové a nalezneme Feseni pomoci GEM.

V kazdém piipadé€ potiebujeme spocitat

a+1 1 1
1 a+1 1
1 1 a+1

a+1 1 1
1 a+1 1 |=(@+1)P+1+1-(a+1)—(a+1)—(a+1)=0a’+3a>=da*a+3)
1 1 a+1
Rovnice a® + 3a? = 0 m4 tedy dvojndsobny kofen a; o = 0 a jednondsobny kofen az = —3.

Proto plati

a+1 1 1
1 a+1 1 =0 prave tehdy, kdyz a =0 neboa = -3
1 1 a+1

(1) Pro a € R\ {—3,0} ma zadand rovnice jediné feseni

b1
D2
b3
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kde
a*>+3a 1 1 1 1 1
a®+3a®> a+1 1 (a>+3a)-| a a+1 1
a*+3a®> 1 a+1 a? 1 a+1 a-(a+3)-(2a—a? 5 o2
= = = = —a
P a+l 1 1 atl 1 1 a®(a + 3)
1 a+1 1 1 a+1 1
1 1 a+1 1 1 a+1
a+1 a®>+3a 1 a+1 1 1
1 a®+3a> 1 (@*>+3a)-| 1 a 1
1 a*+3a® a+1 1 a? a+1 a-(a+3)-(2a®—a) 9q — 1
= = = = 2a —
b2 atl 1 1 a+tl 1 1 a®(a + 3)
1 a+1 1 1 a+1 1
1 1 a+1 1 1 a+1
a+1 1 a’ + 3a a+1 1 1
1 a+1 @+ 3a? (@*+3a)-| 1 a+1 a
B 1 1 a*+3a® | 1 1 a*| a-(a+3)-(a*+2a®—a®—a)
N I 1 a+tl 1 1 - a®(a +3)
1 a+1 1 1 a+1 1
1 1 a+1 1 1 a+1
= a>+2a>—a-1
Pfi vypoctu determinant v ¢itatelich jsme pouzili toho, ze determinant je v kazdém ze sloupci linearni
zobrazeni.
(2) Pro a € {-3,0} pouzijeme GEM.
(a) Pro a = —3 mame Fesit soustavu
-2 1 110
1 -2 110
1 1 =210
Postupujeme standardné:
-2 1 110 -2 1 110 Ry
1 -2 1 0 ~ 0 -3 3 1|0 2R + Ry
1 1 210 0 3 310 2R3 + R,
-2 1 110 Ry
~ 0 -3 3|0 Ro
0 0 010 R34+ Ry
Resenim je mnozina
1
span(| 1)
1
(b) Pro a = 0 méme Fesit soustavu
1 1 1|0
1 1 110
1 1 110
Opét postupujeme standardné:
1 1 110 1 1 110 Ry
11 1]0 ~ 00 010 Ry — Ry
1 1 110 0 0 010 Rs — Ry
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158 Téma 10. Determinanty a feseni soustav rovnic

Resenim je mnozina

10.2.4 Problém Naleznéte podminku pro realné éisla a, b, ¢, A, B, C tak, aby se roviny
x+y+z=1 ax+by+cz=1 Az+By+Cz=1

v R3 protinaly v jediném bodg. Tento jediny bod najdéte.

% ResSeni problému 10.2.4 Roviny
c+y+z=1 ar+by+cz=1 Az+By+Cz=1
v R? se protinaji v jediném bodé pravé tehdy, kdyz plati
bC'+aB+cA—bA—aC —cB#0

Pokud bC + aB 4+ cA — bA — aC — ¢B # 0 je bod
bC+B+c—C—cB
bC +aB+ cA—bA—aC —cB
C+a+cA—A—aC—c
bC +aB+cA—bA—aC —cB
b+aB+A—-bA—a—B
bC +aB+cA—bA—aC —cB

jedinym prisecikem rovin
z+y+z=1 ar+by+cz=1 Az+By+Cz=1
% Komentar k problému 10.2.4 Roviny
c+y+z=1 ar+by+cz=1 Az+By+Cz=1

v R se protinaji v jediném bodé pravé tehdy, kdyz soustava

1 1 1|1

a b c|1

A B C|1
ma jediné feseni. To nastane praveé tehdy, kdyz

1 1 1

a b ¢ |#0

A B C

Spocteme tedy (naptiklad Sarrusovym pravidlem)

=bC +aB+cA—bA—aC —cB

NS
[ewJESIE
Qo =~

Roviny
z+y+z=1 ar+by+cz=1 Az+By+Cz=1

v R? se protinaji v jediném bodé pravé tehdy, kdyz plati
bC'+aB+cA—bA—aC —cB#0
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10.3. Problémy s navodem k feseni 159

V ptipadé bC' + aB + cA — bA — aC — ¢B # 0 nalezneme jediné feSeni

D1
D2
p3

soustavy

e o
§ o~
Qo ~
=

Cramerovou vétou:

1 1 1
1 b ¢
_ 1 B C _ bC+B+c—C—cB
P T 1 [T b0 taBtcA—bA—aC —cB
a b c
A B C
1 1 1
a 1 ¢
B A1 C B C+a+cA—A—aC—c
P2 = T 1 [ T bCraBtcA—bA—aC —cB
a b c
A B C
1 1 1
a b 1
_|A B 1|  btaB+A—bA—a—B
Ps = T 1 1| T bCtraBtcA—bA—_aC —cB
a b c
A B C

10.3 Problémy s navodem k reseni

10.3.1 Problém At A = (ay,...,a,) je sloupcovy zapis ¢tvercové matice nad F. Dokazte, Ze plati: pokud
a; = o pro néjaké j =1,...,n, potom det(A) = 0.

% ReSeni problému 10.3.1 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze pokud a; = o pro né&jaké
j=1,...,n, potom det(A) = 0.

% Navod k feSeni problému 10.3.1 Vyuzijte jednu ze zakladnich vlastnosti determinantu (v obou pfipa-
dech jde o vyuZiti rozvoje deteminantu podle j-tého sloupce).

(1) Funkce
det(al, FERE : VI PRl - VT PR 7an) :F* —F
s hodnotami
det(al, BRI VIS I © ¥ S P ,an) X det(al, a1, X, a4, ,an)
je linearni. Proto plati
det(ai,...,aj-1,— a41,...,a,) :0—=0
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160 Téma 10. Determinanty a feseni soustav rovnic

(2) Podle véty o rozvoji podle j-tého fadku plati

n
det(ai,...,a;_1,0,841,...,8,) = det(al,...,aj_l,ZO-ei,aj+1,...,a7l)
i=1
n
= ZO~det(a1,...,aj,l,ei,ajﬂ,...,an)
=1
=0

10.3.2 Problém Af A je ¢tvercova matice rozmért n x n nad F, kde n > 2. Naleznéte vzorec pro viypocet
det(adj(A)).

% Reeni problému 10.3.2 Plati det(adj(A)) = (det(A))" .
% Navod k feSeni problému 10.3.2 Podle Cramerovy véty plati rovnost A-adj(A) = det(A)-E,. Vypocet
rozdélte na dveé Casti.

(1) Plati det(A) # 0. Aplikujte det na obé strany rovnosti z Cramerovy véty. Plati tedy rovnost
det(A - adj(A)) = det(det(A) - E,,)
Vyuzijte vlastnosti determinantu a prepiste posledni rovnost do tvaru
det(A) - det(adj(A)) = (det(A))"
Tuto rovnost upravte na rovnost
det(adj(A)) = (det(A))" "

s vyuzitim faktu, ze det(A) # 0.
(2) Plati det(A) = 0. Upravte znéni Cramerovy véty na rovnost A -adj(A) = O,, 5. Proto adj(A) nemize
byt isomorfismus. Tudiz plati det(adj(A)) = 0.

Ukazali jsme

(det(A))"™", pokud det(A) #£0
det(adj(A)) =
0, pokud det(A) =0

To lze zapsat jedinou rovnosti: det(adj(A)) = (det(A))" .

10.3.3 Problém Af A je ¢tvercova matice rozmérti n x n nad F. Dokazte nasledujici tvrzeni:
(1) Plati adj(AT) = (adj(A))T.

(2) Jestlize A je regularni matice, potom i AT je regularni a plati (AT)~! = (A=H7T. Pii diikazu
pouzijte Cramerovu vétu.®

2Rovnost (AT)~1 = (A=1)T lze dokazat i bez pouziti Cramerovy véty. Ukazte nejprve, Ze z rovnosti A - X = E,, plyne
rovnost X7 - AT = E,,. Poté ukaste, 7e X = A~1, a tudiz X7 = (AT)~1L.

% Reseni problému 10.3.3 Resenim problému jsou spravné vedené diikazy toho, ze (1) plati a toho, Ze (2)
plati.
% Navod k feseni problému 10.3.3

(1) K dtikazu rovnosti sta¢i ukdzat, ze pro kazdou posici (4, j) plati:

algebraicky doplnék posice (i, j) v matici AT = algebraicky doplnék posice (j,7) v matici A
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10.3. Problémy s navodem k feseni 161
Oznacte
a1 A1n
az1 Q2n,
A =
an1l Ann
To znamena, Ze plati
a1
a
AT — 12
A1n
Podle véty o vypoctu algebraickych doplnki plati:
a1 aj—1,1 Aj41,1 apnl
. / « . .o .. al ;—1 aj—14i—1 Qj11.4i—1 Ay i—1
algebraicky doplnék posice (i, j) v matici AT = (—1) o I I+l e
a1 541 Aj—1,441 Aj41,i+1 An i1
A1n aj—1,n Aj+1,n Ap.n
a
aii a1:—1 a1 541 A1n
. , « . .. .. it a;_1.1 A;—145—1 QAj—_14i+1 ai_1
algebraicky doplnék posice (j,4) v matici A = (—1)7**.| "/~b I g=bit T
Aj41,1 Aj41,i—1 Aj41,i+1 Aj+1,n
an1 Api—1 Aj4+1,n An.n

Protoze determinant transponované matice je stejny jako determinant ptivodni matice, plati rovnost

ail cee aj—1,1 Aj+1,1 an1 a1 a1i—1 a1i+1 A1n
a1,i—1 Aj—1,4—1 QAj4+1,4i-1 Api—1 aj—1,1 Aj—1,i—1 Qj—1,5+1 Aj—1,n
@141 5—1,44+1 541,541 An, 41 Aj41,1 Aj41,i—1  Aj41,54+1 Aj4+1,n
A1n v aj;—1,n Aj4+1,n Un,n an1 Qpi—1 Aj+1,n An . n
Tudiz

algebraicky doplnék posice (i, j) v matici AT = algebraicky doplnék posice (j,7) v matici A

coz jsme chtéli dokazat.

Poznamka: vyse uvedeny vypocet je pfesny zapis intuitivniho pohledu daného obrazky

AT

kde nalevo je determinant matice A7, ze které je vynechan i-ty fadek a j-tj sloupec, a napravo je
determinant matice A, ze které je vynechan j-ty fadek a i-ty sloupec. Oba determinanty jsou stejné.
Samoziejmeé: vysSe uvedené obrazky jsou vhodnou pomiickou, netvori ale dikaz.
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162 Téma 10. Determinanty a feseni soustav rovnic

(2) At A je regularni. Potom plati det(A) # 0. Protoze det(A”) = det(A), plati det(A”) # 0. proto je
AT regularni matice.

Podle Cramerovy véty (aplikované na matici A7), vlastnosti determinantu a ¢asti (1) plati rovnosti
(AT)™" = (det(AT)) ™! - adj(AT) = (det(A)) ™" - adj(AT) = (det(A)) ™" - (adj(A))"
Mizeme tedy psat

(A7) = (det(A))~" - (adj(A))" = ((det(A)) ™" -adi(4)) = (A"

a to jsme chtéli ukazat.

10.3.4 Problém Naleznéte feseni soustavy

— = = Q
— = =
—Q = =
Q ===
== =

kde a € R je parametr.

% Reseni problému 10.3.4 Pro a € R\ {-3,1} m4 soustava jediné feseni . Pro a = —3 zadané

soustava nem4 feseni. Pro a = 1 mé4 mnozina feSeni soustavy tvar

o O O

% Navod k feSeni problému 10.3.4 Nejprve spoctéte determinant matice soustavy:>

a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

3Pfipomenuti: analogie Sarrusova pravidla pro matice rozméra 4 x 4 neezistuje. Viz Problém 9.4.2.
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Pro a # 0 lze postupovat takto:

a 1 1 1 a 1 1 1 Ry
1 a 1 1 _ 1 Ja a> a a | aRy
1 1 a 1 T @3 |lae a d® a | aRs
1 1 1 a a a a a* | aRy
a 1 1 1 Rl
1 2 _ — — —
= = 8 C; 11 ;2 11 Z 1 gz gl (poté: rozvoj podle prvniho sloupce)
a - - - 3 — {u
0 a—1 a-1 a®>-1| Ry— Ry
-1 a—-1 a-1
= —a|a-1 da*-1 a-1 (poté: determinant skaldrniho nésobku matice)
a a—1 a-1 a®>-1
a+1 1 1
= —-(a— 1)3- 1 a+1 1 (poté: Sarrusovo pravidlo)
@ 1 1 a+1
—1)3
— (aa2) ((a+1)3—|—2—(a—|—1)—(a+1)—(a—|—1))
(a—1)°
= pra (a® + 3a?)
= (@-1 (a+3)
Pro a = 0 plati
a 1 1 1 0 1 1 1
1 a1 1] |1011
1 1 a 1 o 1 1 0 1
1 1 1 a 1 1 1 0
1 01 1] Ry
o111 R
= 110 1| Ry
1 1 1 0| Ry
1 0 1 1 Ry
= - 8 1 11 (1) 22 R (poté: rozvoj podle prvniho sloupce)
- 3 — 111
01 0 —-1| Ry—Ry
1 1 1
= —|1 -1 0 (poté: Sarrusovo pravidlo)
1 0 -1
= —(1+1+1)
-3
Ukazali jsme, zZe
a 1 1 1
1 (11 clz 1 =0 pravé tehdy, kdyz a =1 nebo a = —3
1 1 1 a

Dale postupujte standardné:

(1) Pro a € R\ {—3,1} pouzijte Cramerovo pravidlo.
(2) Pro a € {—3,1} pouzijte GEM.

Ji¥i Velebil: LAGsbirka
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164 Téma 10. Determinanty a feseni soustav rovnic

10.3.5 Problém Naleznéte vSechny hodnoty realnych ¢isel a, b, ¢, pro které ma soustava

a b @ 2
b+c¢c a+c a+b|3
1 1 1 3

jediné feseni. Toto jediné feSeni naleznéte.

% ResSeni problému 10.3.5 Zadana soustava nemé jediné feSeni pro zadn4 redlna ¢isla a, b, c.

% Navod k FeSeni problému 10.3.5 Spoctéte

a b c
b+c a+c¢ a+b |=ala+c)+bla+b)+clb+c)—cla+c)—bb+c)—ala+b)=0
1 1 1

a pouzijte Cramerovu vétu.
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Téma 11

Vlastni vektory a vlastni hodnoty,

diagonalisace

Tyden v semestru:

zobrazeni, diagonalisace ¢tvercové matice.

BOBOILAG(A) |8 58 o o 5] 61 7| 8| 9| 10 12 | 13
ASBOILAG
B6BO1LAG 112345678 9]10 h

Co se procvicuje: vlastni hodnoty a vlastni vektory linearniho zobrazeni, vlastni podprostor linedrniho

11.1 Vlastni hodnoty, vlastni vektory a vlastni podprostory

11.1.1 Problém At a € R. Pro matici zkoseni

o 1 a . D2 2
S“_(O 1).R —R

naleznéte vlastni hodnoty a vlastni vektory.

% ReSeni problému 11.1.1 Zobrazeni S, méa dvojnasobnou vlastni hodnotu 1. Plati

R?, proa=0

eigen(1,S,) = 1
span(<0>)7 proa #0

% Komentar k problému 11.1.1 Jde o standardni pfiklad.

(1) Nalezeni vlastnich hodnot.

(a) Sestavime charakteristicky polynom charg, (x):

1—2x a

102
0 1-g|=1-2)

charg, () = det(S, — zE2) = ’
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166 Téma 11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty, diagonalisace

(b) Vytesime charakteristickou rovnici charg, (z) = 0.
Rovnice
(1—2)>=0
ma dvojnasobny kofen Ao = 1.
Zobrazeni S, ma dvojnasobnou vlastni hodnotu A; o = 1.

(2) Nalezeni vlastnich podprostori.
Potfebujeme nalézt eigen(1,S,) = ker(S, — 1 - E3). Protoze

sa1-E2—(8 g)

(

musime vyftesit soustavu

o O

o

kde a € R je parametr.

(a) a=0.

Soustava
0
0

(o o]o)
() (-0
eigen(1,So) = R?
(o 5]5)
span( )

eigen(1,S,) = Span(<(1)))

ma jako FeSeni mnozinu

Plati tedy

(b) a #0.

Soustava

a
0

ma jako FeSeni mnozinu

Pro a # 0 tedy plati

11.1.2 Problém Pro matici
0

1
M=|-4 4
-2 1

N OO

nad R naleznéte vlastni hodnoty a vlastni podprostory.

% ResSeni problému 11.1.2 Matice M mé trojnasobnou vlastni hodnotu A1,2,3 = 2 a pro prislusny vlastni

1 0
podprostor plati eigen(2, M) =span(|2],(0]).
0 1

% Komentar k problému 11.1.2 Spoéteme nejprve charakteristicky polynom chary(z) matice M:

—x 1 0
charp(z) = det(M—z-Eg)=| -4 4—z 0 =—z-4d-—2)-2—2z)+4-(2—2x)
-2 1 2—x

= 2-2)- (@2 —dr+4)=2-2)-(z—-2)2*=—(—2)3

15. z

O8
H¢
[N
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Charakteristickd rovnice chary(z) = 0 mé tedy trojnasobny kofen A; 23 = 2. To znamend, ze matice M
mé trojnasobnou vlastni hodnotu Ay 23 = 2.

Protoze eigen(2, M) = ker(M — 2 - E3), mame vyfesit soustavu

-2 1 0 0
-4 2 0 0
-2 1 0 0

Tato soustava mé jako feSeni mnozinu

—_

0
span(|2],10])
1

o

To znamena, Ze

eigen(2, M) = span(

)

SN =
= o O
N~—

11.1.3 Problém Pro linearni zobrazeni der : R<*[z] — R=3[z] definované piedpisem
der(az® + bx® 4 cx + d) = (3ax? + 2bz + ¢)

naleznéte vlastni hodnoty a vlastni podprostory.

% ReSeni problému 11.1.3 Zobrazeni der mé ¢tyinasobnou vlastni hodnotu A1,234 = 0 a pro piislusny
vlastni podprostor plati eigen(0, der) = span(1).

% Komentar k problému 11.1.3 Piedvedeme standardni a universalni postup feSeni problému tohoto typu.
Vypocet rozdélime na nékolik kroki.

(1) Nalezneme matici M linedrniho zobrazeni der vzhledem k (jakékoli) uspofddané béazi B linedrniho
prostoru R=3[z]. Vlastni hodnoty zobrazeni der jsou totozné s vlastnimi hodnotami matice M.
(2) Nalezneme vlastni podprostory matice M:

(3) VyuZijeme isomorfismus coordp k nalezeni vlastnich podprostorii linedrniho zobrazeni der.
Nyni podrobnéji:

(1) Jako uspoiddanou bazi prostoru R<3[z] zvolime seznam B = (23, 22, z,1). Protoze diagram®

0
0
2
0

OO WO
— O O O
O O OO

R — — "~ R?

coordBT Tcoordg

R3] ———— R=3[x]

der

je komutativni, je matice

o N OO
_ o O O
O O OO

matici linedrniho zobrazeni f vzhledem k bézi B.

1Jde o standardni vypoéet. Viz problémy z Tématu 7.1.
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168 Téma 11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty, diagonalisace

Nyni nalezneme vlastni hodnoty matice M, tj. vyfeSime charakteristickou rovnici chary(z) = 0.
Protoze
—x 0 0 0
_ |3 -z 0 0 | 4
charpg(z) = det(M — a2 - Ey) = 0 2 -2 0 |T%

0 0 1 —
mé matice M ¢tyfnasobnou vlastni hodnotu Aj 234 = 0.

(2) Nalezneme vlastni podprostor eigen(0, M) = ker(M — 0 - E4). Mame tedy vyfesit soustavu

0 0 0 010
3 00 010
0 2 0 010
0 01 010
Resenim této soustavy je mnozina
0
0
span( 0 )
1
Proto plati
0
. 0
eigen(0, M) = span( 0 )
1
(3) Plati
0
0
coordp(l) = 0
1

a proto plati
eigen(0, der) = span(1)

11.1.4 Problém V tomto pifkladu pracujeme s linedrnim prostorem Lin(R?,R?) vsech realnych matic
rozméru 2 X 2. Jde o linedrni prostor nad R. Predpisem

(2 )= 0) (2 2)

f : Lin(R?,R?) — Lin(R?,R?)

je zadano linearni zobrazeni®

Naleznéte vlastni hodnoty a vlastni podprostory zobrazeni f.

9Zobrazeni f je skuteéné linearni. To se dokdze analogicky FeSeni Problému 6.2.2(1).

% ReSeni problému 11.1.4 Linearni zobrazeni f ma dvojnasobnou vlastni hodnotu A1,2 = 0 a dvojnasobnou
vlastni hodnotu A3 4 = 7. Déle plati

sooto (). (0 )+ sowirn (2 2).(2 2)

% Komentar k problému 11.1.4 Budeme postupovat stejné jako pfi feSeni Problému 11.1.3. Vypocet roz-
délime na nésledujici kroky:
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11.1. Vlastni hodnoty, vlastni vektory a vlastni podprostory 169

(1) Nalezneme matici M linedrnfho zobrazeni f vzhledem k (jakékoli) usporddané bazi B linearniho pro-
storu Lin(R?,R?). Potom vlastni hodnoty linedrntho zobrazeni jsou presné koteny charakteristické
rovnice charp(x) = 0.

(2) Nalezneme vlastni podprostory matice M pfislusné vlastnim hodnotdm matice M.
(3) Vyuzitim coordp ,pfepocitdme” vlastni podprostory matice M na vlastni podprostory linedrniho
zobrazeni f.

Nyni podrobné:

(1) Zvolme jako B nésledujici uspofddanou bazi® linedrniho prostoru Lin(R?, R?):

oo o) (o) a) (o3

Protoze diagram®

1 3 00
2 6 00
0 01 3
0 0 2 6
R* R4
coordBT Tcoordg
Lin(R?,R?) — Lin(R?,R?)
je komutativni, plati, ze
1 3 00
2 6 00
M= 00 1 3
0 0 2 6
je matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazi B.
(2) Nalezeni chary(z).
Spoéteme?
1—=x 3 0 0
. . _ 2 6—x 0 0 2 2
charp(z) = det(M —z - Ey) = 0 0 1—2 3 =z (z—7)
0 0 2 6—x

(3) Rovnice charp(z) = 0 mé dvojnasobny kofen A; 2 = 0 a dvojnasobny kofen A3z 4 = 7. To znamen4,
ze linedrni zobrazeni f mé dvojnasobnou vlastni hodnotu A; 2 = 0 a dvojnésobnou vlastni hodnotu
)\374 =T.

(4) Nalezneme vlastni podprostory matice M.

(a) Protoze eigen(0, M) = ker(M — 0 - E4), mame vyfesit soustavu

1 3 0 010

2 6 0 010

0 01 3]0

0 0 2 6|0

Mnozina feSeni této soustavy je’
-3 0
1
span(f o |+ 3

0 1

2Seznam B skuteéné tvoti bazi linedrniho prostoru Lin(R%,R?). To se dokaze analogicky feseni Problému 6.1.3.
3Nalezeni matice M zobrazeni f vzhledem k uspoiddané bazi B se provede analogicky FeSeni Problému 7.1.2.
4Vypocet determinantu se provede analogicky fesenim problémti Tématu 10.1.

5Jde o standardni pouziti GEM.
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170 Téma 11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty, diagonalisace

Ukazali jsme, zZe
-3 0
. 1
eigen(0, M) = span( ol -3 )
0 1
(b) Protoze eigen(7,M) = ker(M — 7 - E4), mame vy¥esit soustavu

-6 3 0 010
2 -1 0 010
0 0 -6 3|0
0 0 2 —-11]0
Mnozina feSeni této soustavy je®
1 0
2 0
span(| o[+ ])
0 2
Ukézali jsme, ze
1 0
eigen(7, M) = span( g , (1) )
0 2
(5) Nalezneme vlastni podprostory linedrniho zobrazeni f. Vyuzijeme k tomu isomorfismus coordp.
(a) Plati
-3 0
-3 0 1 0 -3 0
coordB(( 1 0)) =1 a coord3(<0 1 >) =1 _3
0 1

Proto plati

eigen(0,f) = span((_13 8) ) <8 _13>)
(b) Plati

coordB(@ 8)) 0 coord3(<8 ;))

S o N
N = OO

Proto plati
. 1 0 0 1
eigen(7,f) = span((2 0) , (0 2))

11.2 Diagonalisace matic

11.2.1 Problém Rozhodnéte, zda lze diagonalisovat matici

5 =3 2
M=1[|6 —4 4
4 —4 5

nad R. Pokud diagonalisovat lze, zapiste diagonalni matici jako podobnou matici M.

6Jde o standardni pouziti GEM.
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% Reseni problému 11.2.1 Protoze chary(z) lze v R[] rozlozit na linearni faktory a protoze pro vsechny
vlastni hodnoty A matice M plati rovnost

dim(eigen(A, M)) = nédsobnost A jako kofene charpg(z)
Ize matici M diagonalisovat.

Plati rovnost )

2 0 0 1 1 1 5 —3 2 1 1 1
01 0)=11 2 2 -6 —4 411 2 2
0 0 3 0 1 2 4 —4 5 01 2
% Komentar k problému 11.2.1 Nalezneme nejprve vlastni hodnoty matice M:
5—x -3 2
charp () = det(M —z-E3) = 6 —4—-z 4 = 23462 —1lz+6=—(x—2)-(z—1)-(z—3)
4 —4 5—x

Vlastni hodnoty jsou jednonasobné: \; =2, Ao =1, A3 = 3.

Vlastni podprostory nalezneme feSenim piislusnych soustav:

(1) eigen(2, M) = ker(M — 2 - E3). Soustava

3 =3 210
6 —6 410
4 -4 310
ma jako FeSeni mnozinu
1
span(|1])
0

Proto plati

1
eigen(2, M) =span(| 1])
0
(2) eigen(1,M) = ker(M — 1 - E3). Soustava
4 -3 210
6 -5 410
4 —4 410
ma jako feSeni mnozinu
1
span(|2|)
1

Proto plati

1
eigen(1,M) = span(| 2 |)
1

(3) eigen(3,M) = ker(M — 3 - E3). Soustava

2 -3 210
6 —7 410
4 —4 210
ma jako FeSeni mnozinu
1
span(|2|)
2
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172 Téma 11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty, diagonalisace

Proto plati

)

eigen(3, M) = span(

(NI R

Protoze charp () lze v R[z] rozlozit na linedrni faktory a protoZe pro vSechny vlastni hodnoty A matice M
plati rovnost

dim(eigen(A, M)) = nésobnost A jako kofene charng(z)
lze matici M diagonalisovat.

Dale plati

2 00 1 1 1 5 —3 2 1 1 1
01 0l=1(1 2 2 6 —4 4 1 2 2
0 0 3 0 1 2 4 —4 5 01 2
protoze matici
5 =3 2
6 —4 4
4 —4 5
vidime v usporadané bazi
1 1 1
oty (2).(2p
0 1 2
jako diagonalni matici
2 00
0 1 0
0 0 3

Poznamka: vysledny zapis podobnosti zdvisi na potadi, ve kterém vypiSeme vlastni hodnoty a vlastni
vektory matice M. To znamend, Ze plati naptiklad i rovnosti

-1

100 111 5 -3 2 11 1

02 0f= 1 2 6 —4 4 2 1 2

00 3 10 2 4 —4 5 1 2
a

300 11 1\"" /5 -3 2 111

02 0|l=1[21 2 6 —4 4 2 1 2

00 1 2 0 1 4 —4 5 9 1
atd.

-1 1

11.2.2 Problém Vyuzijte diagonalisaci k vipoctu M2?% pro matici M = ( 1 1) nad C.

100
% Reseni problému 11.2.2 Plati M?% = <20 21%0).

% Komentar k problému 11.2.2 Zkusime matici M diagonalisovat. Postupujeme stejné jako v Problému 11.2.1.
(1) Vlastni hodnoty a vlastni podprostory M.

1—2 1

charpg(x) = det(M — 2 - Eq) 1 1—s

=(1-2)?+1=22-224+2=(z—(14+13)-(x—(1—1))

Matice M mé jednondsobné vlastni hodnoty v C: Ay = (1 4+14) a Ay = (1 — 7). Pfislusné vlastni
podprostory dostaneme FeSenim soustav rovnic (v C).
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Pro Ay = (1 +4) méame Fesit soustavu

Tato soustava ma jako FeSeni mnozinu

()

eigen(1 + i, M) = span(C))

To znamena, ze plati

Pro A\ = (1 — ¢) mame Fesit soustavu

Tato soustava ma jako feSeni mnozinu

(1)

egen1 — M) = span( 1, )

To znamena, ze plati

Protoze charp(x) lze v Clz] rozlozit na linedrni faktory a protoze pro vSechny vlastni hodnoty A

matice M plati rovnost

dim(eigen(A, M)) = nésobnost A jako kofene charpg(z)

lze matici M diagonalisovat.

Plati
1+i 0\ (1
0 1—43)  \q

Proto plati rovnost

Dale plati

Protoze plati rovnosti

(l—i—i):\/g-(cos%—kisin%)

plati i rovnosti

(1+1)%° = (ﬁ) 200 : (cos(QOOZ) +z’sm(200£)) = 2190 (cos(507) + i sin(507)) = 210

200
(1—14)200 = (\ﬁ) : (cos(ZOOZ) - isin(200£)) = 2100 (cos(507) — i sin(50m)) = 2190

Tudiz plati rovnost

2100 0
0 2100 -

Ji¥i Velebil: LAGsbirka
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174 Téma 11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty, diagonalisace

neboli
Protoze”

potfebujeme spocitat maticovy soucin
11\ 1 2100 0\ (1 —i
-1 1 - i 2100 1 i

2100 2100 1 —i

§2100 42100 J {1 4

2. 2100

( 2100)

2100
0 2100)

N l\D\H [\J\H M\r—l

11.2.3 Problém Posloupnost ¢isel a,,, kde n > 0, je zadana rekurentné nasledovné:

ag = 2 a1 =6 Gn+2 = 3ap41 +4a,, pron >0

Vyuzijte diagonalisaci matic k tomu, abyste nalezli explicitni vzorec pro ¢leny posloupnosti a,,, kde n > 0.

84"+ 2. (—=1)"
5
% Komentar k problému 11.2.3 Pov§imnéme si nejprve, Ze plati rovnosti

()=o) G) (=G o) G- o))

Tyto rovnost jsme ziskali ze zadaného rekurentniho vztahu: plati as = 3a; + 4ag a ag = 3as + 4a,. Protoze

plati (z trividlnich pfi¢in) i rovnost
0
a1\ 3 4 . aiq
ao 1 0 ap

()= 0-G) G)-00)-()

To lze nyni snadno zobecnit: pro vSechna n > 0 plati
Gn+1\ 3 4 " . aq
a, /] \1 O ao
3 4
M- (10)

Protoze potfebujeme pocitat s mocninami matice M, pokusime se matici M digonalisovat. To provedeme
stejnym postupem jako v Problému 11.2.2.

% ReSeni problému 11.2.3 Pro viechna n > 0 plati a,, =

Ize psat

(=) =02 ) (2)

Oznaéme®

"Nejrozumnéjsi je pouzit Cramerovu vétu. Viz problémy Tématu 10.2.
8Matici M fikame generujici matice zadané rekurentni posloupnosti. To je oviem nepovinnd znalost.
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(1) Vlastni hodnoty matice M. Rovnost det(M — zE3) = 0 je rovnost (3 — z) - (—z) — 4 = 0, neboli
22 — 3z — 4 = 0. Kofeny této kvadratické rovnice jsou vlastni hodnoty matice M: jedn4 se o &isla

)\1:4 a )\2:—1

(2) Vlastni vektory matice M. Plati
eigen(4, M) = ker(M — 4E5) = span( (?)) eigen(—1, M) = ker(M + E3) = span( <_11>)
coz zjistime vyTeSenim soustav rovnic
-1 4|0 4 410
1 —4f{0) * \1 1]0
(3) Diky (1) a (2) a vété o diagonalisovatelnosti matic plati rovnost
Mo (3 A (4 1) (4 0N (4 -1\
“\1 0/ \1 1 0 -1 1 1
Duisledkem bodu (3) jsou rovnosti
w3 A" (4 -1\ (4 0"
M _<1 0) _<1 1)'(0 —1)
Tudiz pro vSechna n > 0 plati
a1 _ (3 A" (ar) _ (4 -1\ (4 0\ (4 -1\ (a
an ) - \1 0 a)  \1 1 o (-17) 1 1 ao

Protoze vime, 7e ap = 2 a a; = 6 a protoze’

()Y

muzeme pravou stranu vyse uvedené rovnosti upravit:
4—1.4”0.4—1_1.a1_1.4—1.4"0.11'6
1 1 0 (-n» 1 1 ap) 5 \1 1 0 (-1~ -1 4 2
1 /3247 =2 (=1)"
5 8- 4" 4+ 2. (=)™
To znamena, Ze pro vSechna n > 0 plati rovnosti

ans1) _ (3 4\" (ar) _ 1 (32.47—2.(-1)"
an “\1 0 ag B 5 84" 4+ 2. (71)’”
Specialné: pro vSechna n > 0 plati

4" 4+ 2 (-1)"
S R IC)

11.2.4 Problém At vektor ¥ je vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni f : L — L, p¥islusnym vlastni
hodnoté A z F. At a je libovolny nenulovy skalar z F. Rozhodnéte, zda plati: vektor a - ¢ je vlastnim
vektorem linearniho zobrazeni f, prislusnym vlastni hodnoté a - A.

9Pro vypocet inverse pouzijte Cramerovu vétu, podobné jako v Problému 10.2.2.
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% ReSeni problému 11.2.4 Tvrzeni neplati.' Protipiiklad je identické zobrazeni E5 : R?2 — R? s vlastnim

vektorem v = <2

2), prislusnym vlastni hodnoté A\ = 1, a skalar a = 3.

% Komentar k problému 11.2.4 Ptame se, zda plati nasledujici dvé podminky:

(1)
(2)

Plati a - ¥ # 0.
Plati rovnost f(a - ¥) = (a- A) - (a - 7).

Postupné:

(1)
(2)

Protoze v je vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni f, plati ¥ # 0. Déle mame skalar a z F, pro ktery
plati a # 0. To znamena, Ze plati a - ¥ # 0.

Protoze f je linearni zobrazeni, plati
fla-0)=a -f(¥)=a-(X-7)

kde v posledni rovnosti vyuzivame toho, ze v je vlastni vektor linearniho zobrazeni f, pfislusny vlastni
hodnoté \. Ptame se tedy, zda plati rovnost

a-(N-0)=(a-A)-(a-7)
nebo (po ekvivalentnich tpravach), zda plati rovnost
A=X-a) - ¥=0
Posledni rovnost je ale ekvivalentni rovnosti'!
A=A-a

protoze U # 0.

Rovnost A = X-a je ale v obecném télese ekvivalentni rovnosti (a — 1) - A = 0. Neboli musi platit a =1
nebo A = 0.

Méme pocit, Ze rovnost f(a - ¥) = (a - A) - (a - U) obecné neplati. Zkonstruujeme tedy protiptiklad.
Protipiiklad musi sestavat z nésledujicich ¢asti:

(a) Téleso F a linearni prostor L nad F.

(b) Linearni zobrazeni f : L — L.

(c) Vlastni vektor ¥, prislusny vlastni hodnoté .

(d) Skalar a tak, ze rovnost f(a-¥) = (a- A) - (a - ¥) neplati.

Protiprikladem je:

(a) L je linearni prostor R? nad R.

(b) Lineéarni zobrazeni f je identické zobrazeni E, : R> — R2.

)
(c) Vlastni vektor linedrniho zobrazeni f je v = (;), prislusny vlastni hodnoté \ = 1.
(d) Skalar a = 3. Potom

fa-v) # (a-N)-(a-V)

——

—_——
=E5-(3-v)= (2) =(3-1)-3-v= (12)

Poznamka: lze nalézt i jednodussi protiptiklad, kde prostor L nad F mé dimensi 1. Pokuste se o to.

10Pozor! Nepoplette si to s tvrzenim: Af vektor ¥ je vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni f : L — L, prislusnym vlastni
hodnoté \ z F. At a je libovolny nenulovy skaldr z F. Potom vektor a - ¥ je vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni f, prislusnym
vlastni hodnoté \., které plati. Duvodem je to, Ze a - ¥ je nenulovy vektor v eigen(\, f), protoze eigen(), f) je linedrni podprostor

prostoru L.

11Viz piednasku 1B.
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11.3 Problémy s navodem k reseni

11.3.1 Problém Af jednotlivé polozky m;; v matici
0.7 0.6
M = (0.3 0.4)
representuji nasledujici pravdépodobnosti:*

m;; = Prob(je-li ¢lovék v misté A;, pak pfejde do mista A,)

v v o o 2 U1
Ukazte, ze existuje nenulovy vektor v = v
2

tomuto vektoru v pravdépodobnostni interpretaci.

),kdevlzo, ve >0, v1 +vg =1, a plati M - v = v. Dejte

%Predstavujte si napfiklad A; = bar Carbon a Az = mistnost T2:D2-256.

% ReSeni problému 11.3.1 Plati

<

Il
N
SIS
[
N———

Il

Wl Wl

Protoze plati rovnost Mv = v, vektor v representuje rovnovdzZny stav populace dynamického systému
popsaném matici M: 2/3 populace jsou v misté A; a 1/3 populace je v misté As.
% Navod k reSeni problému 11.3.1 Nejprve ukazte, Ze ¢islo 1 je vlastni hodnotou matice M:

0.7—x 0.6
0.3 04 —=x

= (07—2)-(04—-2)-03-06=2>-11z+01=(zx—1)-(z—0.1)
(o0 0elo)
o ()

eigen(1, M) = span(G))

= ()= 0)-

lezi v eigen(1, M) a spliiuje v; > 0, vy > 0, v1 + vy = 1.

charpi(z) = det(M —z-Ep) = '

Dale naleznéte eigen(1, M): soustava

ma jako feSeni mnozinu

Proto plati

Vektor

W= Wl

Poznamka: Tento problém je zobecnén v Problému 11.3.2.

11.3.2 Problém Dokazte nésledujici tvrzeni:
(1) At M je jakakoli étvercova matice nad F. Potom plati charyg(z) = charygr ().

(2) At M je ¢tvercova sloupcové stochastickd matice (tj. takova, Ze soucet vSech polozek v kazdém
sloupci matice M je roven 1) nad R. Potom existuje nenulovy vektor v tak, ze M - v = v.*

%Toto tvrzeni je zakladem algoritmu PageRank, viz AKLA, Dodatek F.
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% Reseni problému 11.3.2 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze plati (1) a toho, Ze plati
(2).

% Navod k reSeni problému 11.3.2

(1) Z vlastnosti determinantt plynou rovnosti

charyr(z) = detM? —z-E,) = det(M”? —z-ET)
= det(M—z-E,)7) =detM — z - E,,)
= charp(x)

a to jsme chtéli dokazat.

(2) Piedpokladejte, ze M m4 rozméry n x n. Oznacte jako e vektor v R™, ktery ma ve vSech polozkach
¢islo 1. Vyuzijte toho, Ze M je sloupcové stochastickd k tomu, abyste ukézali, ze plati M7T - e = e.
Z posledni rovnosti odvodte, Ze charyr (1) = 0.
Podle ¢éasti (1) plati charyr () = charp (). To znamend, Ze plati chary (1) = 0, neboli matice M méa
vlastni hodnotu 1. Pak pro libovolny nenulovy vektor v z eigen(1, M) plati rovnost M - v = v.

11.3.3 Problém Vyuzijte diagonalisaci pro vypocet matice M°7, kde

w3

je matice nad R.

0 2 0 257

% Navod k feseni problému 11.3.3 Postupujte analogicky feSeni Problému 11.2.2. Pro matici M nalez-
néte vlastni hodnoty a vlastni podprostory. Vlastni hodnoty jsou A\; = 3 a Ay = 2, obé hodnoty jsou

jednonasobné. Plati
30\ (1 4\ (3 4\ (1 4
0 2)~\o -1 0 2) \0 -1
FT 0N _ (3 0\7_/1 a4\ 34T 1 4
o 27/~ \o 2/ ~\0o -1 0 2 0 -1
3 4\ /1 4\ (3 0 (1 4\
02 ~\o -1 0o 27) 7 \o -1

57 57 (25T _ 957
% ReSeni problému 11.3.3 Plati (3 4) = (3 4-(3 2 )>
a proto plati
Musi tedy platit
Protoze plati
plati rovnosti

3 4\ (1 4 (3T 0\ (1 4\ _ (37 4.(37 2%
0 2) “\o -1)\o 27) (0o -1)~ o 257
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11.3. Problémy s navodem k feseni 179

11.3.4 Problém Posloupnost ¢isel a,,, kde n > 0, je zadéna rekurentné nasledovné:
Gpio = Aapy1 + Ba,, pron >0

kde ag a a; jsou zadand redlné &isla a kde vite, Ze pro realné ¢isla A, B plati nerovnost A2 + 4B > 0.
Dokazte nasledujici:
ant1) _ (A B\" [
a, ) \1 0 ao

A B
1 0
je diagonalisovatelna a plati
A BY (A A 0 A R\ T A a0 [T -
1 o) \1 1) Vo A/ \1 1) “x=x'\1 1) o x) \=1 X\
kde
A+ /A2 +4B A—/A%2+4B
M=—"F77—" /\ng

2

jsou dvé (nutné riiznd a realnd) feseni kvadratické rovnice 72 — Ax — B = 0.

(1) Pro v8echna n > 0 plati

(2) Matice

(3) Z vyse uvedeného odvodte, ze plati rovnost

(an+1) _ 1 </\71L+1 VAR Y el +)\1)\3+1> i (a1)
Gn J A=A |\ jr_)p — XA} + AL AR do

a tudiz pro vSechna n > 0 plati

ay - (AT = A3) +ag - (=AM + A1 AS)
AL — A2

Ay =

% Reseni problému 11.3.4 Resenim problému jsou spravné vedené ditkazy toho, Ze plati (1)—(3).

% Navod k feSeni problému 11.3.4 Postupujte stejné jako v Problému 11.2.3.

M=(5 )

je matice nad R, kde a a b jsou libovolna realna ¢isla, b # 0. Ukazte, Ze matici M nelze diagonalisovat.

11.3.5 Problém At

% ReSeni problému 11.3.5 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze matici M nelze diagonali-
sovat.

% Navod k feseni problému 11.3.5 Naleznéte vlastni hodnoty matice M:

a—x b

charp(z) = det(M — x - Eg) = 0 -

=(a—1z)?

To znamend, Ze A1 2 = a je dvojnasobné vlastni hodnota matice M.

(60)
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180 Téma 11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty, diagonalisace

ma jako feSeni mnozinu
1
span( 0 )

eigen(a, M) = span( (é))

Takze

Protoze plati
dim(eigen(a, M)) = 1 # 2 = nasobnost a jako kofene charyg(x)

nelze matici M diagonalisovat.

11.3.6 Problém Zodpovézte nasledujici otazky:

(1) At a € F je skaldr, at L je linearni prostor nad F. MiZe byt a vlastni hodnotou néjakého linedrniho
zobrazeni f : L — L7

(2) At L je linedrni prostor nad F, at ¥ je nenulovy vektor z L. Mtze byt ¢ vlastni vektorem néjakého
linedrniho zobrazeni f : L — L?

% ReSeni problému 11.3.6

(1) Ano, mize. (Uplna odpovéd vyzaduje i konstrukei piislusného linedrniho zobrazeni).
(2) Ano, mize. (Uplna odpovéd vyzaduje i konstrukei piislusného linedrniho zobrazeni).
% Navod k feseni problému 11.3.6
(1) Ukazte, ze zobrazeni ¥ — a - Z je linearni zobrazeni f : L — L. Plati tedy f(Z) = a - Z. Posledni
rovnost vyuzijte. (Pozor: je nutné si uvédomit, jaké podminky musi spliiovat vlastni vektor.)

(2) Zvolte pevné skalar a € F. Ukazte, Ze zobrazeni & — a - Z je linedrni zobrazeni f : L — L. Plati tedy
f(Z) = a - Z. Posledni rovnost vyuzijte.

11.3.7 Problém Dokazte, Ze pro matici M : R — R jsou néasledujici podminky ekvivalentni:
(1) Kazda vlastni hodnota matice M je nenulova.

(2) Matice M je regularni.

% Reseni problému 11.3.7 Resenim problému je spravné vedeny dfikaz toho, Ze podminky (1) a (2) jsou
ekvivalentni.

% Navod k FeSeni problému 11.3.7 Zformulujte nejprve kontraposici: pro matici M : R — R™ jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:
(1)* Matice M mé nulovou vlastni hodnotu.
(2)* Matice M je singularni.

Staci tedy dokazat ekvivalenci podminek (1)* a (2)*. Podminka (1)* #ikd det(IM) = 0, coZ je ekvivalentni
podmince (2)*.
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Téma 12

Abstraktni skalarni soudin

Tyden v semestru:

BOBOLLAG(A) | o o8 ol o 5] 61 7| 8| 9|10 11| 12 13
ASBOILAG
B6BO1LAG 1123|456 | 7|8 9]10]11 k

Co se procvicuje: zaklady abstraktniho skalarniho soucinu, skalarni souc¢iny v R™ nad R.

12.1 Vypocty s abstraktnim skalarnim souc¢inem

12.1.1 Problém Af L je linedrni prostor nad R. Rozhodnéte, kdy plati nasledujici tvrzeni:

(1) At (— | —)1 a (— | —)2 jsou skaldrni souciny v L. Potom vzorec

(@[ 9) =(Z |91+ (T | )2
zadava skalarni soucin v L.

(2) At (— | =) je skaldrni sou¢in v L a at a je redlné ¢islo. Potom vzorec

(@]9 = a-(Z]7)

zadavé skalarni soucin v L.

% ReSeni problému 12.1.1

(1) Vzorec (Z | ¥) = (& | ¥)1 + (¥ | ¥)2 vzdy zadava skalarni soucin v L.
(2) Vzorec (% | §) = a- (Z | §) zadava skaldrni soucin v L pouze tehdy, kdyz a > 0.

% Komentar k problému 12.1.1 V obou pfipadech musime pouzit definici abstraktniho skalarniho soucinu.

(1) (a) Pro libovolné vektory #, ¥ z L plati rovnosti

(| 9) = (&[G + (& [ G2 = (| D1 + (T [ D)2 = (7| 7)

Vyuzili jsme toho, zZe pro libovolné vektory Z, ¢ z L plati rovnosti (¥ | )1 = (¢ | £)1 a (T | §)2 =
(G| Z)2.
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182 Téma 12. Abstraktni skaldrni sou¢in

(b) At & je pevny vektor z L. Potom obé zobrazeni
(@|-)1:L—R (| -)2: L —R
jsou linearni. Proto je linearni i jejich soucet
(Z| =) =(Z| - +({Z|-)2
(c) At Z je pevny vektor z L. ProtoZe plati nerovnosti (Z | £); > 0 a (Z | Z)2 > 0, plati i nerovnost
(7| 2) = (@[ 2 + (T |T)2 20

Rovnost (7 | Z]) = 0 plati pravé tehdy, kdyz (Z | )1 = 0 a (& | £)2 = 0. To nastane pravé tehdy,

kdyz Z = 0.
Ukazali jsme, ze vzorec (7 | y) = (Z'| 4)1 + (¥ | ¥)2 vZdy zadava skalarni soucin v L.

(2) (a) Pro libovolné vektory &, ¢ z L plati rovnosti
ZFlP=a-(Z|§)=a-(F|L)= (7]
Vyuzili jsme toho, Ze pro libovolné vektory #, ¢ z L plati rovnost (Z | §) = (¢ | T)
(b) At & je pevny vektor z L. Potom zobrazeni
(Z|]-):L—R

je linearni. Proto je linearni i jeho skalarni nasobek

plati pouze tehdy, kdyz a > 0.
Rovnost (Z | ) = 0 plati pravé tehdy, kdyz (Z | £) = 0 nebo a = 0. To znamen4, ze (T | &) =0
plati praveé tehdy, kdyz £ = 0 nebo a = 0.

Ukézali jsme, ze vzorec (Z | §) = a - (¥ | §) zadéva skaldrni soucin v L pouze tehdy, kdyZ a > 0.

- -

12.1.2 Problém At L je linedrni prostor nad R se skaldrnim souc¢inem (— | —). At je seznam (by, ..., by)
vektorti z prostoru L linedrné nezavisly. Dokazte, ze potom je matice

(by | by) (b |by) ... (b |by)
G = : : :
(by | bi)  (ba | b) ... (bg | bk

regularni.

% ReSeni problému 12.1.2 ReSenim problému je spravné vedeny diitkaz toho, Ze matice G je regularni.

% Komentar k problému 12.1.2 UkéZeme, ze matice G je dokonce positivné definitni (potom plati nerov-
nost det(G) > 0, a proto je G reguldrni).

Z vlastnosti skalarniho souéinu plyne, 7e G = G. Déle musime ukézat, Ze pro jakykoli vektor

T
Tk
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12.1. Vypocty s abstraktnim skaldrnim souc¢inem 183

plati x7 - G -x > 0 a Ze rovnost x? - G -x = 0 plati pravé tehdy, kdyz x = o. Podle definice ndsobeni matic

Je
k k
XTGX:ZZ$ZIJ<gz‘gJ>

i=1 j=1
a podle vlastnosti skalarniho soucinu plati
ko k k k
SN wiea b [ b)) = ai-bi| > a;-b))
i=1 j=1 i=1 j=1
k
Oznaéme ¥ = Z a; - b;. Potom
i=1

k k
O aibi| Y aj-by) = (F| )
i=1 j=1
Podle vlastnosti skaldrniho sou¢inu plati (# | Z) > 0 a rovnost (& | ) = 0 plati pravé tehdy, kdyz plati
T = 0. Protoze vektory by, ..., by jsou linedrné nezavislé, rovnost £ = ¢ plati pravé tehdy, kdyz x; = 0,
..., T = 0, a to je pravé tehdy, kdyz x = o.
Ukézali jsme, Ze plati GT = G, ze plati x* - G - x > 0 a Ze rovnost X! - G - x = 0 plati pravé tehdy, kdyz
x = 0. Matice G je tedy positivné definitni. Proto je matice G regularni.

12.1.3 Problém Af L je linearni prostor nad R se skalarnim soucinem (— | —) a at V = span(by, ... , by)
je néjaky jeho linearni podprostor, kde seznam (b, ..., bx) tvori bazi V. UkaZte, Ze pro dva vektory ¥, ¢/
z V jsou nasledujici dvé podminky ekvivalentni:

(1) Plati rovnost 7 = o'.

(2) Rovnost (7| b;) = (' | b;) plati pro viechna i = 1,..., k.

% ReSeni problému 12.1.3 ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, ze podminky (1) a (2) jsou

ekvivalentni.
% Komentafl k problému 12.1.3 Protoze ¥, ¥ jsou z V a protoze seznam (b1, ..., bg) tvofi bézi V, mizeme
pséat
k
- 7 — !
vzg a; - b; v:E a; - b;
i=1 i=1

pro jednoznac¢né uréené skalary a;, a}, i =1,..., k.

Diky vlastnostem skalarniho soucinu plati rovnosti

k
@16) =D Gi1B) (@ 15) =Y ai (] B)

pro vSechna j =1,... k.

Protoze skalary a;, a’ jsou uréeny jednozna¢ng, znamena to, Ze obé soustavy rovnic
s Uy 9 9

(b [b1) (b2 |b1) ... (belby) | (@]b1) (b [b1) (b2 |b1) ... (be|bu) | (@ ]b1)

BB GolBe) ... (BulBe) | @5 G lB) GalBe) .. BolB) | @15

maji jediné feseni. Navic, soustavy maji stejnou matici soustavy. Tato matice je navic reguldrni podle
Problému 12.1.2. ReSeni obou soustav tedy jsou stejnd pravé tehdy, kdyZ pravé strany obou soustav jsou
stejné. To znamend, Ze rovnosti a; = a; plati pro vSechna ¢ = 1,...,k pravé tehdy, kdyz plati rovnosti
(7| b;) = (& | b;) pro viechna i =1, ..., k.
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184 Téma 12. Abstraktni skaldrni sou¢in

12.1.4 Problém V tomto piikladu je linearni prostor R™ nad R vybaven standardnim skaldrnim souc¢inem

T

<X|y>:X “En -y
2 1
(1) Pro vektory u= | =3 | av = [ 1| v R? nad R spoctéte (u | v), |[ul|, [|v|] a cosp, kde ¢ je tihel,
2 2

ktery vektory u, v sviraji.

(2) Pro vektory u = <_23> av = <}) v R? nad R ovéfte platnost rovnosti |u — v||? + [[u+ v|? =

2 (Jlul|® + ||v||?). Dejte této rovnosti geometricky vyznam.

(3) Rozhodnéte, zda trojihelnik zadany tfemi body a = G), b = <11>, c= <_11> v R? nad R je

pravothly.

(4) Ukazte, ze pro vektory a, b v R™, pro které plati ||al| = 2 a ||b|| = 2, plati nerovnosti —4 < (a | b) < 4.

% Reseni problému 12.1.4

4/102
(1) Plati (u|v) =3, |ul| = /17, |v] = \/8 cosp =3 L (tj., ¢~ 73°).

102

(2) Resenim problému je ovéfeni dané rovnosti vypoctem. Geometricka interpretace rovnosti je nasledujici:
vektory u, v urcuji rovnobéznik
Y

s hranami délky ||uf, [|v|| a Ghlopiitkami délky |[u — v| a [|[u + v||. Rovnost |[u — v|? + [[u+ v|? =
2 (Jlul]? + [|v]|?) tedy fik4: soudet druhym mocnin délek vSech stran rovnobéznika je roven souctu
druhych mocnin délek jeho thlopricek.

(3) Trojuhelnik uréeny body a, b, c je pravouhly. Pravy thel je u vrcholu a.
(4) Resenim problému je spravné odvozeni nerovnosti —4 < (a | b) < 4.

% Komentar k problému 12.1.4 Jednd se o standardni vypocty.

(1) Plati
1
wlv)=2 -3 2)-[1|=2-3+4=3
2

Protoze (u|u) =17 a (v | v) = 6, plati

Jull = lw =17 vl = /ivv) = /6

Plati (u | v) = |Jul| - ||v|| - cos ¢, proto

(u]v)

3 V102
TR T e 102
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12.2. Metrické tensory 185

(2) Platf

a proto

lu—v|?=17 lu+v|? =13

Protoze plati
[u*=13  [jv[* =2
mame overit rovnost

13+17=2-(13+2)

ktera evidentné plati.

Vektory u, v urcuji rovnobéznik

s hranami délky |ul|, ||v|| a thloptickami délky ||u — v|| a |[u+ v||. Rovnost [[u — v||? + [[u+ Vv|]? =
2 (Jluf® + ||v]|?) tedy fikd: soucet druhym mocnin délek viech stran rovnobéznika je roven souétu
druhych mocnin délek jeho thlopricek.

(3) Ptéme se na to, zda néktery z Ghlu trojihelnika

Y

zadaného tremi body a = <1>7 b = <_1>, c = ( 1 > v R? nad R je roven 7/2. K tomu si sta¢i

uvédomit, ze plati

thel u vrcholua ==7/2 iff (b—a|c—a)=0
thel u vrcholub=7/2 iff (a—b|c—b)=0
thel u vrcholuec=7/2 iff (a—c|b—-c)=0

Protoze (b —a | c — a) =0, je zadany trojthelnik pravouhly. Pravy thel je u vrcholu a.

(4) Podle nerovnosti Cauchy-Schwarz-Bunyakovski plati [(a | b)| < ||a|| - ||b]|. Protoze ||a|| = ||b| = 2,
plati [{(a | b)| < 4. To znamen4, e plati —4 < (a | b) < 4.

12.2 Metrické tensory

Jiri Velebil: LAGsbirka 15. zari 2025, 10:12



186 Téma 12. Abstraktni skaldrni sou¢in

12.2.1 Problém

(1) Ukazte, Ze vzorec

2 -1
(z1 22)- (_1 1 ) “(y1 y2) =2m1y1 — 1Yz — Tayr + T2y

urcuje skalarni soucin (— | —) v R? nad R.

S={xeR?||x| =1}

kde || — || je norma na R?, které je uréena vyse uvedenym skaldrnim soucinem (— | —).

(2) Zakreslete jednotkovou sféru vzhledem ke skaldrnimu souc¢inu z bodu (1), tj. zakreslete mnozinu

% Reseni problému 12.2.1
(1) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze vzorec
2 -1
(z1 22)- 1 1) (1 y2) =2z1y1 — T1Y2 — T2y1 + T2Y2

urcuje skalarni souéin (— | —) v R? nad R.

(2) Jednotkova sféra vzhledem k zadanému skaldrnimu soucinu je elipsa

Y

parametrisovana jako

CoS & 9 ]
{(cosa—sina> €R"[aef0;2m)}
% Komentar k problému 12.2.1

(1) Matice

je positivné definitni, protoze je symetricka a plati

det(2) =2>0 det(<_21 _11>) =3>0

Proto vzorec

2 -1
(x1 x2)- <1 1 ) (1 y2) = 2m1y1 — 21Y2 — Tayr + oo

uréuje skalarni soucin (— | —) v R? nad R.
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(2) Pro kazdy vektor x z R? plati ||x|| = 1 pravé tehdy, kdyz plati ||x|*> = 1. Proto
{xeR| x| =1} ={xeR?| |x|* =1} = {x e R* | {x | x) = 1}

Méme tedy zakreslit mnozinu

S:{(;)ERQHI y)-<21 _11>-(x y)}:{@eR2|2x2_2xy+y2:1}

Mnozina S je tedy néjaka kuzelosecka v R2. Jak vypada? Pfedvedeme standardni zptisob feseni.!

(a) Plati rovnost 22% — 22y + 3% = 22 + (v — y)%. To znamen4, Ze po substituci u =z av =2 — y
méme zakreslit mnozinu

() emree == () erie (g §)-¢

co? je jednotkova sféra v prostoru R? se standarnim skaldrnim sou¢inem. Vada na krése je, Ze
pracujeme se soufadnicovymi osami u, v.

- %) 6)
-0 %00 %0

Protoze jednotkovou kruznici v soufadnicich u, v lze parametrisovat jako

plati

u=-cosa, v=sina, kdea € |0;2n)

z\ _ (1 0\ [cosa) _ cos
y)  \1 -1 sina) ~ \cosa —sina

a my tedy mame zakreslit mnozinu

plati

{( cose ) €R?|a € [0;2m)}

cos o — sin o

Vysledkem je nasledujici elipsa:

1Jedné se o znamy postup Gpravy na tplny &étverec, kombinovany s jednoduchou tvahou o transformaci soufadnic.
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188 Téma 12. Abstraktni skaldrni sou¢in

12.2.2 Problém U nésledujicich redlnych matic rozhodnéte, zda jsou metrickym tensorem skaldrniho
sou¢inu v prostoru R? nad R. Pokud ano, zapiste vzorec pro piislusny skaldrni souéin v R3.

31 3
BHG=[11 2
32 1

9 5 -1
@ G=[5 12 -9
-1 -9 9

% ReSeni problému 12.2.2

(1) Matice G neni metrickym tensorem skaldrniho souc¢inu v prostoru R® nad R.

(2) Matice G je metrickym tensorem skaldrniho souc¢inu (— | —) v prostoru R® nad R se vzorcem
T1 Y1 9 5 —1 Y1
< z2 || (92 |) = (551 T2 Zg) . 5 12 =9 |y
T3 Y3 -1 -9 9 Y3

= 91191 + 521y2 — 21y3 + Sxay1 + 1222y2 — Iw2ys — w3y1 — 9T3Y2 + 923y3
% Komentar k problému 12.2.2

(1) Mame rozhodnout, zda matice G je positivné definitni. Matice G je symetrickd a plati

3 1

det(3) =3>0 det((1 1

3 1 3
)):2>0 det([1 1 2|)=-7%0
32 1

Matice G nent positivné definitni. Proto G nemuze byt metrickym tensorem skaldrniho soucinu v pro-
storu R® nad R.

(2) Méame rozhodnout, zda matice G je positivné definitni. Matice G je symetrickd a plati

0 s 9 5 -1
det(9) =9 >0 det((5 12)) =83>0 det([ 5 12 —9|)=96>0
-1 -9 9

Matice G je positivné definitni. Proto G je metrickjym tensorem skalarniho sou¢inu v prostoru R® nad
R se vzorcem

Z1 yl 9 5 71 yl
< z2 || (92 |) = (551 T2 xs) . 5 12 =9 |y
x3 Y3 -1 -9 9 Y3

9711 + dr1Yy2 — T1Y3 + dw2y1 + 12x2y2 — 922y3 — T3y1 — 9T3Y2 + YT3Y3

12.2.3 Problém Naleznéte metricky tensor G skalarniho souéinu v R? nad R, pro kterj seznam vektort
1 0
() @)

% Reseni problému 12.2.3 Plati G = ( 21 _11>

tvofi ortonormalni bazi.

15. zari 2025, 10:12 Jiri Velebil: LAGsbirka



12.2. Metrické tensory 189

. . ) 1 . P I
% Komentar k problému 12.2.3 Zadané vektory b; = (1> a by = (g) jsou linearné nezavislé, a proto
tvoif uspotadanou bazi B = (by, by) prostoru R2.

Nalezeni metrického tensoru G je standardni postup:
T
G = (Tk,-»B) -Tk,—8

Protoze plati

1
1 0 _ 1 0 1 0
Tpok, = (1 1> Tk,-5=(Thsk,) ' = <1 1) = <_1 1>

o1 )" (-6 G-

Poznamka: nalezeny metricky tensor G urcuje presné skalarni soucin z Problému 12.2.1.

plati i

1 . o . e 1o . .
Vektory by = (1> a by = (?) maji normu 1, mély by tedy leZet na pfislusné jednotkové sfére. To je
pravda:

Y
b by
N
x

Navic: plati (by | by) = 0. To znamen4, ze vektory by a bs (vidény optikou skaldrniho souéinu (— | —))

jsou na sebe navzajem kolmé. Po feseni Problému 12.2.1 by nas to nemélo prekvapit: pro substituci
-1
z\ (1 O fuw _ (1 0N (fu
y)  \1 -1 v)  \1 -1 v
1y (1 0 ) 1 0y _(1 0Y (0
1/ \1 -1 0 1/ \1 -1 -1

To znamena, Ze orotnormalni baze
1 0
) (4

prostoru R? se standardnim skalarnim souc¢inem (a soufadnicovymi osami u, v) pfechdzi na ortonormalni

bézi
()0

z Problému 12.2.1 plati
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190 Téma 12. Abstraktni skaldrni sou¢in

prostoru R? se skalarnim sou¢inem, zadanym metrickym tensorem G. Viz obrazek:

v Yy

bo b;

71
N x

Vyse uvedeny obrazek vysvétluje geometrické pozadi véty z prednasky 9B.

12.2.4 Problém At G je metricky tensor skaldrniho sou¢inu (— | —) v R™ nad R. Dokaite, Ze pro linedrni
zobrazeni A : R™ — R" jsou nasledujici pominky ekvivalentni:

(1) Pro vSechny vektory x, x’ z R™ plati rovnost (A - x | A - x') = (x | x'), tj., zobrazeni A zachovdvd
skaldrni soucin (— | —).

(2) Plati rovnosti AT -G - A = G a det(A) = +1.
(3) Plati rovnost AT - G- A =G.

v

% Reseni problému 12.2.4 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze z (1) plyne (2), Ze ze (2)
plyne (3), a Ze ze (3) plyne (1).
% Komentar k problému 12.2.4 DokdZzeme, Ze z (1) plyne (2), Ze ze (2) plyne (3), a Ze ze (3) plyne (1).

(i) Z (1) plyne (2). Podle pfedpokladu plati rovnost

xT AT . G- A-xX=x"-G %
=(A-x|A-x') =(x|x’)

pro vSechna x, X’ z R™. Speciilné tedy plati rovnost?

eZ-T-AT-G-A-ej = eiT~G-e]-
————
=polozka na posici (4, ) v matici AT - G- A =polozka na posici (4,j) v matici G

pro viechna i, j. To znamen4, ze plati rovnost AT - G - A = G.

Z rovnosti AT - G - A = G plyne rovnost det(AT - G - A) = det(G), neboli (diky vlastnostem
determinantu) plati (det(A))? - det(G) = det(G). Protoze G je positivné definitni, plati det(G) > 0.
Tudiz lze realnym ¢islem det(G) posledni rovnost vydélit. Po vydéleni dostavame (det(A))? = 1,
neboli det(A) = £1.

(ii) Ze (2) plyne (3) trivialné (podminka (3) je obecnéjsi nez podminka (2)).

(iii) Ze (3) plyne (1) trivialng (rovnost AT - G - A = G vynéasobte zleva xT a zprava x').

Poznamka (nepovinni terminologie): linedrnim zobrazenim A : R® — R™, pro kterd plati rovnosti
AT .G A =G adet(A) =1 se iika rotace (vzhledem k metrickému tensoru G). Linedrnim zobrazenim

A :R"™ — R", pro ktera plati rovnosti AT - G- A = G a det(A) = —1 se fika nevlastni rotace (vzhledem
k metrickému tensoru G). Viz také Problém 12.2.5.

2To je trivialni ale uzite¢né pozorovani: pro jakoukoli matici M : F$ —s F” se sloupcovym zapisem (mu,...,ms) plati z definice
matice rovnost M - e; = mj, pro vSechna j = 1,...,s. Déle eZT -m; = i-t4 polozka v sloupci mj, pro vSechna ¢ = 1,...,r. To
znamena, ze eiT -M - -e; = polozka na posici (i, j) v matici M, pro vSechna ¢ = 1,...,r a viechna j = 1,...,s.
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12.2. Metrické tensory 191

12.2.5 Problém Ukaite, ze pro matici M : R? — R? jsou nésledujici podminky ekvivalentni:

(1) M =R, pro néjaké o € R, tj., M je matice rotace o thel a proti sméru hodinovych ruéi¢ek kolem
pocatku.

(2) Matice M zachovéava standardni skalarni soucin v R? a velikosti orientovanych ploch vsech ¢tyttihel-
nikd.

% Reseni problému 12.2.5 Resenim problému jsou spravné vedené dikazy toho, Ze z (1) plyne (2) a toho,
ze ze (2) plyne (1).
% Komentaf k problému 12.2.5 Z (1) plyne (2). Pro matici

cosa —sina

sinav  cos«

plati rovnosti® (R,) ™' = R_, = (Ro)T a det(R,) = 1.
To znamena, ze plati rovnost (RQ)T - Es - Ry = Es. Podle Problému 12.2.4 plati rovnost
(Ra x| Ra - x') = (x| x/)

pro viechny vektory x, x’ z R, kde (— | —) zna¢i standardni sklarni sou¢in v R?. Ukézali jsme, ze R,
zachovava standardni skalarni soucin.

At x1, x5 jsou libovolné vektory z R?. Orientovana plocha p¥islusného rovnobéznika je det(x;,Xz). Orien-
tovand plocha rovnobéznika uréeného vektory Ry, - x1, Ry, - X2 je rovna det(R,, - x1, R - x2). Podle definice
nasobeni matic plati Ry, - (x1,%2) = (Ra - X1, Ry - X2). Z vlastnosti determinantu plynou rovnosti

det(Ry, - x1, Ro - X2) = det(Ry, - (x1,%2)) = det(Ry,) - det(x1, x2) = det(x1,X2)
————

=1
coz jsme chtéli dokazat.

Ze (2) plyne (1). Protoze M zachovavé standarni skaldrni souéin, plati, podle Problému 12.2.4, rovnost
MT .M = E,. To znamen4, ze M~ = M7 Protoze M zachovava orientované plochy viech &ty¥uhelnik,

plati det(M) = 1.
a ¢
M= 2

Oznacéme
Podle Cramerovy véty a toho, ze det(M) = 1, plati

Protoze plati M—! = M7, plati rovnosti

a=d b= —c
Tudiz )
M=( )
Protoze vime, ze plati
Z _ab ‘=a2+b2:1

musi existovat thel « tak, ze a = cosa a b = sin . Ukézali jsme tedy, Ze existuje a tak, ze

cosa —sina
M = . =R.
sina  cosa

3Viz Problém 6.2.3.
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192 Téma 12. Abstraktni skaldrni sou¢in

12.3 Problémy s navodem k reseni

12.3.1 Problém At L je linedrni prostor nad R, vybaveny skaldrnim souéinem (— | —). At f: L — L
je jakékoli zobrazeni, které zachovava skalarni sou¢in (— | —), tzn., af plati rovnost

(@] 9) = (f(a@) | £(2))

pro vSechny vektory u, v z L. DokazZte, ze potom f je linearni zobrazeni.

% ReSeni problému 12.3.1 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze f je linedrni zobrazeni.

% Navod k feseni problému 12.3.1 Postupujte takto:

(1) Zvolte jakakoli redlna ¢isla a, b a jakékoli vektory @, U z prostoru L. Definujte vektor

@=fla-@+b-0) —a-f(@)—b-f(7)

(2) Ukazte, 7e plati (@ | @) = 0. K tomu vyuzijte faktu, ze zobrazeni f zachovava skalarni souéin (— | —).
(3) Vyuzijte toho, Ze (— | —) je skaldrni souéin a z bodu (2) odvodte, ze W = 0.

(4) Z bodu (3) odvodte, ze pro jakakoli redlna éisla a, b a jakékoli vektory @, ¥ z prostoru L plati rovnost
fla-@4+b-9)=a- f(@)+b- f(V).

12.3.2 Problém Ukazte, Ze matice

1 0 2 1
01 1 0
&= 21 6 0
1 0 0 7
nad R je metricky tensor skaldrniho sou¢inu (— | —) v R* nad R. Naleznéte cos ¢, kde ¢ je tthel mezi
vektory e; a ey ve skaldrnim souéinu (— | —).

% ReSeni problému 12.3.2 Reseni prvni ¢asti problému je spravné vedeny dikaz toho, ze G je metricky

\/; (tj., p = 67°).

tensor. Plati cosp = —

% Navod k FeSeni problému 12.3.2 V prvni ¢asti je tfeba ukazat, ze G je positivné definitni. Protoze
matice G je symetricka, staci dokazat, Ze plati nerovnosti*

1 0 2 1
1 0 102 01 1 0

det(1)=1>0 det(<0 1))—1>0 det({0 1 1}])=1>0 det( 2 1 6 0 )=2>0
216 100 7

4Pf¥ipomenuti: determinant matice rozméra 4 x 4 nelze poéitat analogii Sarrusova pravidla. Viz Problém 9.4.2.
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Dale plati

1 0 2 1 0
01 10 0
<e1|e4):(1000)-2160 0:1
1 00 7 1
1 0 2 1 1
01 10 0
100 7 0
10 2 1 0
01 10 0
<e4|e4>:(0001)-2160 0:7
100 7 1

el = y/(er|er) =1
leal = yteslen) = /7
oo _ VT

lexll - fleall — 7

7
7

cosp =

12.3.3 Problém Af prostor R? nad R je vybaven standardnim skaldrnim souc¢inem. Ukazte, Ze vSechny
vnitni thly u jednotlivych vrcholi trojihelniku, uréeného body eq, es, es, jsou shodné.

% Reseni problému 12.3.3 ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz toho, %e viechny vnitini thly u
jednotlivych vrchold trojuhelniku, uréeného body e;, es, ez, jsou shodné.

% Navod k FeSeni problému 12.3.3 Ukazte, Zze zadany trojuhelnik je rovnostranny a vyuZijte toho, Ze
vSechny vnitini thly rovnostranného trojuhelniku jsou shodné. To znamend, ze staci dokazat rovnosti

ler — e2f| = |lez — es]| = [[e1 — es]|
a to se ovéri jednoduchym vypoctem.

Poznamka: v zadani nebyl pozadavek zjistit thel u jednotlivych vrcholi. Protoze soucet vnitfnich thla
trojihelniku musi byt 7, je vnitini dhel u kazdého vrcholu roven /3.

12.3.4 Problém Pro skalarni soucin (— | —) v R? nad R, ktery je zaddn metrickym tensorem
4 2
=2 3)

S={xeR?||x|=1}

parametrisujte jednotkovou sféru

kde || — || je norma vytvofend skaldrnim sou¢inem (— | —).

2cosa —sina
4
sin a
2

% Reseni problému 12.3.4 Plati S = { €R? | a € [0;2m)}.
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%

Navod k feSeni problému 12.3.4 Postupujte analogicky feseni Problému 12.2.1:
S={xeR*||x|*=1}= {(2) € R? | 4a® + day + 5y? = 1}
Vyuzijte toho, ze

422 4+ dzy + 5y° = (2z + y)2 + (2y)2

To znamena, Ze pti substituci

(-G (-G 2) ()-16 )0

vidime jednotkovou kruznici u? + v? = 1 (v soufadnicovych osich u, v).

Protoze .
2cosa —sina
L /2 -1\ (cosa) _ 4
4 \0 2 sinae ) sin a
2
plati
2cosa —sina
4 2
S = €R € 0;2
q b [ [0r2m))
2
Obrazek:
Y
N | ®
12.3.5 Problém Naleznéte metricky tensor G skalarnfho soucinu (— | —) v R3, pro ktery je seznam

ortonormalni baze.

15

1 -1 0
Reseni problému 12.3.5 Plati G = | -1 2 -1
0o -1 2
Navod k feseni problému 12.3.5 Postupujte stejné jako v Problému 12.2.3:
1 -1 0\ /1 -1 0 1 -1 0
G=(Tk,n) Tkpsp=|0 1 -1 0 1 —-1|=[|-1 2 -1
0 0 1 0 O 1 o -1 2
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Téma 13

Ortogonalni projekce a ortogonalni
rejekce

Tyden v semestru:

BOBO1LAG(A) 12| 3| 4|5 |6 | 7| 8] 9 |10]11]12 k
A8BO1LAG

B6BO1LAG 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 k

Co se procvicuje: ortogonalisace (Gram-Schmidt), ortogonalni projekce a ortogondlni rejekce, metoda
nejmensich ¢tvercu.

13.1 Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce, ortogonalisace

13.1.1 Problém At {u;,...,d;} je neprazdna linedrné nezavisl4 mnozina v linedrnim prostoru L nad R
se skaldrnim sou¢inem (— | —). Ukazte, Ze vzorec
k N _»
Py N
j=1 u] |u.7
obecné nepoditd ortogonalni projekei vektoru Z na linedrni prostor span(uy, ..., Ug).

% Reseni problému 13.1.1 Resenim problému je kompletni (a piehledny) protiptiklad. To jest: linedrni

prostor L nad R, popis skaldrniho sou¢inu (— | —) v L, pfirozené ¢islo k > 1, neprazdnd lineadrné nezavisla
mnozina {dy,...,ux} v L a vektor & takovy, ze
r (; | z
A% o . —
E U | - Uy 7é prOJspan(ﬁl,...,ﬁk)(x)
j=1 "

Napiiklad: L je R? nad R se standardnim skalarnim sou¢inem, u; = e;, us = e; + €. Pro x = e; plati

2
. (u; [x)
PrOJspan(u; ,u ()()7é Ty W
span(uj,uz) Jz::l <11j | 11j> J
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196 Téma 13. Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce

% Komentar k problému 13.1.1 Z prednésky 10A vime, Ze vzorec

j=1
pocitd ortogonalni projekci vektoru # na linearni prostor span(iy, .. ., Ux), jakmile je mnozina {uy, ..., Uy}
ortogonalni. N4s protipfiklad se tedy musi tykat mnoziny {i, ..., s}, kterd neni ortogonalni vzhledem

ke skaldrnimu souéinu (— | —).

Potfebujeme nalézt protipiiklad, ktery je jednoduchy. Protoze kazda jednoprvkovd mnozina {u; } je ortogo-
nalni (viz definici z pfednasky 10A), musime protipfiklad hledat pro k > 2. Zvolime nejjednodussi moznou

situaci: L je prostor R% nad R, (— | —) je standardni skalarni sou¢in v R?, k = 2 a
(1 (1
u; = 0 U = 1
Protoze (u; | uz) = 1 # 0, neni mnozina {uy,us} ortogonalni vzhledem ke skaldrnimu sou¢inu (— | —).

Dale: span(uj,uz) = R? a pro viechna x z R? plati rovnost projgz(x) = x. Nalezneme tedy néjaky vektor
x z R?, pro ktery plati

2

<111\X>,u1+<112\x . Z {uy [ x) u; £ x

(up [uay) (ug | ug) (uj | uy)

Pokud takovy vektor x ,nevidime“ na prvni pohled, oznacme

a dosadme
fole) ] n (1) s (1)1 (B0
<111 | 111> <112 | 112> 1 0 2 1 2 Tr1 + X9
Staci tedy nalézt 1, x5 tak, aby
1 (3x1 + ” 1
2 T1 + X2 T2

To nastane naptiklad, kdyz 1 = 1, x5 = 0. To znamen4, Ze pro vektor
<= 1
—\0

() Sk v i <= )

plati

2
. (u; | x)
PrOJspan(u; ,u (X)# L Y D
span(uj,usz) ; <11j | llj> J

13.1.2 Problém V tomto piikladu je linedrni prostor R? nad R vybaven standardnim skaldrnim soucinem,
znaenym (— | —). Ovéite, ze vektory

1 2 1
b1 = 2 b2 = 1 b3 = 2
2 1 =2
tvoii bézi prostoru R®. Rozhodnéte, zda baze (by,ba,bs) je ortogonalni vzhledem k (— | —). Pokud ne,

bazi (b1, bs, b3) ortogonalisujte. Vyslednou ortogonélni béazi oznacte (cy, ¢z, c3).
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% Reseni problému 13.1.2 Seznam (by, by, b3) tvoii bazi prostoru R3, protoze det(by, by, b3z) = 9 # 0.

Béze (by, ba, bs) neni ortogonalni vzhledem ke (— | —), protoze plati (b; | by) = 6. Hledana ortogonalni
béze je
1 4 0
(cr,ez,e3) = (| 2], (-1).| 2])
2 -1 -2

% Komentar k problému 13.1.2 Vypocet rozdélime na nékolik ¢asti.

(1) Protoze dim(R®) = 3, tvoii seznam (b, b, bs) bazi R3 pravé tehdy, kdyz vektory by, by, b3 jsou
linedrné nezavislé. To nastane pravé tehdy, kdyz det(by, ba, bs) # 0. Spocitdme tedy determinant

1 2 1
det(by,by,b3) =12 1 2 [=12#0
2 1 -2
Seznam (by, by, bs) tvoii bazi linedrniho prostoru R®.
(2) Zjistime, zda baze (b1, ba, bs) je ortogonalni vzhledem k (— | —). Spoéteme tedy skaldrni souciny’
1 2 2
(by|by) = (2] [[1])=(1 2 2)-[1]=6
2 1 1

(ba | bg) = (

—_
[\

1 1 1
by |bs) = (|2]] 2)>:(1 2 2). |2 |=1

Protoze (napfiklad) (by | ba) # 0, béze (b1, ba, bs) neni ortogonélni vzhledem k (— | —).

(3) Bazi (by,bs,bs) ortogonalisujeme ortogonalisaénim procesem. Vytvofime tedy seznam (cq,ca,C3),

kde
c, = b1
C2 = rejspan(cl)(bQ)
C3 = 1"ejspan(cl,tzg) (b3)

Vektor c; tedy neni tfeba pocitat, je stejny jako vektor b;. Vektory cy a c3 spocteme nésledovné:

1Stagi nalézt jednu dvojici 4, j, pro kterou (b; | b;) #0.
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(a) Vypocet vektoru cs.

C2 = rejspan(cl) (b2)
= by — projspan(cl) (bQ)

_ b, (b2fe)

{c1]en)

—_

[\}

[\
N— [ N—
NN N DN =

[N

2
2

I
Wi o
. ) —_
PO
—

_6
9
4
-1
-1

Dulezity trik: protoZe pracovat se zlomky je nepfijemné, uvédomme si, Ze namisto s vektorem

4
1
3 —1 | miizeme pracovat i s jakymkoli jeho nasobkem nenulovym skaldrem. Proto zvolime
-1
4
Cog = -1
-1
(b) Vypodcet vektoru cs.
¢ = rejspan(cl,cz)(b3)
= bz - projspan(cl,cz)(b?))
b b
— b, belen o (bsfer)
{c1]e1) (c2 | c2)
1 1 1 4
21 (2] 2 ][]
1 —2) \2 1 —2) \-1 4
= |2 1 1 2 4 4 -
-2 2 -1
SRARREAR (-=1){-1p
2 2 -1 -1
1 1 4
1 4
-2 2 -1
0
= 18
—18
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13.1.3 Problém V prostoru R? nad R je metrickjm tensorem
4 6 2
G=|6 10 4
2 4 4
zadan skaldrni souéin (— | —). Ovéite, ze seznam (by, by, bs), kde
1 1 1
b;=10 b,=11 b;=11
0 0 1
tvoii bazi R3, ktera neni ortogonalni vzhledem ke skaldrnimu soucinu (— | —). Bazi (b1, ba, bs) ortonor-
malisujte. Vyslednou ortonormalni bézi oznaéte (ny, ns, ns).

% Reseni problému 13.1.3 Protoze det(by, by, b3) = 1 # 0, tvoii seznam (by, by, bs) bézi prostoru R3.
Protoze (by | ba) = 10 # 0, netvoii seznam (b1, by, bs) ortgonalni bazi prostoru R3. Hledand ortonormélni
AN \/5 1
baze je (n1,ng,n3) = (5 <10 N —11).
1

T2

% Komentar k problému 13.1.3 Budeme postupovat stejné jako pii feSeni Problému 13.1.2. Jediny rozdil
je v tom, Zze nyni mame zadan netriviadlni metricky tensor G.

(1) Protoze

1 1 1
det(bl,bg,bg) =10 1 1 =1
0 0 1
tvoif seznam (by, ba, b3) bazi prostoru R3.
(2) Spocteme napiiklad (b; | by):
4 6 2 1 1
(b1 |b2)=(b1)" -G -by=(1 0 0)-{6 10 4 1]=4 6 1)-[1]=10
2 4 4 0 0

Seznam (by, by, b3) tedy netvofi ortogonalni bazi prostoru R3.

(3) Bazi (b1, bs, bs) ortogonalisujeme ortogonalisa¢nim procesem. Vytvoiime tedy seznam (ci,co,c3),

kde
CcC; = b1
C2 = 1"ejspan(cl)(b2)
¢y = rejspan(cl,cQ) (b3)

Nakonec seznam (ci, ca, c3) znormalisujeme a tak dostaneme hledany seznam (ni,ng, ns).
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15. zari 2025, 10:12

(a) Ortogonalisace.

C2 = rejspan(cl)(b2)
= b2_pr0jspan(c1)(b2)
— b, 2le)
{e1]er)
1 1
qqryrop
1 0 0 1
R H e awwau b
0 0
(qojyrfop
0 0
1 1
= (1) -2 o
0 0
-3
2\ o

Pouzijeme stejny trik jako v Problému 13.1.2, nalezeny vektor vynasobime 2, abychom se zbavili
nepftijemnych zlomki. Proto
-3
Co = 2
0

Pri vypoctech jsme vyuzili toho, zZe

1 1 4 6 2 1
({1]] O):(l 1 0)~ 6 10 4 0] =10
0 0 2 4 4 0
1 1 4 6 2 1
(fo)rfo]y=@ o 0)-{6 10 4 =4
0 0 2 4 4 0
Nasleduje vypocet vektoru cs:
C3 = I‘ejspan(cl ,C2) (b3)
= bz — projspan(cl,c2)(b3)
b
b3—< 3| c1) er - (bs | c2) .
{c1]c) (c2 | c2)
1 1 1 -3
(Lr)r{op L)z
1 1/ \o 1 1 0 -3
=\ h i Ba 3 2
1 0 - - 0
(1o]r{op (zfrfzp
0 0 0 0
() o) e (Y
1) 4 o) 4 \o
( 1
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P1i vypoctech jsme vyuzili toho, ze plati

1 1 4 6 2 1
(r]1f{o]y = @ 1t 1)-|6 10 4| -[0]=12
1 0 2 4 4/ \o
1 1 4 2 1
(o] {o]) = (1 0 0)-{6 10 4] -[0]=4
0 0 2 4/ \o
1 -3 4 6 2 -3
qrfrfz)] = @1 1) |6 10 4]-{2|=4
1 0 2 4 4 0
-3 -3 4 6 2 -3
21112z]) = (3 20)-|6 10 4]-([2|=4
0 0 2 4 4 0

(b) Normalisace.
C1 C2 C3

llex ™ ezl flesll ™

Seznam (cy, ¢z, c3) znormalisujeme na seznam (

Protoze
1 1 4 6 2 1
(c1]er) = (O] ]]0O >=(1 0 0)~ 6 10 4]1-10] =4
0 0 2 4 4 0
-3 -3 4 6 2 -3
(calea) = (| 2] 2 ):(—3 2 O)- 6 10 4]-1 2 | =4
0 0 2 4 4 0
1 1 4 6 2 1
(esles) = (-1 |-1)])= (1 -1 1) -6 10 4)-1-1] =2
1 1 2 4 4 1
plati

lell = fler fe =y/a=2  Jleall =yflea[ea) = \fa=2  Jlesll = y/(cs | es) = /2

Normalisovany seznam je

C1 Co C3 1 1 1 —3 \/5 1

( ) ) = (7 - 0 [P 2 s T o -1 )
Teull " Teall " Tesl” =27\ o)\
Hledana ortonormalni baze je
oy~ [0). 1 (Z) 2 ()
1,112,113 2 72 ) 2

0

13.1.4 Problém At R3 nad R je vybaven standardnim skaldrnim sou¢inem. Pro ortogonalni projekci na
linearni podprostor
x
W={ly|eR¥lz—y+2=0}
z

naleznéte matici P : R® — R3 vzhledem ke kanonické bazi Kj.

2 1 -1

- 1
% Reseni problému 13.1.4 Hledané matice je P = 3 1 2 1
-1 1 2
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% Komentar k problému 13.1.4 Ptredvedeme dva zptisoby feSeni. Oba jsou zaloZzeny na tom, Ze

1 -1
W =ker((1 —1 1))=span({1],[ 0 |)
0 1
o ¢emz se lze snadno presvédcit feSenim soustavy ( 1 -1 1 ‘ 0 )
(1) Prvni zpiisob vyuziva toho, Ze pro linedrné nezavislé vektory ai, ..., a; v R™ se skaldrnim soucinem

s metrickym tensorem G plati pro vsechna x z R™ rovnost
projspan(ah...,ak)(x) =A- (AT G- A>_1 : AT -G-x
kde A m4 sloupcovy zapis (ay,...,ax). Viz pfednasku 10B. To znamen4, Ze

P=A - (AT.-G-A)'.AT.G

je matice ortogonalni projekce na podprostor span(ay,...,a). V nasem piipadé je
1 00 1 -1
0 0 1 0 1

Proto plati

O R = O
— o |
—_
—
N
[
—
O =
=)
"
O = =
HO'
—_
N
|
—
N
I =
—_
O =
i)
~

(3 56y

(2) Druhy zptsob vyuziva znalosti normdly

pomoci Cramerovy véty.

1

span(| —1])
1

k roviné W. Pro kazdy vektor x z R® tedy plati rovnost

proji(x) =xej ;1\ () =x—proj ;1\ (%)
span(| —1 |) span([ —1 )
1 1
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T 1
Spocitat projekci vektoru x = | y | na pfimku span(| —1 |) je ale velmi jednoduché:
z 1
T 1
-1
) =)
poj oy ((v]) = A
z 1
span((—l)) < —1 | -1 >
1 1 1
1
_ Tr — g +z 1
1
r—Yy+z
= = —r+y—=z
rT—Yy+z
1 1 -1 1 T
= 3 -1 1 -1 Y
1 -1 1 z
1
Matice orotogonalni projekce na pfimku span(| —1 |) je tedy rovna matici
1
1 -1 1
1
11
1 -1 1

Protoze pro kazdy vektor x plati rovnost rej 1 (x) = x — proj 1 (x) je matice oroto-
span( ( ) ) span( ( ) )

-1 -1
1 1
1
gonélni rejekce pfimkou span(| —1 | ) rovna matici
1
1 00 1 1 -1 1 1 2 -1 1
010]---1-1 1 —-1)]==--|-1 2 -1
001/ 3\t -1 1) 3 \1 -1 2

Poznamka: vaha z druhého postupu (tj., nahrazeni ortogonalni projekce na podprostor ortogonalni rejekei
jeho normdlou) mé obecnou platnost, viz Problém 13.1.5.
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204 Téma 13. Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce

13.1.5 Problém Af linearni prostor L dimense n nad R je vybaven skalarnim sou¢inem (— | —). Af W
je linedrni podprostor prostoru L, dim(W) = k.

(1) Oznacte®
Wt ={#eL|(Z|w) =0 pro viechna w z W}

Ukazte, ze plati
W+ ={Ze L|(wW|Z) =0 pro viechna @ z W}

a ukazte, ze W+ je linearni podprostor linearniho prostoru L.

(2) Oznacte jako (Wi, ..., wy) jakoukoli ortonormélni bazi linedrniho podprostoru W. DokazZte, Ze pro
jakykoli vektor & z prostoru L plati:

k
proju (%) = Y (7| @) - i

i=1

(3) Dokazte, ze pokud dim(W) = k, potom dim(W+) =n — k.

(4) Dokazte, ze plati rovnost
WhHt=w

(5) Dokazte, ze pro kazdy vektor ¥ z L plati rovnosti®

projy (7) = rejy+ (Z)  rejy (%) = projy. ()

Intuice: W obsahuje piesné ty vektory, které jsou kolmé na viechny vektory z W. Proto se mnoziné W+ ¥ika ortogondlni
doplnék linearniho podprostoru W.
bPorovnejte tyto rovnosti s Problémem 6.3.6: tam lze ukazat, ze plati py = id — py.

% Reseni problému 13.1.5

(1) Resenim problému je spravné vedeny dikaz toho, ze W+ = {# € L | (i | ) = 0 pro vsechna @ z W}
a toho, ze W+ je linearni podprostor prostoru L.
k
(2) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze rovnost projy, (%) = Z(i" | @;) - wW; plati pro
i=1
vSechny vektory = z L.

(3) Resenim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze pokud dim(W) = k, potom dim(W+) =n — k.
(4) Resenim problému je spravné vedeny dikaz toho, Ze plati rovnost (W)t = W.
(5) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze rovnosti projy, (%) = rejy . (%) a rejy (T) =
projy 1 (&) plati pro vSechna & z L.
% Komentar k problému 13.1.5

(1) Protoze pro kazdy vektor @ z W a pro kazdy vektor & z L plati (¥ | &) = (@ | &), plati
Wt ={ZeL|{|Z) =0 pro viechna & z W}

Zbyva dokézat, ze W= je linearni podprostor prostoru L. Ukézeme dva zptisoby feSeni:

(a) Pro kazdy vektor o z W plati, ze (& | —) : L — R je linedrni zobrazeni. Proto je
ker((wf | =) = {Z € L | (¢ | Z) =0}

linearni podprostor prostoru L. Protoze plati

je W+ line4rni podprostor prostoru L. Vyuzili jsme toho, Ze priinik libovolného systému linearnich
podprostori je opét linedrni podprostor, viz pfednasku 2A.
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(b) Ukazeme platnost nésledujicich t¥1 podminek:
(i) 0e wt.
Pro kazdy vektor 1 z W plati (@ | 6) = 0. Proto 6 € W+.
(i) Jestlize &1 a &y jsou ve W+, potom & + &2 je ve W.
Af & a & jsou ve W. Pro kazdy vektor @ z W plati

(W] Ty +T2) = (@ [ F1) + (@ | F2) =0+0=0

Proto 1 + Z» je ve W.

(iii) Jestlize ¥ je ve W a jestlize a € R je libovolny skalar, potom a - Z je ve W+.
At # je ve W+ a af a € R je libovolny skalar. Pro kazdy vektor @ z W plati

(W |a- &) =a-(W|Z) =

0

a-0=0

Proto a - & je ve W.
Podle piednasky 2A jsme ukazali, ze W je linearni podprostor prostoru L.

(2) Potfebujeme dokazat nasledujici dvé tvrzeni:

k
(a) Vektor Z(f | W;) - W; lezd ve W.
i=1
k
To je jednoduché: vektor Z(f | W;) - W; lezi ve span(wh,. .., Wy ). Protoze span(wy, ..., W) = W,
i=1

je dukaz hotov.
k

(b) Vektor & — Y (& | 1) - i; lesd ve W,

i=1
Protoze span(wh,. .., w;) = W, staci ukazat, ze
k
(@ = (@ | ) - 4 | ab,) = 0
i=1

pro vSechna ig = 1,..., k. Viz pfednasku 10A.
Zvolme jakykoli vektor w;,, kde i9 = 1,..., k. Potom

k k
(&= (F | @) - | 5,) = (T | i) — Y (& | @) - (10 | )
=1

= 0

(3) At dim(W) = k. Ozna¢me jako {y,..., W} jakoukoli ortogonalni bézi prostoru W. Dopliime tuto
bézi na ortogonélni bazi {w,..., Wk, V1,...,U,—k} prostoru L. Potom pro vSechna ¢ = 1,...,k a
vSechna j =1,...,n — k plati

(@ | 7) =0
Tudiz pro vSechna j = 1,...,n — k plati, ze U; lezi ve W, Protoze W je linearni podprostor, plati
span({Th, ..., Tu_i}) C W
Dtikaz bude hotov, jakmile ukazeme, ze plati rovnost
W Cspan({#, ..., 0h_k})
Pak totiz bude {#1, ..., ¥,_ } lineArné nezévisl4 mnozina generatort podprostoru W+, neboli dim(W =) =

n—k.

Jiri Velebil: LAGsbirka 15. zari 2025, 10:12



206

Téma 13. Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce

15.

Z

a

iy

i

Zvolme jakykoli vektor & z W+. Chceme ukdzat, ze & lezi ve span({1,. .., Tn_k})-
NapiSme ¥ jako linearni kombinaci prvka

n—k

k
= E wlu')'l—k E ’Uj"[)}'
i=1

béze {11, ..., Wk, V1,...,0n_k} prostoru L. Protoze T lezi ve W=, plati pro vSechna i = 1,...,k
rovnosti
0 = <4E | @i )
n—=k

= g w; - wrFE vj - Ty | Way)

= Wi - <u_;lo | U_jlo>

To znamena, Ze w;, = 0 pro v8echna ig = 1,..., k. Neboli

n—k
= E ’Uj"Uj
j=1

a proto & lezi ve span({0y,...,Un_k}).

Uvidime, Ze budeme potiebovat fakt, Ze prostor L ma konefnou dimensi. Ozna¢me dim(L) = n a
dim(W) = k. Rovnost (W+)+ = W ukazeme diikazem platnosti nasledujicich dvou tvrzeni.

(a) Plati W C (WH)+
Zvolme libovolny vektor @ z W. Chceme ukazat, 7e ¥ lezi v (W)L, K tomu staci ukazat, Ze
(7| ) = 0 pro viechna & z W. Zvolme tedy jesté vektor & z W. Potom (z definice W) plati
(W | Z) = 0 pro vSechna w z W. Specidlné plati (¢ | &) = 0, protoZe vektor ¥ je z podprostoru W.
Dtikaz je hotov: inkluse W C (W)L plati.

(b) Plati dim(W) = dim((W+)4).
To plyne z ¢asti (2): plati

dim((WH1Y) = (n— (n— k) = k = dim(W)
Z &asti (a) a (b) plyne, ze W = (W+)+
Ukazeme, Ze pro kazdy vektor Z z L plati rovnosti
projy () = rejyy1 (F)  rejyy (L) = projy. (&)

Zvolme jakoukoli usporddanou bazi (Wi, ...,wy) prostoru W a jakymkoli zptisobem ji dopliime na
usporadanou bazi
(1171, s 7117]671717 v 71777,7]6)

prostoru L. Tuto bazi ortonormalisujeme a vyslednou ortonormaéalni bazi oznac¢ime

—

(dlv' . 'aakagla . ~7bn7k)
Podle vlastnosti metody Gram-Schmidt a podle bodu (2) vime, Ze plati
W = span(dy,...,dx) wt :span(gl,...,bn_k)
Pro vektor Z z L plati rovnosti

k

Zx|al al+Zf|g] b

i=1
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13.2. Metoda nejmensich ¢tverct 207

viz prednasku 10A. Déle plati, opét podle prednasky 10A, rovnosti

k n—k
projy () = Z@ | d@;) - d; projyy 1 (7) = Z(CE | bj) - b;
i=1 j=1
Proto
rejy (¥) = & — projy (%)
k n—~k k
= Z<I|at> 61+Z<f|bj> b; —Z(f‘@) ai
=1 Jj=1 =1
n—k
= Z<f|bj> b
j=1
= projy . ()
a
rejyyL(Z) = & — projyL(Z)

i
>
3
|
>

s
Il
_
.
Il
_
<
Il
_

13.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

13.2.1 Problém Ukazte, Ze soustava rovnic

1 1 |1
-2 2|4
2 2 |3
-3 3 |2

nad R nema feseni. Vyfeste tuto soustavu metodou nejmensich c¢tverci. Naleznéte chybu, se kterou je
timto zplisobem soustava vyfesena.

1 1 1 1 1
= ., , . -2 =2 -2 2 4 .
% Reseni problému 13.2.1 Protoze rank 9 9 = 2 arank 9 9 3 = 3, nem4a soustava

-3 3 -3 3 2
1 1|1
-2 -2 4
2 2 13
-3 3 |2

feSeni podle Frobeniovy véty.

1 1|1
-2 —214 R . 1 (-7
Resenim soustavy 9 2 |3 metodou nejmensich ¢tverci je vektor B \s5 ) Tento vektor zada-
-3 3 |2
8388

nou soustavu fesi s chybou o1
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%k Komentar k problému 13.2.1 Pro piehlednost vypodet rozdélime na tii ¢asti.

(1) Reseni pomoci Frobeniovy véty.

Nejprve prevedeme zadanou soustavu

1 1 |1
-2 214
2 2 13
-3 3 |2
na horni blokovy tvar:
1 1 |1 1 11 Ry
-2 =214 0 0|6 Ry +2R,
2 2 13 0 011 Rs — 2R,
-3 3 |2 0 615 Ry + 3Ry
1 171 Ry
0 615 Ry
0 0|1 R3
0 010 Ry —6R3
Ukéazali jsme, zZe
1 1 1 1 1
-2 =2 -2 2 4
rank 9 9 =2 # 3 =rank 9 9 3
-3 3 -3 3 2
Soustava
1 1)1
-2 =214
2 2 13
-3 3 |2
nema Feseni podle Frobeniovy véty.
(2) Reseni soustavy
1 1 |1
-2 =24
2 2 13
-3 3 |2
metodou nejmensich ¢tverct.
Oznacme
1 1 1
-2 =2 4
A= 2 2 b= 3
-3 3 2

Protoze podle bodu (1) plati rank(A) = 2, 1ze metodu nejmensich ¢vtercti pouzit.

Vyfesit soustavu (A | b) metodou nejmensich ¢tverclt znamend vytesit reguldrni soustavu

(AT A | AT -b)

Protoze
11
T oA _ (1 =2 2 =3\ [-2 —2|_ (18 0
A'A_(1—223 2 2| \0 18
-3 3
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N W =
Il
/‘l\
ot
\]
N~~~

mame vyrtesit soustavu

Jediné feseni je

(3) Pro zjisténi chyby potfebujeme spocitat

1 1
=2 2| (1 (T
2 2 18 5
-3 3
a vysledek porovnat s vektorem
1
4
3
2
pravych stran.
Protoze
1 1 -2
-2 2 (1 =Ty L4
2 2 18 \5)) 18 |4
-3 3 36
spocteme
-2 1 -2 18
[ TN I e G I I ol M1
18 | —4 3 18 —4 54
36 2 36 36
-2 18
= 2 e
182 —4 54
36 36
-20
= 0| ]
182 —58
0
207 + 682 + 582 + 02
B 182
8388
324
To znamena, ze plati
-2 1
1 4 4 /8388
H18 —4 3 I 324
36 2
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Reseni soustavy

1 1|1
-2 =2 |4
2 2 |3
-3 3 |2

/8388
metodou nejmensich ¢tvercu je tedy zatizeno chybou o1

13.2.2 Problém Metodou nejmensich étvercii prolozte pfimku tfemi body

6 6 G

. 106 8
% Reseni problému 13.2.2 Hledand pfimka mé rovnici y = 6 ¢ + T

% Komentar k problému 13.2.2 Pfimku budeme hledat ve tvaru y = ax + b. To znamené, %e hleddme

feseni soustavy
2 1 5
4 1. (Z) =7
-2 1 —4

Soustava
2 1| 5
4 1|7
-2 1|—-4

ale, podle Frobeniovy véty, feSeni nema4.>

VyfeSime tedy soustavu
2 1|5
4 1|7
-2 1|—-4

metodou nejmensich ¢tvercd. Oznacme jako A matici soustavy, a jako b ozna¢me vektor pravych stran.
ProtoZe rank(A) = 2, feSeni metodou nejmensich ¢tvercl existuje.

Méme tedy vyftesit soustavu (AT - A | AT . b). Protoze
2 1 )
2 4 =2 24 4 2 4 =2 46
AT-A:< ) 4 1 :( ) AT~b:< ) 7 :<>
o) G 4 3 o) 8
mame vyTesit soustavu
24 446
4 31| 8
-1
24 4\7' 1 (3 —4
4 3 56 \—4 24
24 4\ (46\ _ 1 (3 4\ (46\ _ 1 (106
4 3 8) 56 \—4 24 8) 56 \ 8

Hledana primka ma rovnici

Podle Cramerovy véty plati

a proto

_106 8
Y= 56 56

2Hodnost matice soustavy je 2, hodnost rozsifené matice soustavy je 3. Piesvédéete se o tom, jde o standardni vypodty.
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106 8
Poznamka: Pfimka s rovnici y = — - + — ma graf
56 56
Y
L]
[ ]
x
(]
Protoze soustava
2 1|5
4 17
-2 1|4

nemd tfeSeni, nemize dané piimka prochazet tfemi zadanymi body. Metoda nejmensich ¢tverct vsak zaru-
Cuje, ze soucet druhych mocnin chyb je miniméalni. To znamend, Zze mezi vSemi pfimkami tvaru y = ax + b
je kvadratickd chyba (tj., soucet ploch ¢étverct v nasledujicim obrazku)

Y

. o Hmk ., 106 n 8
nejmensi pro primku s rovnici y = — -z + —.
96 56

13.3 Problémy s navodem k reseni
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13.3.1 Problém V prostoru R?* se standardnim skalarnim soucinem ortogonalisujte seznam (v1, va, v3),
kde
1 3 -2
Vi = ! Vo = Y V3 = v
1 -1 6
1 -1 8
Vysledny ortogonalni seznam oznacte (wi, wo, Ws).
1 2 -1
<« . . . ” 1 2 1
% Reseni problému 13.3.1 Plati (napiiklad) wi = = W=
1 -2 1

% Navod k fesSeni problému 13.3.1 Postup feseni je stejny jako pfi feSeni Problému 13.1.2.

13.3.2 Problém Naleznéte délky stran trojuhelniku, zadaného body

-

B St 1
v linearnim prostoru R? nad R s metrickym tensorem G = (i 2).

% Reseni problému 13.3.2 Plati: strana uréena body a, b ma délku ||a — b|| = \/§7 strana uréend body b,
c ma délku ||b —c|| = \/5, strana urcend body a, ¢ mé délku ||ja —c|| = \/5

% Navod k rfeSeni problému 13.3.2 Plati

la=bl| = y/{a—bfa-b)

Hodnoty ||b — c|| a ||a — c|| spo¢téte analogicky.
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13.3.3 Problém V linedrnim prostoru R<2[z] vSech redlnych polynomt v neur¢ité x stupné maximalné
2 je definovan skaldrni souéin (— | —) nasledovné:*

<a2x2 + a1z + ag | by + bix + bo) = agbs + a1b1 + agby
V prostoru R<2[z] jsou zadény ¢étyii polynomy
pi(z) =322 + 2z +1 po(z) = —2® + 22+ 1 p3(z) =322 +2x+5  py(x) = 32% + 5z +2
(1) Pro obecny polynom p(z) = az2? + a1 + agp spoctéte vzdalenosti
dp@),m@)  dp@),m@)  dp@)ps@) ), )

polynomu p(z) od zadanych polynomii py (z), p2(z), p3(z) a ps(x).

(2) Naleznéte polynom pg(z) v RS2[z], pro ktery plati

d(po(z), p1(x)) = d(po(), p2(z)) = d(po(z), p3(z)) = d(po(z), pa(x))

Tuto spole¢nou vzdalenost naleznéte.

@ Nemusite ovéfovat, ze vzorec {(asx? + a1z + ag | bex? + bix + by) = azbs + a1b1 + agbp opravdu zadava skalarni soucin
v prostoru R§2[.’,E]. Pokud tomu nevérite, ovéite, ze jde o skalarni soucin. Musite k tomu pouzit definici skaldrniho souc¢inu
z prednéasky 9A.

% Reseni problému 13.3.3

(1) Plati
() pr(@) = \f(a =32+ (a1 —2)2 + (a0 — 1)°
Ap(e)pa()) = \f(a+ 1)+ (a1 = 2)2 + (a0 — 1)°
Ap(e)ps(@) = \f(a—3)2+ (a1~ 2)2 + (a0 — 5)°
Apla),pse) = /(a2 —3)2+ (a1 = 5)2 + (a — 2)2

% Reseni problému 13.3.3 Hledany polynom je po(z) = x2 + 3z + 3, d(po(z), p1(x)) = 3.
% Navod k reSeni problému 13.3.3

(1) Pro polynom p(z) plati
d(p(z),pr(z)) = llp(z) —pal
= @)~ (@) | p(2) - pa(@))
V{az = 3)a2 + (@1 — 2)z + (a0 — 1) | (a2 — 3)22 + (a1 — 2z + (ag — 1))
= a2 =32 + (a1~ 22+ (a0 - 1)?

Ostatni vzdélenosti spoc¢téte analogicky.

(2) Oznadte po(x) = agx? + a1x + ag. Podle ¢asti (1) musi byt étyfi ¢isla

d(po(z),pr(z)) = \/(az =3)2 4 (a1 = 2)? + (a0 - 1)*
d(po(z),pa()) = \/(az +1)? 4 (a1 = 2)2 + (ap — 1)
d(po(z),ps(z)) = \/(az =3)2+ (a1 = 2)? + (a0 - 5)°
d(po(z),pa(r)) = \/(az =3)2 4 (a1 = 5)? + (a0 — 2)°
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214 Téma 13. Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce

totozna.
Odvodte z toho, ze musi platit as = 1, a; = 3, ap = 3. To znamen4, Ze hledany polynom je po(z) =
2?2 4+ 3z + 3 a plati d(po(z), p1(x)) = 3.

13.3.4 Problém At L je linearni prostor nad R se skaldrnim sou¢inem (— | —). Dokazte, Ze pro libovolné
vektory T, ¥ z L jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) 11l = 1171l
@) [ = ll7>

(3) Vektory & — ¢ a & + ¢ jsou na sebe kolmé.

Dejte tomuto tvrzeni geometrickou interpretaci.

% Reseni problému 13.3.4 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, e z (1) plyne (2), toho, Ze ze
(2) plyne (3) a toho, zZe ze (3) plyne (1).
Geometricka interpretace: rovnobéznik urceny vektory &, ¥ je rovnostranny praveé tehdy, kdyz thlopficky

tohoto rovnobézniku jsou na sebe navzajem kolmé.
% Navod k FeSeni problému 13.3.4 Vyuzijte vlastnosti skaldrniho sou¢inu a dokazte nejprve, Ze pro libo-

volné vektory Z, ¢ z L plati rovnost

(F-g|Z+9)={F|2)-F|9)
—— =
=z =7
Déle postupujte napiiklad takto: diky vySe dokdzané rovnosti jsou podminky (2) a (3) ekvivalentni.
Dtikaz toho, ze z (1) plyne (2), je trividlni. P¥i diikazu toho, Ze ze (2) plyne (1) pouZijte toho, Ze norma
vektoru nemtize byt zaporné Cislo.

—

Geometricka interpretace: z vektoru o, T, § a & + i vytvorte rovnobéznik

—

T

.\\\\\\\\\\\\\\
a-\

it
Y

a uvazujte o jeho tihloptickéch.

13.3.5 Problém At pro matici A : R® — R” plati rank(A) = s.
(1) At b je vektor v R". Ukazte, Ze soustava (A | b) bud nem4 zadné feSeni, nebo mé pravé jedno feseni.

(2) At v je vektor v R®, ktery je feSenim soustavy (AT - A | AT . b). Ukazte, ze pokud soustava (A | b)
m4 FeSeni, potom je jejim (jedinym) FeSenim vektor v.

% Reseni problému 13.3.5
(1) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, Ze soustava (A | b) bud nem4 7adné feSeni, nebo
ma praveé jedno feSeni.
(2) Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, e pro fesitelnou soustavu (A | b) a vektor v z R?,
ktery fesi soustavu (AT - A | AT . b), je v fesenim soustavy (A | b).
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13.3. Problémy s navodem k feseni 215

% Navod k FeSeni problému 13.3.5

(1) Pouzijte vétu o dimensi jadra a obrazu k tomu, abyste ukazali, ze def(A) = 0. Odvodte z toho, Ze
ker(A) = {o}. Pouzijte Frobeniovu vétu k tomu, abyste dokazali, Ze pokud soustava (A | b) m4 FeSeni,
pak jde o jediny vektor p z R®.

(2) Nejprve vysvétlete, pro¢ matice AT - A musi byt positivné definitni (vyuZijte definici positivni definit-
nosti z prednasky 9B). Odvodte z toho, Ze matice AT - A je nutné regularni (pouzijte charakterisa¢ni
vétu pro positivné definitni matice z pfednasky 9B).

At plati AT - A-v = AT .b a af soustava (A | b) m4 feseni. Protoze AT - A je regularni, musi platit
v=(AT.-A)"'.-A-b.
Protoze soustava (A | b) m4 feSeni, plati b € im(A). Proto

A-v=A-(A"-A)""-A-b=projy,a) ) =b

13.3.6 Problém At je R" vybaven standardnim skaldrnim soudinem. At pro matici A : R¥ — R™ plati
rank(A) = k. Oznaéte jako P : R — R™ matici ortogonalni projekce na im(A). Dokazte, Ze pro P plati
nasledujici tfi podminky:

(1) P2=P.
(2) PT =P.
(3) rank(P) = k.

% Reseni problému 13.3.6 Resenim problému jsou spravné vedené diikazy toho, Ze plati (1), Ze plati (2), a
ze plati (3).
% Navod k feSeni problému 13.3.6 Vite, Ze plati rovnost

P=A (AT . A)71.AT
(1) Spoctéte
P2=A - (AT A1 . AT A (AT - A)1.AT=P

(2) Vyuzijte Problém 10.3.3: je-li X regularni, pak i X7 je regularni a plati (X7)~! = (X~1)T. Proto
plati
((AT X A)—l)T _ ((AT . A)T)fl _ (AT . A)—l
Tudiz .
PT=(A-(AT- A" AT) = (AT (AT A1 AT =P
(3) Dokazte, ze plati im(A) = im(P): v € im(P) pravé tehdy, kdyz v = P - x pro néjaké x. To nastane
pravé tehdy, kdyz v = A - (AT - A)~!. AT . x. A to nastane pravé tehdy, kdyz v € im(A).

13.3.7 Problém VyfesSte soustavu

2 0 02
0 2 01
0 0 2|2
1 1 1)1

nad R metodou nejmensich ¢tverci. Spoctéte chybu, které se dopustite.

2 0 0|2
0 2 0|1 1
% ReSeni problému 13.3.7 ReSenim soustavy 00 2|2 metodou nejmensich ¢tvercti je — - | 4
11

11 1)1

Chyba, které jsme se dopustili, je 3 - \/5
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216 Téma 13. Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce

% Navod k FeSeni problému 13.3.7 Postupujte analogicky feSeni Problému 13.2.1. Oznadte

2 0 0 2
0 2 0 1
A=10 0 2 b=1,
11 1 1
a spoctéte
2 0 0 1 (2) g 8 5 1 1 2 0 0 1 ? 5
AT - A=(0 2 0 1 00 o =151 AT . b=1|0 2 0 1 5| =13
00 2 1 111 1 15 00 2 1 ) 5
Soustava
5 1 1|5
(AT -A|AT-b)=[ 1 5 1|3
11 5|5
ma jediné feseni
11
1
(!
11
Protoze
2.0 0 292
o2 0| 1 (\_1 [¢
00 2 4 \q - 22
11 1 26
a
2 22 6
1 1 8 | o 1 6 , 252
_ . = _ :7:1
| 9 1 |22 | H14 6 [ 11 8
1 26 —12

je chyba, které jsme se dopustili, rovna /18 = 3 - \ﬁ ~4.24.

() () ()

metodou nejmensich ¢tverct.®

13.3.8 Problém Body

prolozte kiivku tvaru y = e®*+t

%Tato uloha se fesi naptriklad pfi analyze prubéhu epidemii.

- 1 4 1 1
% Reseni problému 13.3.8 Plati ¢ = 3 In44 a b = 3 In20 + 3 In 200 + 3 In 880. Hledan4 kiivka m4

pFiblizny tvar y = e!-89x+8.02,
% Navod k FeSeni problému 13.3.8 Pro kladné realné éislo u plati et = u pravé tehdy, kdyz plati ¢ = In .
Staci tedy prolozit pfimku tvaru t = ax + b body
3
In 880

() (o)

metodou nejmensich ¢tverci. Postupujte stejné jako pii feseni Problému 13.2.2, tj., vyTeSte soustavu

1 1| In20
2 1| 1In200
3 1|In880
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13.3. Problémy s navodem k feseni 217

metodou nejmensich ¢tvercti.

Protoze

<1 2 3). - _(14 6> (1 2 3). o _(ln(20-2002-8803))
11y 6 3 L1y e In(20 - 200 - 880)

znamend to vytesit soustavu

14 6 | In(20 - 200% - 880%)
6 3| In(20-200-880)
Reseni této soustavy je
39006 . 880° ,
1, 20° - 2006 - 880 8803
1 20020008806 | _ 1. In =53
6 2014 . 200 . 8804 6

In(20® - 2002 - 880?)

7506 - 20012 - 88012

To znamena, Ze

1. 8803 1
= Ingg :5.11144:1111/44%1.89

1 4 1 1
b=c -In(20® - 2007 - 880%) = 320+ 21200+ 2 - In880 ~ 8.02

Hledan4 kiivka m4 piiblizny tvar y = e!-89¢+8.02,
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Téma 14

Metrické vypocéty v R"

Tyden v semestru:

XIS LAVE ) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 | 13
A8BO1LAG
B6B01LAG 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14

Co se procvicuje: parametricky a normélovy popis afinniho podprostoru, vzajemna poloha a vzajemna
vzdalenost dvou afinnich poprostord, Gramuv determinant a vektorovy soucin.

14.1 Afinni podprostory

14.1.1 Problém V R? je zadana rovina z +y — 2z = 3 v R3.

(1) Naleznéte parametricky (také: smérovy) popis roviny z+y — 2z = 3. To jest: zadanou rovinu popiste
jako mnozinu tvaru p + im(S), kde S je monomorfismus.

(2) Naleznéte obecnou rovnici) roviny x + y — 2z = 3. To jest: naleznéte soustavu tvaru (N7 | b), kde
N7 je epimorfismus, a kterd ma jako mnoZinu FeSeni mnozinu viech bodd v roviné z +y — 2z = 3.

(3) Naleznéte normdlovou rovnici roviny x + y — 2z = 3. To jest: naleznéte bod p a matici N7, ktera
je epimorfismus, tak, ze bod x lezi v roviné = + y — 2z = 3 pravé tehdy, kdyz spliuje rovnost
NT.(x—p)=o.

% ReSeni problému 14.1.1

(1) Parametricky popis roviny z +y — 2z = 3 je

(2) MnoZina bodt roviny x +y — 2z = 3 je fefenim soustavy linedrnich rovnic tvaru ( 1 1 -2 |3 ).
3
(3) Pro matici N7 = (1 1 72) a bod p= | 0] plati: bod x lezi v roviné x + y — 2z = 3 pravé tehdy,
0
kdy? spliiuje rovnost N7 - (x — p) = o.
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14.1. Afinni podprostory 219

% Komentafi k problému 14.1.1

(1) Mno#ina bodt roviny « + y — 2z = 3 je feSenim soustavy linedrnich rovnic tvaru (1 1 -2 3 ).
Podle Frobeniovy véty lze toto feseni popsat jako mnozinu

3 —1 2
O] +span(| 1 |,10])
0 0 1
Definujme
3 -1 2
p=1{0 a S=|11 0
0 0 1

Protoze matice S : R?> — R?® m4 hodnost 2, je defekt matice S roven 0. To znameni, Ze S je
monomorfismus. Hledany popis je

3 -1 2
O +im(| 1 0})
0 0 1
(2) Mnozina bodi roviny = + y — 2z = 3 je feSenim soustavy linedrnich rovnic tvaru ( 1 1 -2 ‘ 3).
Matice
(11 -2
N =R} —5R!

mé hodnost 1. Protoze dim(R!) = 1, znamen4 to, ze NT je epimorfismus.*

(3) Pro nalezeni normélového popisu roviny = + y — 2z = 3 je tfeba zapsat soustavu ( 1 1 —2 ‘ 3)
z bodu (2) ve tvaru N7 .x = N7 p. Potom bod x lezi v roviné = 4y — 2z = 3 pravé tehdy, kdyz plati
rovnost N7 - (x — p) = o.

To znamen4, Ze je zapotiebi nalézt partikuldrni feSeni p soustavy ( 1 1 -2 ‘ 3 ). Takovym bodem
3

je napriklad p= | 0
0

14.1.2 Problém V R* je zadan nejmensi afinni prostor 7, ktery obsahuje body

2 =9 2
-1 =1l —1
a= 9 b = 1 c= 1
1 1 1

(1) Naleznéte parametricky (také: smérovy) popis afinniho prostoru 7. To jest: naleznéte monomorfismus
S tak, ze body v 7 tvoii mnozinu p + im(S).

(2) Naleznéte obecnou rovnici afinnfho prostoru zr. To jest: naleznéte epimorfismus N7 a bod b tak, Ze
body v 7 tvori feseni soustavy (N7 | b).

(3) Naleznéte normdlovou rovnici afinniho prostoru 7. To jest: naleznéte epimorfismus N7 a bod p tak,
7e bod x lezi v  pravé tehdy, kdyz plati N7 - (x — p) = o.

% Reseni problému 14.1.2

2 -4 0
=1 oo

(1) Plati w = 9 + im( 1 -1 )
1 0 0

Vime, ze im(NT) C R, a ze dim(im(NT)) = dim(R'). Potom im(NT) = R!. Viz také Problém 4.3.3(1).
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220 Téma 14. Metrické vypocty v R”

) ) ) . 01 0 0|-1
(2) Obecna rovnice afinniho prostoru 7 je ( 000 1|1 )

0

(3) Pro N7 = (8 é 8 (1)) ap= _01 bod x lezi v afinnim prostoru = préavé tehdy, kdyz plati

rovnost N7 - (x — p) = o.
% Komentafr k problému 14.1.2

(1) Ozna¢me jako S matici se sloupcpvym zapisem (b — a,c — a). To jest: S je linedrni zobrazeni

-4 0

0 0

-1 -1

RZ— " +R*
Protoze sloupce matice S jsou linedrné nezavislé, plati def(S) = 0. Matice S je tedy monomorfismus.
Tvrdime, Ze w = a + im(S). To je zfejmé z nasledujicich tvah:
(a) Prostor m je definovan jako nejmensi afinni prostor obsahujici body a, b, c. To znamend, ze m je
tvoren vSemi linedrnimi kombinacemi tvarua-a+b-b+c-c, kdea+b+ ¢ = 0.

(b) Afinni prostor a+im(S) je tvofen vSemi linedrnimi kombinacemi tvaru a+t;-(b—a)+t2-(c—a).
KaZdou takovou linedrni kombinaci lze zapsat jako (1 —¢; —t3)-a+1t;-b+ts-c.

Protoze plati rovnost?
{a-a—&-b-b—i—c-c\a,b,ceR, CL+b+C:0}:{(1—t1—t2)-&+t1~b+t2'c|t1,t2ER}

ukazali jsme, Ze w = a + im(S).

(2) Diky bodu (1) sta¢i nalézt obecnou rovnici afinniho prostoru

2 -4 0 2 —4 0
-1 . 0 0 -1 0 0

=, + im( 1 1 ) = 9 + span( 2 )
1 0 0 1 0 0

Staci tedy nalézt soustavu rovnic, kterd ma jako feSeni afinni prostor 7. Takovou soustavu nalezneme
postupem z Kapitoly 8.3: je ji napfiklad soustava

01 0 0|-1
0 00 1|1

Zobrazeni

~— -~
o O
O =
o o
)
~—

R? R?

je epimorfismus, protoze jeho hodnost je 2.

(3) Diky bodu (2) sta¢i nalézt partikularni feSeni p soustavy
01 0 0]-1
0 00 1|1

Takovym fesenim je naptiklad

2Jsou-li zadana a, b, c, pro ktera plati a + b+ ¢ = 0, definujte t; = b, t2 = c. Jsou-li déna t1, to, definujte a = 1 —t; —ta, b = t1,
c=to.
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14.2. Vzajemna poloha afinnich podprostori 221

Oznacme
r (0 1 0 0
N© = <O 0 0 1

Potom x lez{ v prostoru 7 pravé tehdy, kdyz plati rovnost N7 - (x — p) = o.

14.1.3 Problém Af w = g+ W je afinni podprostor linedrniho prostoru L. Ukazte, Ze néasledujici pod-
minky jsou ekvivalentni:

(1) = je linedrni podprostor prostoru L.

(2) Bod p'lezi ve W.

% Reseni problému 14.1.3 Refenim problému je spravné vedeny diikaz toho, ze z (1) plyne (2) a toho, Ze
ze (2) plyne (1).

% Komentaf k problému 14.1.3 Z (1) plyne (2). At 7 je linedrni podprostor prostoru L. To znamena, ze
0 lezi v 7. Existuje tedy w ve W tak, ze 0 = p'+ @. To znamend, ze p = —w a, protoze W je linearni
podprostor prostoru L, lezi vektor p've W.

Ze (2) plyne (1). At pe W. Potom
T=p+W={p+w|weW}=W
kde posledni rovnost plyne z toho, ze p € W. Protoze W je linearni podprostor prostoru L, je 7 linearni

podprostor prostoru L.

14.2 Vzajemna poloha afinnich podprostori

Piipomenime, Ze vzdjemnd poloha dvou afinnich podprostortt @ a «’ je definovdna ,rozhodovacim stro-

mem®

7 a 7 jsou rovnobéiné]

w& Y aw jsou rﬁznobéinéj

7 a 7’ nejsou rovnobézné

tep,, 7 a 7 jsou mimobéinéj

Z toho plyne doporudena strategie pii ucovani vzajemné polohy m a =’

(1) Nejprve rozhodneme, zda 7 a 7’ jsou rovnobézné.

(2) Pokud 7 a 7’ rovnobézné nejsou, rozhodneme, zda 7 a 7’ jsou raznobézné.

14.2.1 Problém Uréete vzéjemnou polohu dvou afinnich podprostorit 7w a 7’ v R3, které jsou zadany
obecnymi rovnicemi
1 1 1]1 1 -2 —-1]|-1
(2 -1 32> @ (3 -4 -1 1 )

% Reseni problému 14.2.1 Afinni podprostory 7 a 7’ jsou mimobé&zné.
% Komentar k problému 14.2.1 VyfeSme obé soustavy rovnic. Tim ziskdme parametrické zapisy jednotli-
vych afinnich podprostorii.

(1) Reseni soustavy
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222 Téma 14. Metrické vypocty v R”

je
-3 —4
w=| 1 |+4span(|[ 1 ])
3
~—_——— ~—
=p w
(2) Reseni soustavy
1 -2 —-1|-1
(3 4 -1 1 )
je
2 -1
/= 1] +span(|—-1])
1 1
e W

Afinni prostory 7 a 7’ jsou tedy dvé pfimky v R? a my mame rozhodnout o jejich vzajemné poloze.
Protoze neplati ani jedna z inklusi
—4 -1 -1 —4
span(| 1 |) Cspan(|—-1]) span(| —1]) Cspan(| 1 |)
3 1 1 3
piimky 7 a 7’ nejsou rovnobéiné.

Zjistime, zda 7 a 7’ jsou riiznobézné nebo mimobd&zné, tj. zjistime, zda p — p’ € W v W'. Plati

-3 2 -5
p-p=1]-(1]=1]0
3 1 2

a (podle Frobeniovy véty) vztah p — p’ € W vV W' plati pravé tehdy, kdyz soustava
4 1] -5
1 -—-1]0
3 1 2

mé Feseni. Hodnost® matice této soustavy je ovéem 2 a hodnost rozsifené matice soustavy je 3. Soustava
tedy Feseni nemé, a proto p — p’ € W vV W’. Proto jsou w a 7’/ mimobé&zné piimky.

14.2.2 Problém V prostoru R* nad R jsou zadany afinni podprostory

0 1 0 0 0 1

o ol (1] [o , o 1
=1, + span( ol 1ol |1 ) =1, + span( 1 )

0 0 0 0 3 0

=p =w —p’ =W

Urcete vzajemnou polohu 7 a 7'.

% ReSeni problému 14.2.2 Afinni podprostory 7 a 7’ jsou rovnobézné.
% Komentaf k problému 14.2.2 Nejprve rozhodneme, zda w = p+ W a «’ = p’ + W' jsou rovnob&zné.

(1) Inkluse W C W’ plati pravé tehdy, kdyz simultdnni soustava rovnic

111 0 0
110 1 0
110 0 1
0j0 0 O

3Ptesvédéete se o tom pomoci GEM.
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maé FeSeni. Pouzitim GEM

111 0 O 111 0 0 R, 11 0 0 Ry
110 1 0 0/—-1 1 0 Ry — Ry 0Oj—-1 1 0 Ry
1o o1 |7 fol-1t 01| R-R “|0|l0 -11]| R—Ry
00 0 O 00 0O Ry 0| 0 0 O Ry
zjistujeme, 7Ze simultanni soustava

111 0 O

110 1 O

110 0 1

00 0 O

feSeni nemd. Proto W ¢ W”'.

(2) Inkluse W’ C W plati pravé tehdy, kdyz soustava rovnic

OO O
oo = O
o= OO
O R~

ma TeSeni. Protoze soustava je jiz v hornim blokovém tvaru, je vidét, Zze soustava feSeni ma. Proto
plati W/ C W.

Protoze plati W/ C W, jsou afinni prostory @ a 7’ rovnobézné.

14.2.3 Problém V prostoru R? nad R jsou zadany afinni podprostory

4 2 1 1 0

—4 -8 1 -1 2
w=| 2 | +span(| 3 |) /=12 | +span(| O |,|-11])

1 -5 —1 2 3

1 1 3 3 5)

=p =W =p’ =W’

Uréete vzéjemnou polohu 7 a 7’.

% ReSeni problému 14.2.3 Afinni podprostory 7 a 7’ jsou mimobé&zné.
% Komentar k problému 14.2.3 Nejprve rozhodneme, zda 7 a 7’ jsou rovnobé&zné.

(1) Inkluse W C W’ plati pravé tehdy, kdyz soustava rovnic

1 0 2

-1 2 | -8

0 -1 3

2 3 |-5

3 5 1

ma TeSeni. Pouzijeme GEM:

1 0 2 1 0 2 Ry 1 0| 2 Ry 1 0] 2 R,
-1 2 -8 0 2 —6 Ry + R,y 0 2| -6 Rs 0 2| -6 Rs
0 —-11] 3 ~1 0 —-1] 3 R3 ~| 0 0] 0 2R3+ Ry ~ | 0 0] 20 Rs
2 3|5 0 3 |-9 Ry —2Ry 0 0O 2Ry — 3Ry 0 0] O Rs
3 5 1 0 5 | -5 Rs — 3R 0 0|20 2Rs —5Ry 0 0] O Ry

Zadan4 soustava FeSeni nemd, plati W & W',
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(2) Inkluse W’ C W plati pravé tehdy, kdyz simultanni soustava rovnic

2 1 0

-8 -1 2

3 0 -1

5| 2 3

1 3 5

ma Teseni. Pouzijeme GEM:

2 1 0 211 0 Ry 211 0 Ry 211 0 Ry
-8 | -1 2 0 3 2 Ry +4R, 013 2 Ry 013 2 Ry
3 0 -1 |~] O0|-3 -2 2R3 —3R; ~| 00 O Rs + Ry ~1 0|10 20 Rs
5| 2 3 09 6 2Ry +5Ry 0(0 O Ry — 3R, 010 O Rs
1 3 5 0} 5 10 2Rs — Ry 010 20 3Rs —5R, 0/0 O Ry

Zadana soustave feSeni nemd, plati W’ & W.

Protoze neplati ani W C W’ ani W/ C W, nejsou prostory @ a 7’ rovnobézné. Rozhodnutim, zda plati
p—p € WV W, zjistime, zda jsou 7 a 7’ rliznobézné nebo mimob&zné. Protoze

4 1 3
—4 1 )
p-pP=|2]|-]2]|=]|0
1 -1 2
1 3 —2

ma TeSeni. Pouzijeme GEM:

1 0 2 3
-1 2 -8|-5

0 2 3 Ry

2 —6| -2 Ry + Iy

3 0 R3 ~
3 9| —4 Ry — 2Ry

5 =5 |11 Rs — 3R,

2| 3 Ry

—6| —2 Ry

0| —2 2R3 + Ry
0| —2 2Rs — 3Ry
20 | —12 / 2Rs —5R,

\
—
w
o
2
coocom
\
_
coocor
coowNno

0
2 3 =5| 2
3

Neni tfeba v GEM pokracovat: napriklad tfeti fadek posledni soustavy ukazuje, Ze feSeni neexistuje. Proto
plati p —p’ € W vV W'. Tudiz prostory 7w a 7’ jsou mimobé&zné.

14.2.4 Problém V prostoru R* nad R jsou zadany afinni podprostory

1 1 1 3 2 0
! 2 1 , -1 1 0
T=|_, + span( 5 [0 ) =, + span( e )
4 -3 2 -3 -3 a
=p =W =p’ =W’

kde a € R je parametr. Urcete hodnotu parametru a tak, aby prostory m, 7’ byly mimobé&zné.

% ResSeni problému 14.2.4 Hledana hodnota parametru je a = —4.
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% Komentar k problému 14.2.4 Nalezneme a € R tak, aby platilo p — p’ € W VvV W'. Spocteme

1 3 )

S 1| o
P=P =1 41 71|72
4 -3 7

Vztah p — p’ € W v W’ plati pravé tehdy, kdyz soustava rovnic

1 1 2 0]-2
2 1 1 0] 0
2 0 1 1]-2
-3 2 -3 al| 7
nema feseni. Pouzijeme GEM:
1 1 2 0]-2 1 1 2 0]-2 Ry
2 1 1 0] 0 0 -1 -3 0| 4 Ry — 2Ry
2 0 1 1]-=2 0 -2 -3 1| 2 Rs — 2R,
-3 2 -3 a| 7 0 5 3 a1l Ry + 3R,
11 2 0|-2 Ry
01 3 0|4 —Rs
00 3 1|-6 R3 — 2R,
0 0 —12 a| 21 Ry +5R,
1 1 2 0 -2 Ry
01 3 0 —4 Ry
0 0 3 1 —6 Rs
0 0 0 a+4| -3 R4 + 4R35
Zadana soustava nema Feseni pravé tehdy, kdyz a = —4. Protoze afinni podprostory
1 1 1 3 2 0
-1 2 1 N 1 0
T=|_, + span( 5 [0 ) =1 + span( 1l )
4 -3 2 -3 -3 —4
S~—— N——
:p :W :p/ :WI
nejsou rovnobé&zné,* je hledan4 hodnota parametru a = —4.
14.2.5 Problém V prostoru R* nad R jsou zadany afinni podprostory
2 -1 0 -1 2 1
|3 1 2 P 1
=, + span( o |13 ) =, + span( ol |1 )
3 2 2 1 2 1
=p W =p’ W'
Urdete prinik prostori 7 a 7'.
1 2
% ReSeni problému 14.2.5 Primik 7 N7’ je piimka i + span( :19 )
3 2

4Neplati ani W C W/, ani W/ C W. Presvédéete se o tom.
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% Komentai k problému 14.2.5 Piedvedeme dva postupy feseni.’

(1) Bod
Z1
z2
r3
T4

lezi v w N =’ pravé tehdy, kdyz existuji redlnd ¢isla ¢y, to, ¢}, t) tak, ze

T 2 -1 0 -1
Z9 _ 3 1 2 _ 0 /
N el B +t1 - 0 +to - 3= 2 + 1
Ty 3 2 2 1
Hleddme tedy redlnd ¢isla tq, to, t), t tak, ze
-1 0 2 1
1 2 , 4 , 1|
ty - 0 + to _3 — 17 - _9 — 1y - 1] =
2 2 2 1
1
Vektor t,2 je tedy resenim soustavy rovnic
t
-1 0 -2 —-1|-3
1 2 -4 —-1]-3
0o -3 9 -—-1]1
2 2 -2 —1|-=2
kterou vyfesime pomoci GEM:
-1 0 -2 —-1|-3 -1 0 -2 -1
1 2 -4 -1|-3 0 2 -6 -2
0o -3 9 -—-1]1 0o -3 9 -1
2 2 -2 —1|-=2 0 2 -6 -3
-1 0 -2 -1
0 2 -6 -2
0 0 0 -8
0 0 0 -1
1 0 2 1 3
01 -3 —-1]-3
0 0 O 1 2
0 0 0 O 0
To znamen4, ze zadana soustava ma Feseni
1 -2
— 3
0 + span( 1 )
2 0

5Poznamka: druhy zpusob Fefeni se mi zd4 byt jednodussim neZ ten prvni.

15. zari 2025, 10:12

2 1
4 , 1
-9 + t2 : 1
2 1
-1 2
ol |3
2 1
1 3
-3 R,
—6 Ry + Ry
1 R3
-8 R4+ 2R,
-3 Ry
—6 Ro
—16 2R3 + 3Ro
-2 Ry — Ry
R
1/2R2
“1/8Ry
R+ 1/8R;
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ty
to
ty
!
2

Jednu ¢tvefici tedy dostaneme jako

1 -2
-1 3
o[t |1
2 0
Ty
pro néjaké realné ¢islo u. To znamend, ze bod ?
Ty
rovnost
1 2 -1 0 -1
z2| |3 B 1 B 21 |0
| = |1 + (1 —2u) 0 + (=1 + 3u) sl = e | T
Ty 3 =t 2 =tz 2 1
pro u € R. To znamena, ze
1 1 2
i) _ 2 4
I3 T 14 tu -9
T4 3 2
pro u € R.
Prinik 7w N7’ je tedy piimka
1 2
2 4
4 + span( 9 )
3 2

(2) Nejprve nalezneme obecné rovnice prostort 7 a 7’

(a) Obecna rovnice 7. Hleddme soustavu rovnic, kterd ma jako feseni

2 -1 0

3 1 2
=1 + span( ol |23 )

3 2 2

Postupem z Kapitoly 8.3 dostaneme soustavu
3 3 2 0|17
1 -1 0 1|2

(b) Obecné rovnice ©’. Hleddme soustavu rovnic, kterd ma jako FeSeni

NeJ
— =
N

0
2
1
Postupem z Kapitoly 8.3 dostaneme soustavu
—-13 11 2 0|17
-1 0 0 1] 2

Ji¥i Velebil: LAGsbirka

2
1

Y NG
2 =t

15. zari 2025,

lezi v priniku 7 N 7’ pravé tehdy, kdyz plati

—_ = =

10:12



228 Téma 14.

Metrické vypocty v R™

Prinik w N7’ je tedy feSenim soustavy

3 3 2 0|17
1 -1 0 1|2
~13 11 2 0|17
-1 0 0 1|2
kterou vyresime pomoci GEM:
3 3 2 0|17 3 3 2 o0 17 Ry
1 -1 0 1|2 0 -6 -2 3|-11 | 3Ry— R,
—13 11 2 0|17 ~ 0 72 32 0272 | 3R;+13R;
-1 0 0 12 0 3 2 3| 23 3R+ Ry
3 3 2 0] 17 Ry
0 -6 —2 3| -11 | R,
~ 0 0 8 36| 140 | Ry+12R,
0 0 2 9135 2R+ Ry
3 3 2 o0l 17 Ry
0 -6 —2 3|-11 | R,
- 0 0 2 9| 35 1/4Rs
0 0 0 0|0 4R4 — Rs
Resenim této soustavy je piimka
1 2
2 4
4 + span( _9 )
3 2

a ta je prunikem afinnich podprostorti = a =’.

14.2.6 Problém V prostoru R* nad R jsou zadany afinni podprostory
0 1 1 -9 5 3
I 5 0 — 1
=, + span( o || Z4 ) =] + span( o |12 )
3 —2 0 =5 2 0
~——
=p W :p/ W'
Urcete priinik prostorti 7 a 7’.
1
% ReSeni problému 14.2.6 Prinik prostorii 7w a 7’ je tvofen jedingm bodem ?
-1
% Komentar k problému 14.2.6 Opét predvedeme dva zpusoby feSeni.
(1) Bod
x1
x= "2
x3
T4
lezi v w N =’ pravé tehdy, kdyz existuji redlnd ¢isla ¢y, to, ¢}, t) tak, ze
1 0 1 1 -9 5 3
z2 | |3 1 51 | 2 / -1 1
es | Tl T2 T e T TR 0 | TR
T4 3 -2 0 -5 2 0
15. zari 2025, 10:12 Jiri Velebil: LAGsbirka
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Hledame tedy realna &isla tq, to, t], t tak, ze

1 1 5 3 —9 0

1 5 1 1 2 3

b gt f Syl =t g | -t2]af=(1] |1
9 0 2 0 _5 3

ty

t . R :
Vektor ,2 je tedy feSenim soustavy rovnic

1
/
2

1 1 -5 =-3|-9
1 5 1 -1]-1

kterou vyresime pomoci GEM:

1 1 -5 -3|-9 1 -5 -3 -9 Ry

1
1 5 1 —-1|-1 N 0 6 2 8 Ry — Ry
-2 -4 0 -21]0 0 -2 —-10 —8|—18 Rs3 + 2R,
-2 0 -2 0 |-8 0 2 -—-12 —-6|—-26 Ry + 2R,y
11 -5 -3]| -9 Ry
N 0 4 6 2 8 Ry
0 0 —14 -—-14 | -28 2R3 4+ Rs
0 0 —30 —12| —60 2R4s — Ry
11 -5 =3|-9 Ry
N 0 4 6 2 8 Ry
0 0 1 1 2 —1/14R;
0 0 0 16| 0 Ry —30/14R3
Zadana soustava méa pravé jedno feSeni, a sice
t 2
to| -1
]| 2
th 0
Prostory 7 a 7’ maji tedy prinik tvofeny jedinym bodem
0 1 1 -9 5 3 1
3 1 5 2 -1 1 0
2 e[ +ED- | = T2 o | T0- (2=
3 -2 0 -5 2 0 -1

(2) Nalezneme obecné rovnice prostorti 7 a 7’.

(a) Obecné rovnice 7. Hleddme soustavu rovnic, kterd ma jako feseni

0 1 1

3 5
™= + span( o1 4 )

3 -2 0

Postupem z Kapitoly 8.3 dostaneme soustavu

3 1 2
5 =1 0

NN O
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(b) Obecné rovnice ©’. Hleddme soustavu rovnic, kterd ma jako FeSeni

-9 5 3
m— + span( -1 1)

1 0112

-5 2 0

Postupem z Kapitoly 8.3 dostaneme soustavu
-1 -5 4 0] 3
-1 3 0 4]-5

Prinik w N7’ je tedy feSenim soustavy

3 1 2 0] 5
5 =1 0 2| 3
-1 -5 4 0] 3
-1 3 0 4|5
kterou vytesime pomoci GEM:
3 1 2 0] 5 3 1 2 0 5 Ry
5 -1 0 2| 3 N 0 -8 —-10 6 | —16 3Ry —5R;
-1 -5 4 0] 3 0 —14 14 0| 14 3Rs + Ry
-1 3 0 4|-5 0 10 2 12 | —10 3Ry + Ry
31 2 0 5 Ry
01 1 0 1 —1/14R3
00 —2 6| -8 Ry — 8/14R;
0 0 -8 12| —-20 Ry +10/14R3
3 1 2 0 5 Ry
N 01 1 0 1 Ry
00 -2 6 |-8 Rs
00 0 -—12|12 Ry —4R3
Tato soustava ma jediné reseni
1
0
1
-1
které je jedinym bodem priiniku = N w’'.
14.2.7 Problém Vybavte linedrni prostor R™ standardnim skaldrnim souéinem a oznacte jej (— | —). At

7 = p +span(s) a w’ = p’ + span(s’) jsou dvé riiznobézné piimky v R™. Dokazte, prusecik x pfimek 7 a
7’ lze spoditat nasledovné:

@ eoei | N
s=p + <‘S|S> (p—p'|s)

(s|s) <S’|S>‘
(s]s) (s"[s)

% ReSeni problému 14.2.7
% Komentar k problému 14.2.7 Pro prusecik x pfimek 7 a #’ existuji jedind redlna cisla ¢, t' tak, Ze plati
rovnosti
X=p+t-s x=p +t-¢
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Jinymi slovy musi platit rovnost
/

~t-s+t'-s'=p-—p
a ta plati pravé tehdy, kdyz plati rovnosti®
(—t-s+t'-s'|s)=(p—p'|s) (~t-s+t' s[s)=(p—p'|5)
Pomoci vlastnosti skalarniho soucinu lze vyse uvedené prepsat na rovnosti

—t-(s|s)+t-(s'"|s)=(p—p'[s) —t-(s|s)+t' - (s'|s)=(p-p'|¥)

. t\ .o, .
To znamena, ze vektor < v ) de jedinym feSenim soustavy rovnic

< —(sls) (s'[s) | (P—P'[s) )
—(sls) "[s) [ {p-p'|s)

a podle Cramerovy véty plati

Vlastnosti determinantt (prohozeni dvou sloupctt méni znaménko determinantu a vynasobeni sloupce ¢islem
(—1) znamend vynésobeni determinantu ¢islem (—1)) ndm umoziiuji vySe uvedené rovnosti pfepsat na

1] t,:’ ERE]
| RAERAEY

které jsme méli dokazat.

14.3 Vektorovy soucin a Gramtv determinant

14.3.1 Problém V prostoru R nad R se standardnim skalarnim souc¢inem (— | —) spoc¢téte Gramutv
determinant Gram(u,v), kde
2 1
u= |1 v = 1
3 1

% Reseni problému 14.3.1 Plati Gram(u, v) = 26.
% Komentar k problému 14.3.1 Piedvedeme dva zpusoby vypoctu.

(1) Podle definice je

Gram(u,v) = <3

6Pouzijte Problém 12.1.3.
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(2) Protoze pro matici A se sloupcpvym zdpisem (u,v) plati Gram(u,v) = det(AT - A), lze poéitat i
takto: .
2 1 2 1 1 4
Gram(u,v) =det(|1 —-1] -1 —-1])= det((4 3>) =26
3 1 3 1

14.3.2 Problém V prostoru R* nad R se standardnim skaldrnim soudinem spoctéte 2-dimensionalni
objem rovnobéznosténu zadaného vektory

1
1
=1

1
1

a= 1 b=
1 -1

% ReSeni problému 14.3.2 Zadany rovnobéznostén mé 2-dimensionalni objem roven 4.

% Komentar k problému 14.3.2 Hledany 2-dimensionalni objem je roven ,/Gram(a,b). Protoze

Gram(a,b) = ’ 3 2 ‘ =16

ma zadany rovnobéznostén 2-dimensionalni objem roven 4.

14.3.3 Problém V prostoru R* nad R se standardnim skaldrnim souc¢inem spoctéte vektorovy soudin
X (u,v,w), kde

2 —1 1
. [t 1 |3
| 2 M | M |
—1 1 3
0
% Reseni problému 14.3.3 Plati x(u,v,w) = g
-2
% Komentar k problému 14.3.3 Piedvedeme dva zpisoby vypoctu.
(1) Plati
x(u,v,w) = det(u,v,w,e;) e +det(u,v,w,es) ez +det(u,v,w,es) es+det(u,v,w,e,) - ey
2 -1 1 1 2 -1 1 0
. -1 1 3 0 o + -1 1 3 1 e
2 -1 -1 0| 2 -1 -1 0|7
-1 1 3 0 -1 1 3 0
=0 =2
2 -1 1 0 2 -1 1 0
" -1 1 3 0 i -1 1 3 0 .
2 -1 -1 1|®7| 2 -1 -1 0™
-1 1 3 0 -1 1 3 1
=0 =29
0
_ 2
- 0
-2
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(2) Vypocet pomoci mnemotechnické pomicky:

2 -1 1 e
-1 1 3 €9
2 1 —1 ey
-1 1 3 ey

x(u,v,w) =

-1 1 3 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1
= -] 2 -1 -1|e+| 2 -1 -1 |e—|—-1 1 3le+| -1 1 3 |-eq
-1 1 3 -1 1 3 -1 1 3 2 -1 -1
| S —
=0 =2 =0 ==2
0
. 2
n 0
—2

14.3.4 Problém V prostoru R* nad R se standardnim skaldrnim soudinem jsou zadany tii vektory u, v,
w. Dokazte, Ze plati rovnost x(u,v,w) = —x(v,u, w).

% Reseni problému 14.3.4 Resenim problému je spravné vedeny diikaz rovnosti x (u, v, w) = —x (v, u, w).
% Komentar k problému 14.3.4 Plati rovnost

x(u,v,w) = det(u,v,w,e;) -e; + det(u,v,w,es) - €3 + det(u,v,w,e3) - e3 + det(u, v, w,ey) - e4
7 vlastnosti determinantu vime, ze plati
det(u,v,w,e1) = —det(v,u,w,eq) det(u,v,w,ez) = —det(v,u, w, es)
det(u,v,w,e3) = —det(v,u, w,e3) det(u,v,w,eq) = —det(v,u,w,ey)
Protoze plati rovnost
x(u,v,w) = —det(v,u,w,e;) - e; —det(v,u,w,es) - es — det(v,u,w,e3) -e3 — det(v,u,w,ey) - e4

plati diky vySe uvedenému rovnost x(u,v,w) = —x(v,u, w).

14.4 Vzdalenost afinnich podprostoru

14.4.1 Problém V prostoru R? nad R se standardnim skaldrnim sou¢inem naleznéte vzdalenost bodu
1
P=1{2]| odroviny 3z —4y + z = 1.
1
L 5
% ReSeni problému 14.4.1 Vzdalenost bodu p = | 2 | od roviny 3z — 4y + z = 1 je % 1/ 26.
1
% Komentar k problému 14.4.1 Vime, Ze rovinu 3z —4y+z = 1 lze popsat jako afinni prostor #’ = p’+W’,
kde
0 3
p=10 W't =span(| -4 )
1 1
0 3
protoze bod | 0 | evidentné v zadané roviné lezi a protoze zname normalovy vektor | —4 | roviny.
1 1
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Protoze p je afinni prostor m = p + {0}, plati

1 3

2 —4
( | ) 5 5

. / . / . / 0 ]- _5
rejfopvw (P = P') = r¢jy (P = P') = projw (p —p') = —5 3 =50 -
1 1
(14114
1 1

kde rovnost rejy (p — p’) = projy. (p — p’) plati diky Problému 13.1.5(5).

Proto miizeme psat

O e B () NP Y () O Y

™ = ||I" ’ — = . — = — . —_ = .

wim T Hopvw P =P 26 | 26 ) 26

14.4.2 Problém V prostoru R? nad R se standardnim skaldrnim soudinem naleznéte vzdalenost bodu
! 2 1 1 |-1

p= | 1] od pfimky 7’ s obecnou rovnici .
1 1 2 -1 1

1
% ReSeni problému 14.4.2 Vzdalenost bodu p od piimky 7’ je 3 \/42.

% Komentar k problému 14.4.2 Vime, ze plati #/ = p’ + W', kde W’ je smér piimky =’ generovany
vektorovym soucinem

2 1 -3
1l x| 2 ]=13
1 -1 3
0
a bod p’ je naptiklad” | 0 ProtoZe bod p je afinni prostor tvaru p + W, kde W = {0}, mizeme psat
-1
rejyvw (P —P) = reju (P —p') = (p—p) — proju (p — p)
1 -3
(Qryrys )
1 9 3 -3 1 6 -3
= (1] - 3 l={1]-5-|3
2 AT 3 3
(0303 p
3 3
5
L
3 \4
1 ; 1 ; 1
Proto plati w(m, a') = xejwuw (b~ B =I5 - (1) 1= 31 (1] =5 -/22
4 4

7Je ziejmé, ze bod p’ lezi na piimce w’. Samoziejmé: za bod p’ lze zvolit jakékoli partikularni FeSeni soustavy rovnic
2 1 1 | -1
1
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14.4.3 Problém V prostoru R* nad R se standardnim skaldrnim soudinem jsou zadény afinni podprostory

1 1 0 1

o -1 , o 2
=, + span( 0 ) = _ + span( _3 )

2 0 5 0

=p —W =p’ —W

Urcete vzdjemnou vzdédlenost w(w, w’) prostort 7 a x’.

% ReSeni problému 14.4.3 Vzajemna vzdalenost w(m, ') prostort 7 a 7’ je rovna 6.

% Komentaf k problému 14.4.3 Plati rovnost w(m, ') = ||rejy v (P — p’)||. Déle plati

1 1
, 1 P

W v W' = span( ol 125 )
0 0

Nejprve nalezneme matici P ortogonélni projekce na prostor WV W' postupem z Problému 13.1.4. Oznacme

1 1
-1 2
A= 0 -3
0 0
Potom
18 -9 -9 0 2 -1 -10
A AT AVl aT_ 1 |79 18 =9 0 _ 1 |-1 2 -10
P=A (A" -A) A ~ 97 -9 -9 18 0] 3 -1 -1 2 0
0 0 0 O 0 0 0 O
a proto
2 -1 -1 0 1 —6 -2
1 |-1 2 -1 0 0 1 1-9 -3
: N—P.(p—p)=_. =_. =
projyyw (P —p') =P - (p - p') 3 |-1 -1 2 0 8 3 |15 5
0 0 0 O -3 0 0
Protoze plati
1 -2 3
) ) 0 -3 3
rejyvw (P = P) = (P = P) = projwvw (P —P) = | ¢ 5 17| 3
-3 0 -3

plati

w w w
I
%
(@]

Il

(@]

w(m, ") = [[rejyyw (P =PIl = ||
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14.4.4 Problém V prostoru R* nad R se standardnim skaldrnim soudinem jsou zadény afinni podpro-

story®
0 1 0 0 0 1
o ol (1] [o , o 1
™=, + span( ol lol |1 ) =1, + span( 1 )
0 0 0 0 3 0
~——
=p =W :p/ =W’

Uréete vzdjemnou vzdédlenost w(w, w’) prostort  a 7’

%Afinni prostory 7 a ©’ jsou prostory z Problému 14.2.2. Vime tedy, Ze 7 a 7’ jsou rovnobézné. Na postup pii vypoctu
vzdalenosti w(w, 7’) vsak tato znalost nema vliv.

% Reseni problému 14.4.4 Vzajemna vzdalenost w(m,w’) prostorii 7w a 7’ je rovna 3.
% Komentafl k problému 14.4.4 Plati rovnost w(w, ') = ||rejyyw (P — P')||. Protoze

W v W' = span( ) = span(

O = OO
O ==
OO O
S O = O

o O O
o o= O
o= O o

je dim(W v W’) = 3. Proto dim(W v W’)+ = 1. Staéi tedy nalézt jeden nenulovy vektor ve (W v W')+.
Timto vektorem je naptiklad vektorovy soucin

x(

o O O
o o = O
o= O O
_— o O O

Proto plati

(W v W)+ = span(

= O O O

Podle Problému 13.1.5(5) plati rejy /(P — P’) = projyyw)L (P — P’). Spocteme tedy

0
. / . ’ <p -p ‘ e4> -3 0
Projwvwr)L P-p)= pro.]span(e4)(p -p)= W 1€y = 1 €4=1 9
-3
Proto je
0
. . 0
w(m, ') = |rejyyw (P =PI = IProjarvw s (P =PNI =1I| ( | II=
-3
é Ny

14.4.5 Problém V R3 nad R se standardnim skaldrnim souc¢inem je zadan bod p a rovina 7’ normélovou

rovnici n? - (x — p’) = 0. Dokaite, Ze vzdélenost bodu p od 7’ Ize pocitat vzorcem
n” - (p — p')|
[[n]]

% ReSeni problému 14.4.5 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz platnosti daného vzorce.
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% KomentafF k problému 14.4.5 Bod p je afinni prostor # = p + W, kde W = {0} a rovina «’ je afinni
prostor p’ + W', kde W'+ = span(n). To znamena, Ze plati

(p—p'|n)

rejyyyw (P — P') = rejy (P — p') = projy . (p —p') = (n|n)

Proto plati

() = e (p — 9l = [P g = 2Ly e =P

kde jsme pouzili faktu, ze (n | n) = ||n||? a toho, ze (p —p’ |n) = (n|p—p’) =nT - (p - p).
Poznamka: v ucebnicich se ¢asto vyskytuje vzorec

lapy + bpa + cp3 — d|

\JaZ + b2+ c?

p1
pro vypodcet vzdalenosti bodu p = | p2 | od roviny ax + by + cz = d v prostoru R? nad R. Jde o stejny
b3
a
vzorec, ktery jsme odvodili: oznadime-lin = | b |, potom pro jakykoli bod p’ roviny az + by + cz = d plati
c

T

n” . p’ =d. Proto plati n” - (p — p’) =n” -p —nT - p’ = ap; + bps + cp3 — d, a tudiz

n” - (p—p')| _|ap1 + bps + cps — d|

[ R ranrrangr

14.5 Problémy s navodem k reseni

14.5.1 Problém At W a V jsou linedrni podprostory prostoru L, at p'a ¢ jsou body v L. Dokazte, Ze
plati:

(1) p+ W = ¢+ W plati pravé tehdy, kdyz p— g€ W.
(2) + W = ¢+ V plati pravé tehdy, kdyz V=W a j— e W.

% Reseni problému 14.5.1 Resenim problému je spravné vedeny diikaz toho, 7e plati (1) a spravné vedeny
dtkaz toho, Ze plati (2).
% Navod k feSeni problému 14.5.1 Postupujte podobné jako pfi feSeni Problému 14.1.3.

14.5.2 Problém V prostoru R* nad R jsou zadany afinni podprostory

5 2 1 0
7 3 N 2
=\, + span( 1 ) ™= 4 + span( 1 )
-5 =2 —4 3

—_— ——
=p W =p’ =W’

Urdete vzéjemnou polohu 7 a ©w’ a prunik « N «’.

N = =

% ReSeni problému 14.5.2 Afinni prostory 7 a 7’ jsou riiznobézné. Prinik 7 N7’ je tvofen bodem
% Navod k feseni problému 14.5.2 Postupujte jako v Problémech 14.2.5 a 14.2.6.
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14.5.3 Problém Oznacte jako A(a,b,c) plochu trojihelniku zadaného body a, b, ¢ v R3. Spoéitejte

A(a, b, c) a dokazte, ze A(e1, ez, e3) = %\/g

- 1
% ResSeni problému 14.5.3 Plati rovnost A(a,b,c) = 3 \/Gram(b —a,c—a). Rovnost A(e, ez, e3) =

1
,\/5 dostaneme dosazenim do tohoto vzorce.

% Navod k reSeni problému 14.5.3 ProtoZe plati A(a,b,c) = A(a—a,b —a,c — a), sta¢i spoéitat plochu
A(a—a,b—a,c—a)= A(o,b—a,c— a). To je jednoduché®

A(o,b—a,c—a) :%-\/Gram(b—a,c—a)

1 1
Rovnost A(er, ez, e3) = 5\/5 dostaneme dosazenim do vzorce A(a,b,c) = 3 \/Gram(b —a,c—a).

14.5.4 Problém V R3 nad R se standardnim skaldrnim souéinem (— | —) jsou zadany &tyii vektory u,
v, u’, v'. DokaZte, ze plati rovnost®

(v | vy =der(((u 97 {01 0))

%Této rovnosti se fika Lagrangeova rovnost pro vektorovy soucin. To je samoziejmé nepovinnd znalost.

% Reseni problému 14.5.4 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz platnosti zadané rovnosti.

% Navod k FeSeni problému 14.5.4 Rozdélte dikaz na dva p¥ipady: ptipad, kdy vektory u, v jsou line-
arné zavislé (pak je rovnost trivialni) a p¥ipad, kdy jsou vektory u, v jsou linedrné nezdvislé. Ve druhém
piipadé vyuZijte toho, Ze lze nalézt uspoiddanou bazi prostoru R? ve tvaru (u, v, w) a dale vyuzijte definici
vektorového soucinu dvou vektortt a, b v R3: vektor a x b je jediny vektor, pro ktery plati rovnost

(ax b |w)=det(a,b,x)

pro viechny vektory x z R3.

14.5.5 Problém V prostoru R* se standardnim skaldrnim souéinem jsou zadany afinni podprostory

1 0 0 0 4
m | + span( 0 ) =t + span( -3 -1 )
-1 Pantio 11 Pantl 1 ]| -3
1 0 1 b) 3
=p =W =p’ =w’

Uréete vzdjemnou vzdédlenost w(sr, w') prostort  a «’.

% Reseni problému 14.5.5 Plati w(w, ') = \/;
% Navod k feSeni problému 14.5.5 Postupujte jako v Problémech 14.4.3 a 14.4.4.

14.5.6 Problém V R? nad R se standardnim skaldrnim souéinem je zadan bod p a piimka 7’ normélovou
rovnici n” - (x — p’) = 0. Dokaite, 7e vzdalenost bodu p od 7’ Ize pocitat vzorcem
n” - (p—p)
In]

% ReSeni problému 14.5.6 ReSenim problému je spravné vedeny diikaz platnosti daného vzorce.
% Navod k feseni problému 14.5.6 Postupujte analogicky jako pfi feSeni Problému 14.4.5.

8Namalujte si obrazek! Srovnejte postup s FeSenim Problému 9.4.3.
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Téma 15

Linearni kody

Tyden v semestru:

i 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14
A8BO1LAG
B6BO01LAG 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 | 13

Co se procvicuje: generujici a kontrolni matice linearniho kédu, vlastnosti linedrniho kédu.

15.1 Generujici a kontrolni matice linearniho kédu

15.1.1 Problém Vime, ze W je linearni kéd nad Z5 délky 4 a dimense 3. Kolik kédovych slov kéd W
obsahuje?

% ReSeni problému 15.1.1 Kéd W obsahuje ptesné 5% kédovych slov.

% Komentaf k problému 15.1.1 Podle definice je W linedrni podprostor prostoru (Z5)* dimense 3. Gene-
rujici matice G je tedy G : (Z5)® — (Z5)* takova, ze W = im(G). Kazdy prvek w ve W je napsan
jednoznaéné ve tvaru w = G - a, kde a je vektor v (Z5)3. Staéi tedy spocitat pocet prvki v (Z5)3. Téch je
5% (jednd se o usporadané trojice, kde kazda polozka miize byt obsazena péti riiznymi zptisoby).

15.1.2 Problém Zjistéte, zda matice

G:

— = N
== O N

1

nad Z3 je generujici matici néjakého linearniho kédu W nad Zs. Pokud ano, pak naleznéte délku a dimensi
W a pocet kédovych slov ve .

% Reseni problému 15.1.2 Ano, G je generujici matice linearniho kédu W nad Zs, délky 4 a dimense 2.
Kéd W obsahuje piesné 32 riznjch kédovych slov.
% Komentar k problému 15.1.2

(1) Matice G je line4rni zobrazeni G : (Z3)? — (Z3)*, a bude generujici matici néjakého linearniho kédu
W nad Z3 pravé tehdy, kdyz je G monomorfismus. Podle véty o dimensi jadra a obrazu plati rovnost
2 = def(G) + rank(G). Protoze sloupce G jsou linearné nezavislé, plati rank(G) = 2. To znamenad, ze
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240 Téma 15. Linearni kédy

def(G) = 0. Matice G je monomorfismus. Proto je matice G generujici matici linedrniho kédu W nad
Zs.

(2) Popis kédu W. Plati W = im(G), proto dim(W) = 2. Protoze W je linearni podprostor v (Z3)*,
méa kéd W délku 4. Ké6d W obsahuje ptesné 32 rtznych kédovych slov (vipocet je analogicky feseni
Problému 15.1.1).

15.1.3 Problém Naleznéte néjakou kontrolni matici H pro linearni kéd W s generujici matici

)
== O N

nad Z3 (viz Problém 15.1.2).

11
% Reseni problému 15.1.3 Hledana kontrolni matice je (napiiklad) H = (1) 8
01

% Komentaf k problému 15.1.3 Kontrolni matice H je takové, ze H? je epimorfismus a ker(H) = W.
Protoze sloupce zadané matice G jsou linedrné nezavislé, je dim(W) = 2. Déle: protoze W = im(G), je W
linearni podprostor prostoru (Z3)2.

2 2
Proto budeme hledat matici H? : (Z3)* — (Z3)? s jaAdrem W = span( 1 , (1) ). Postup je analo-
1 1
gicky feseni Problému 8.3.1: hleddme soustavu ve tvaru (H” | o), kter4 m4 jako feseni afinni prostor
2 2
0
span(| || [
1 1

Jde (naptiklad) o soustavu

o O
N—

a proto

O = O =
_ o o

15.1.4 Problém Nad Z; je zadana kontrolni matice

Il
o W N =
DN W N

linearniho kédu W. Naleznéte néjakou generujici matici G tohoto kédu.

% Reseni problému 15.1.4 Generujici matice kédu W je (napiiklad) G =

OO = W
O = O WO
= O O O =
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% Komentaf k problému 15.1.4 Zadany kéd W je ker(HT). Nejprve tedy vyiesime soustavu

v (1234 1]0
(H 0)_<234120
nad Zs. Reenim je
1 0 4
3 3 0
W=span(|1|,]0],]0],)
0 1 0
0 0 1
Proto je generujici matice
1 0 4
330
G=|1 0 0
01 0
0 0 1
- D

15.1.5 Problém Nad Z; je zadan linearni kéd s kontrolni matici

I
U W N =
BN~ O

Naleznéte syndrom slova v =

O = W N~

1

2 2
% ReSeni problému 15.1.5 Syndrom slova v = | 3 | je ( >

4

0

% Komentaf k problému 15.1.5 Syndrom slova v m4 hodnotu H” - v. Staéi tedy nad Z; spoéitat soucin

N
> =
)
[Ny
[NCREN
= Ut
N

O = W=
Il
7 N\
— N
"
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242 Téma 15. Linearni kédy

15.1.6 Problém Nad Z; je zadan linearni kéd W s kontrolni matici

1 00
2 3 3
H=|3 1 4
0 1 0
0 0 1
1
Naleznéte vsechna slova v se syndromem | 2
3
1
% Reseni problému 15.1.6 Vsechna slov v se syndromem | 2 | tvoif afinni podprostor
3
0 1 3
0 4 4
2| +span(|2],]3]1])
0 1 0
0 0 1

linedrniho prostoru (Z;)°.

% Komentaf k problému 15.1.6 Syndrom slova v ma hodnotu H” - v. Mnozina vsech slov v se syndromem

1

2 | je tedy mnozina vSech feSeni soustavy rovnic

3
1 2 3 0 0]1
0 3 1 1 012
0 3 40 1|3

nad Zs. Mnozina vSech feSeni uvedené soustavy je afinni podprostor

+ span(

S o N OO

O = N =

= O Wk W
S—

linearniho prostoru (Zs)°.

15.2 Vlastnosti linearniho kodu

15.2.1 Problém Naleznéte néjakou generujici a néjakou kontrolni matici linedrniho kédu W and Zs,
ktery informaci délky 4 zakdduje tak, Ze ji tfikrat zopakuje.®

%Takovému typu kédu se fikad repetition code.
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% ReSeni problému 15.2.1 Generujici matice G kédu W je napiiklad

1 0 00

01 0 0

0 01 0

0 0 01

1 0 00

01 0 0

GiOOlO

0 0 01

1 0 00

01 00

0010

0 0 01

a kontrolni matice H kédu W je napiiklad

100 01000
01000100
001 00 010
0001 0O0O0°1
10 0 0 00 0O
H:()l()OOOOO
001 00 O0O0OO
0001 0O0TO0OU 0
00001 000
00000100
000 0O0O0OT10P0
000 0O0O0OTO 071

nad Z,.
% Komentaf k problému 15.2.1 Protoze informace mé délku 4 a protoze kédové slovo mé délku 12 (infor-
mace je tiikrat zopakovéana), musi platit

G:(Zy)' — (Zo)'?, def(G)=0, im(G)=W

Podle véty o dimensi jaddra a obrazu plati rank(G) = 4. To znamen4, %e dimense kédu W je rovna 4.

Zakédovani vektort kanonické baze prostoru (Z,)* probiha nasledovné:

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 1 0 0 0 0 0 0

0 . 0 1 . 1 0 o 0 0 . 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

Zapisme to (nepfesné, ale mirné prehlednéji) jako

€1 €2 €3 €4
e — | e €y — | €2 esr— | e3 est— | e
€1 €2 €3 €4
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Protoze vektory

€ €2 €3 €4
(S3] €9 (S €y
€1 €2 €3 €4

jsou linedrné nezéavislé v (Z3)'2, pro matici G s vyse uvedenymi sloupci plati
G:(Z2)* — (Z2)', def(G)=0, im(G)=W

To znamena, ze

O O OO OOOoO R OO
H O OO OO, OOoOO

OO O R OO OO OoOR
OO R OO0, OOO O

Pro kontrolni matici H” naseho kédu musi platit ker(H?) = W a H? musi byt epimorfismus. To znamena,
ze
H” : (Z2,)" — (Z2)®, rank(H') =8, ker(H')=W

Protoze vime, Ze plati

W = span(

OO OO, OOO R
OOHOOCZHOOOHO
OHOOO»—TOOOHOO
H O OO RrROOoOORrOOOoO

staci nalézt soustavu rovnic tvaru (HT | o), kterdA ma W jako mnozinu feseni. Tuto soustavu nalezneme
analogicky Problému 8.3.3. Jde (napiiklad) o soustavu

100 01 0 O0O0O0OO0OTO0OTO0O]|O0
010001 O0O0O0O0TO0OTG OO
001 00O0OT1TO0TO0TO0TGO0T® 0|0
0001 0O0OO0O1TO0O0GO0O®O0O]O0
1000 0O0O0OOT1TO0TGO0OTGO]|O
01 00O0O0OO0OO0OO0ODT1TTGO0TGO0]O0
001 00O0OO0OO0OO0OTO0ODT1ITO®O0|O0
0001 0O0OO0OO0OO0OO0OTGO0T1jO0

nad Zs.
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Hledana kontrolni matice H je tedy

SO OO OO O OO O
DO OO OO H OO OO
[oNeNeNeNeol e NoNael S =N
SO OO OO OO OO
OO O HOOO OO oo
OO R OO OoOoOo o +HO
O OO OO OoO ~=OO
_ O OO0 HOOO

nad Z,. Viz také Problémy 15.3.1 a 15.3.2.

15.2.2 Problém Spoctéte Hammingovu vzdalenost dg (v, w), kde

<
I

S =W N
I

O UL W = W

v (Z7)5.

% Reseni problému 15.2.2 Plati dy (v, w) = 2.
% Komentafi k problému 15.2.2 Protoze Hammingova vzdalenost v a w je pocet polozek, ve kterych se v
a w lisi, plati dgy (v, w) = 2.

15.2.3 Problém Naleznéte minimalni distanci distyy linedrniho kédu W nad Z,, kde W je zadan obecnou
rovnici

1 1 1 10

1 0 1 1|0

% Reseni problému 15.2.3 Plati distyy = 2.
% Komentar k problému 15.2.3 Linearni kéd W je

1 1 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0
span( 1110 ) = { ol’l11’lol11 }

0 1 0 0 1 1

Protoze minimalni distance disty, je definovana vztahem
distwy = min{dg(w,0) | w je nenulové slovo ve W}

plati distyy = 2.

15.2.4 Problém Ukazte ze existuje jediny kéd délky 3 nad Zs, ktery opravuje 3 chyby.

% Reseni problému 15.2.4 Resenim problému je spravné vedeny dikaz daného tvrzeni.
% Komentar k problému 15.2.4 Oznac¢me jako W kéd délky 3 a dimense k nad Zs, ktery opravuje 3 chyby.
Podle Sphere-packing Bound (Pfednaska 12B) plati nerovnost

£)-

=0
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246 Téma 15. Linearni kédy

neboli
2% < 23k
0
Musi tedy platit &k = 0. Proto W = {[ 0 | } je jediny kéd délky 3 nad Z,, ktery opravuje 3 chyby.
0

15.3 Problémy s navodem k reseni

15.3.1 Problém Af linearni kéd W délky n a dimense k nad Z, méa generujici matici G v blokovém

tvaru®
_ ([ _Ex
c- (%)

Potom mé kontrolni matice blokovy tvar

neboli
H' = (-B|E, ;)

¢Kédum, které maji generujici matici v tomto tvaru se rika systematicke. Jde o nepovinnou znalost.

% ReSeni problému 15.3.1 ReSenim problému je spravné vedeny ditkaz daného tvrzeni.
% Navod k feSeni problému 15.3.1 Diky tvaru G plati rank(G) = k a G ma n fadka. To znamend, Ze

T
blok B mé k sloupcti a n — k fadk. Dale: pro matici H = ( ) plati rank(H) =n—kaHman—k

En—k
sloupcti a n Ffadki.
To znamens, ze G : (Z,)* — (Z,)" je monomorfismus a H? : (Z,)" — (Z,)" ¥ je epimorfismus. Zbyva
ukazat, ze H” - G je nulova matice. To plyne ihned z maticového souéinu

E
HTG:(_B|Enk)< Bk ) :_B+B:0k,nfk

15.3.2 Problém Af linearni kéd W délky n a dimense k nad Z,, méa kontrolni matici H v blokovém tvaru

1= (5)

o ()

Potom mé generujici matice blokovy tvar

% Reseni problému 15.3.2 Resenim problému je spravné vedeny dikaz daného tvrzeni.
% Navod k fesSeni problému 15.3.2 Postupujte analogicky feSeni Problému 15.3.1.
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