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Myšlenka poč́ıtačové tomografie
Š́ı̌reńı rentgenových paprsk̊u tkáněmi

Algebraická rekonstrukce objektu

Lineárńı algebra a poč́ıtačová tomografie
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Sir Godfrey Newbold Hounsfield (28. 8. 1919 — 12. 8. 2004)

britský elektroinženýr

1979 Nobelova cena za medićınu
(spolu s Allanem MacLeodem
Cormackem) za vynález poč́ıtačové
tomografie

prototyp CAT testoval nejprve na
laboratorńım vzorku mozku, poté
na kravském mozku zakoupeném
v řeznictv́ı, nakonec na sobě

1. ř́ıjna 1971 Atkinson Morley
Hospital in Wimbledon, Londýn:
prvńı klinické použit́ı (cerebrálńı
cysta)
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Základńı schéma poč́ıtačové axiálńı tomografie (CAT)

Skvělá a jednoduchá myšlenka!

Lze ale z p̌ŕımkových řez̊u zrekonstruovat sńımaný objekt?
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Johann Karl August Radon (16. 12. 1887 — 25. 5. 1956)

rakouský matematik

1917: autor postupu, nazvaném
později Radonova transformace

Über die Bestimmung von
Funktionen durch ihre Integralwerte
längs gewisser Mannigfaltigkeiten,
Akademie der Wissenschaften
Leipzig 69 (1917), 262–277.

f 7→ R(f ), kde

R(f )(t, α) =

+∞∫
−∞

f (t·cosα−s·sinα, t·sinα+s·cosα)ds

t ∈ (−∞; +∞) α ∈ [0; 2π]
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Použijeme zidealisovaný model

1 Nedocháźı k refrakci nebo difrakci.
Rentgenové paprsky se š́ı̌ŕı po p̌ŕımkách a nejsou

”
ohnuty“

objekty, skrz které procházej́ı.

2 Paprsky jsou monochromatické.
Všechny paprsky daného svazku maj́ı stejnou frekvenci.

3 Plat́ı Beer̊uv zákon.a

Každá tkáň má (pro danou energii paprsku) charakteristický
tluḿıćı koeficientb µ. Intensita I (s) splňuje na bodech p̌ŕımky
p + s · d, s ∈ R, diferenciálńı rovnici

d

ds
I (s) = −µ(s) · I (s)

aAugust Beer, Bestimmung der Absorption des rothen Lichts in farbigen
Flüssigkeiten, Annalen der Physik und Chemie 162.5 (1852), 78–88.

bAnglicky: attenuation coefficient.
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Popis paralelńıch p̌ŕımek (tj., popis svazku paprsk̊u)

π

p

d α
t

‖p‖ = t

〈p | d〉 = 0

p = t ·
(

cosα
sinα

)

d = ×
(

cosα
sinα

)
=

=

(
− sinα
cosα

)

πt,α = p + span(d)
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Linearita Radonovy transformace

Připomenut́ı: pro (integrovatelnou) funkcia (x , y) 7→ f (x , y), která
je nulová vně nějakého čtverce, definujeme jej́ı Radonovu
transformaci

R(f ) : (t, α) 7→
+∞∫
−∞

f (t · cosα− s · sinα, t · sinα + s · cosα) ds

kde t ∈ R, α ∈ [0; 2π].
Plat́ı důležitá rovnost

R(a · f + b · g) = a · R(f ) + b · R(g), a, b ∈ R

To jest: Radonova transformace je lineárńı!

aFunkce f modeluje zkoumanou tkáň.
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Hlavńı výsledek profesora Johanna Radona (1917)

Ze znalosti R(f ) lze zrekonstruovat původńı funkci f .

To jest: existuje inversńı Radonova transformace.

Jde o velmi netriviálńı výsledek, protože lineárńı prostor všech

”
vhodných“ funkćı f nemá konečnou dimensi.

Jak se problému nekonečné dimense vyhnout?

Předvedeme metodu ART (Algebraic Reconstruction
Technique), která využ́ıvá jednoduchých metod lineárńı
algebry.

Budeme řešit jistou soustavu lineárńıch rovnic iterativńı
metodou která pocháźı z roku 1937.
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Základńı myšlenka ART

−1 1

−1 1
čtvercová śıt’

K ×K čtverc̊u,
č́ıslováno od 1
do S = K 2

χS
j (x , y) = 1

v j-tém čtverci,
jinde
χS
j (x , y) = 0

χS
j jsou

ortogonálńı

〈h | k〉 =∫
R2

h · k
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Linearita Radonovy transformace ještě jednou

R(
S∑

j=1

aj · χS
j ) =

S∑
i=1

aj · R(χS
j )

Výpočet hodnoty R(χS
j ) je velmi snadný:

R(χS
j ) : (t, α) 7→ délka pr̊useč́ıku p̌ŕımky πt,α s j-tým čtvercem

πt,α

RχS
j
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Algebraická rekonstrukce objektu

Vzorkovaćı matice V a vektor b namě̌rených hodnot

1 Tkáň je popsána funkćı (x , y) 7→ f (x , y), která je
integrovatelná a nulová vně intervalu [−1; 1]× [−1; 1].

2 Zvoĺıme K a budeme pracovat s ortogonálńı sadou χS
1 , . . . ,

χS
S , kde S = K 2.

3 Zvoĺıme sadu vzorkovaćıch p̌ŕımek
πt1,α1 , πt2,α2 , . . . , πtR ,αR

4 Spočteme hodnoty
vji = R(χS

j )(ti , αi ) bi = R(f )(ti , αi )
pro všechna i = 1, . . . ,R, j = 1, . . . ,S .

5 Vytvǒŕıme tak matici V, která má v i-tém řádku a j-tém
sloupci hodnotu vji a vektor b.

6 Rekonstrukce: funkce f je (s malou chybou) řešeńım soustavy
lineárńıch rovnic VT · x = b.
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Slasti a strasti řešeńı soustavy VT · x = b

1 Soustava VT · x = b je teoreticky řešitelná (GEM).

2 V praxi má matice V zhruba 20 000 sloupc̊u a 20 000 řádk̊u.
Plně se projev́ı numerická nestabilita GEM.

3 Pro každé i (tj., pro každou vzorkovaćı p̌ŕımku) je pouze

K ≈
√
R prvk̊u j tak, že vji 6= 0. To jest: matice V je ř́ıdká

(obsahuje mnoho nul).
Tedy lze k řešeńı soustavy VT · x = b použ́ıt aproximačńı
iterativńı metodu.
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Stefan Kaczmarz (20. 3. 1895 — 1939 ??)

polský matematik, profesor
university ve Lwóvě (spolupráce se
Stefanem Banachem)

autor iterativńı metody, která je
základem rekonstrukce moderńıch
zobrazovaćıch technik

Angenäherte Auflösung von
Systemen linearer Gleichungen,
Bull. Intern. Acad. Polonaise Sci.
Lett., Cl. Sci. Math. Nat. A, 35
(1937), 355–357.
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Myšlenka Kacmarzovy metody (soustava 2× 2)

x0
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Š́ı̌reńı rentgenových paprsk̊u tkáněmi
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