
Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Báze a dimense

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 3.1–3.3 a 3.6
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Minulé p̌rednášky

1 Lineárńı kombinace, lineárńı závislost/nezávislost.

2 Lineárńı obal seznamu/množiny vektor̊u.

Dnešńı p̌rednáška

1 Báze lineárńıho (pod)prostoru.

Intuitivńı význam: báze je výběr systému soǔradnicových os.

2 Dimense lineárńıho (pod)prostroru.

Intuitivńı význam: dimense je počet soǔradnicových os.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Připomenut́ı

Množina M je konečná, pokud bud’ M = ∅ nebo M = {x1, . . . , xn}
pro nějaké p̌rirozené č́ıslo n ≥ 1. Množina M je nekonečná, když
neńı konečná.

Definice (množina generátor̊u)

At’ W je lineárńı podprostor prostoru L. Řekneme, že množina G
generuje W , když plat́ı span(G ) = W . (Ř́ıkáme také: G je
množina generátor̊u podprostoru W .)

Definice (konečně generovaný podprostor)

Řekneme, že lineárńı podprostor W prostoru L je konečně
generovaný, když existuje konečná množina jeho generátor̊u. (To
jest, když plat́ı span(G ) = W pro nějakou konečnou množinu G .)
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Př́ıklady

1 Pro každý prostor L plat́ı: L je množina generátor̊u prostoru L.

Množina generátor̊u L prostoru L obecně neńı konečná a je
vždy lineárně závislá (nap̌ŕıklad: R2 je nekonečná lineárně
závislá množina generátor̊u prostoru R2).

2 Jak ∅, tak {~o} jsou konečné množiny generátor̊u triviálńıho
prostoru {~o}. Důvody: span(∅) = {~o} (minulé p̌rednášky) a
span({~o}) = {~o}.
Všimněme si:

1 ∅ je lineárně nezávislá množina generátor̊u prostoru {~o}.
2 {~o} je lineárně závislá množina generátor̊u prostoru {~o}.

3 Konečná množina G = {
(
−1
−1

)
,

(
1
1

)
} generuje

”
osu prvńıho

a ťret́ıho kvadrantu“ prostoru R2. Množina G je lineárně
závislá.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Definice (báze)

Lineárně nezávislé množině B, která generuje prostor L, ř́ıkáme
báze prostoru L. Je-li B konečná, pak seznamu prvk̊u B ř́ıkáme
uspǒrádaná báze.

Slogan pro bázi

Báze prostoru je
”
nejúsporněǰśı“ množina generátor̊u.

Př́ıklady

1 ∅ je báze triviálńıho prostoru {~o}.

2 Každá z množin {
(

1
2

)
,

(
3
−4

)
}, {

(
1
0

)
,

(
0
1

)
} tvǒŕı bázi

prostoru R2.

3 Množina {1, x , x2, x3, . . . } tvǒŕı bázi prostoru R[x ] všech
reálných polynomů.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Př́ıklad (kanonická báze prostoru Fn, n ≥ 1)

At’ F je jakékoli těleso. Označme jako Kn = (e1, . . . , en) následuj́ıćı
seznam vektor̊u v Fn, n ≥ 1:

ei má jedničku na i-té posici, všude jinde nuly.

Potom Kn je uspǒrádaná báze prostoru Fn.
Této uspǒrádané bázi Kn ř́ıkáme kanonická báze prostoru Fn.
(Také: standardńı báze.)
Př́ıklad: kanonická báze K3 v R3.

e1

e3

e2
e1 =

1
0
0

 e2 =

0
1
0

 e3 =

0
0
1


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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Př́ıklad: Fourierova báze pro n = 4 (varianta této báze je
použ́ıvána v JPEG)

Pro w = e
2πi
4 = i , je seznam (~f0, ~f1, ~f2, ~f3), kde

~f0 =


w0

w0

w0

w0

 =


1
1
1
1

 , ~f1 =


w0

w1

w2

w3

 =


1
i
−1
−i



~f2 =


w0

w2

w4

w6

 =


1
−1
1
−1

 , ~f3 =


w0

w3

w6

w9

 =


1
−i
−1
i


uspǒrádaná báze lineárńıho prostoru C4 nad tělesem C.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Tvrzeńı (Existence báze pro konečně generované prostory)

Každý konečně generovaný prostor L má konečnou bázi.
Nav́ıc: všechny možné báze prostoru L maj́ı stejný počet prvk̊u.

Myšlenka d̊ukazu

Prvńı tvrzeńı: v́ıme, že span(G ) = L, kde G je konečná. Lze
postupovat dvěma způsoby:

(I)
”
Přidávat“ do prázdné množiny

”
důležité“ vektory z G .

(II)
”
Ub́ırat“ z G

”
zbytečné“ vektory.

Detaily: p̌rednáška.

Druhé tvrzeńı: Exchange Lemma (viz skripta, Lemma 3.2.10 a
cvičeńı).
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Definice (prostor konečné dimense)

Lineárńı prostor L má dimensi n (znač́ıme: dim(L) = n), když
existuje báze B prostoru L, která má n prvk̊u,a kde n je p̌rirozené
č́ıslo.

aA tud́ıž, podle p̌redchoźıho, všechny báze prostoru L maj́ı n prvk̊u.

Př́ıklady

1 Plat́ı: dim(Rn) = n, n ≥ 0.

2 Obecněji: pro jakékoli těleso F plat́ı dim(Fn) = n, n ≥ 0.

3 Plat́ı: dim({~o}) = 0.

4 Prostor R[x ] všech reálných polynomů nemá konečnou
dimensi.

5 Podprostor R≤3[x ] (polynomy stupně nejvýše 3) prostoru R[x ]
má dimensi 4. Uspǒrádaná báze je nap̌r. (x3, x2, x , 1).
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Poznámka
At’ dim(L) = n a at’ M je podmnožina L, která má m prvk̊u.

1 Je-li M lineárně nezávislá, pak m ≤ n.

2 At’ m = n. M je lineárně nezávislá právě tehdy, když plat́ı
span(M) = L.

Důsledek (klasifikace lineárńıch podprostor̊u R3)
Lineárńı podprostory prostoru R3 jsou p̌resně tvaru span(M), kde
M (zamě̌reńı podprostoru) je lineárně nezávislá podmnožina R3:

1 Počátek {~o} (když M má nula prvk̊u).
2 Př́ımky procházej́ıćı počátkem (když M má jeden prvek).
3 Roviny procházej́ıćı počátkem (když M má dva prvky).
4 Celé R3 (když M má ťri prvky).

Zobecněńı: klasifikacea lineárńıch podprostor̊u prostoru Rn

(dokonce na lineárńı podprostory prostoru Fn).

aTo je náročněǰśı na p̌redstavu, ale geometrický význam je podobný jako pro
lineárńı podprostory prostoru R3.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Připomenut́ı (Téma 2A)

Podprostoru span(W1 ∪W2) ř́ıkáme spojeńı podprostor̊u W1 a W2.
Značeńı: W1 ∨W2.

Věta (rovnost dvou lineárńıch podprostor̊u)

At’ W1, W2 jsou lineárńı podprostory prostoru L konečné dimense.
Potom W1 = W2 právě tehdy, když plat́ı rovnost
dim(W1) = dim(W2) = dim(W1 ∨W2).a

aDůkaz: domáćı cvičeńı. Postupujte následovně:

1 At’ W1 = W2. Potom W1 ∨W2 = W1. Tud́ıž plat́ı rovnost
dim(W1) = dim(W2) = dim(W1 ∨W2).

2 At’ dim(W1) = dim(W2) = dim(W1 ∨W2). Protože W1 ⊆W1 ∨W2 a oba
podprostory maj́ı stejnou dimensi, plat́ı W1 = W1 ∨W2.
Rovnost W2 = W1 ∨W2 se dokáže analogicky.
Celkově: W1 = W1 ∨W2 = W2, hotovo.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Důsledek (d̊uležitý pro Frobeniovu větu, téma 6A)

At’ W je lineárńı podprostor prostoru L konečné dimense. Pro
vektor ~v jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:a

1 ~v ∈W

2 dim(W ) = dim(W ∨ span(~v))

aDůkaz: domáćı cvičeńı. Postupujte následovně:

1 Dokažte: ~v ∈W iff span(~v) ⊆W iff W = W ∨ span(~v).

2 Použijte větu z p̌redchoźı stránky: W = W ∨ span(~v) iff
dim(W ) = dim(W ∨ span(~v)) = dim(W ∨ (W ∨ span(~v))︸ ︷︷ ︸

=W∨span(~v)

).

Měl by pomoci obrázek situace, kdy ~v /∈W :

~v

W
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Připomenut́ı (princip inkluse a exkluse)

At’ A a B jsou konečné množiny.

A ∩ B

A B

Označ́ıme-li počet prvk̊u množin A, B, A ∩ B a A ∪ B jako
card(A), card(B), card(A∩B) a card(A∪B), potom plat́ı rovnost

card(A ∪ B) + card(A ∩ B) = card(A) + card(B)
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Věta (o dimensi spojeńı a pr̊uniku)

At’ je L lineárńı prostor konečné dimense. Potom, pro libovolné
lineárńı podprostory W1, W2, plat́ı rovnost
dim(W1 ∨W2) + dim(W1 ∩W2) = dim(W1) + dim(W2).

Důkaz.

Přednáška.

Slogan pro větu o dimensi spojeńı a pr̊uniku

Jde o
”
princip inkluse a exkluse“ pro lineárńı prostory konečné

dimense. Dimense hraje roli počtu prvk̊u.a

aZnovu upozorňujeme: slogan je reklamńı heslo, nikoli skutečnost.
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Generuj́ıćı množiny a báze
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Báze obecných prostor̊u

Věta (za p̌redpokladu (AC))

Každý lineárńı prostor L má bázi.

Důkaz.

Náročný: nebudeme dokazovat.

Poznámka

Předpoklad (AC). Zkratka (AC) znamená Axiom of Choice, česky:
axiom výběru.
Jedná se o tvrzeńı: kartézský součin libovolného systému
neprázdných množin je neprázdná množina.a

Tvrzeńı (AC) je nezávislé na základńıch axiomech teorie množin.
Srovnejte s axiomem o rovnoběžkách z geometrie.

aVe skriptech je použita ekvivalentńı formulace (AC), tzv. Zornovo Lemma.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Pozor: stejný prostor nad r̊uznými tělesy má r̊uzné vlastnosti

1 Množina C všech komplexńıch č́ısel je
1 lineárńı prostor dimense 1 nad tělesem C,
2 lineárńı prostor dimense 2 nad tělesem R.

2 Množina R všech reálných č́ısel je
1 lineárńı prostor dimense 1 nad tělesem R,
2 lineárńı prostor nekonečné dimense nad tělesem Q.a

aNepovinné: takzvaná Hamelova báze reálných č́ısel, viz Př́ıklad 3.6.5 skript.

Důsledek: měli bychom vždy psát, nad jakým tělesem
o lineárńım prostoru mluv́ıme!
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