Specidlni vlastnosti linearnich zobrazeni
Matice linedrniho zobrazeni
Priklady

Linearni zobrazeni, ¢ast 2

Odprednesenou latku naleznete v kapitolach 2.3, 3.4 a 9.1
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minula prednaska
© Matice A = (a3, ...,as) (sloupcovy zapis matice, kazdy
sloupec aj je vektor z F") je ztotoZnéna s linedrnim
zobrazenim A: F°* — F', e; — a;.
Operace s maticemi odpovidaji operacim s linedrnimi
zobrazenimi.
Dnesni prednaska
© Pojmy jadro, obraz, defekt a hodnost linedrniho zobrazeni.
Tyto pojmy umozni jemné&jsi klasifikaci linedrnich zobrazeni.
© Pojem matice obecného linedrniho zobrazeni f: L1 — Ly

vzhledem k obecnym uspofddanym bazim. Prostory L a L;
musi mit kone¢nou dimensi.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 05A-2023: Linedarni zobrazeni, €ast 2 2/21



Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Pfipomenuti (témata 4A a 3B)
© At Ly, L, jsou linedrni prostory nad F. Zobrazeni f: Ly — L»,
pro které plati f(X + X') = f(X) + f(x") a f(a- X) = a- f(X) pro
vé. azFavi X, X' z Ly, ¥ilkdme linedrni zobrazeni z L do L.
Q@ Zdpis A: F°* — F" znamena? A : e; — j-ty sloupec A.
Tudiz plati x — A - x, pro vSechna x z F°.
© Trojahelnik

g

e

?V terminologii dnesni prednasky: A : F* — F’ je matici zobrazenf{
A : ej — j-ty sloupec A vzhledem ke kanonické bazi. Ale nepfedbihejme @

je komutativni.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Definice (specialni vlastnosti linearnich zobrazeni)
Linedrnimu zobrazeni f : [{ — L, Fikame:
© monomorfismus, je-li f injektivni (také: prosté) zobrazeni.
@ epimorfismus, je-li f surjektivni (také: na) zobrazeni.

© isomorfismus, je-li f bijektivni (také: prosté a na) zobrazeni.?

?Ekvivalentn&: k zobrazeni f existuje inversni zobrazeni ! a toto inversni
zobrazeni je opét linearni.

Tvrzeni

SloZeni monomorfismii/epimorfismii /isomorfismi je
monomorfismus/epimorfismus/isomorfismus. Identita je
isomorfismus.

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni
Matice linedrniho zobrazeni
Priklady

Definice (obraz a jadro)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni. MnoZin&
ker(f) = {x' | f(X) = o} ¥ikdme jadro f, mnoZin&
im(f) = {f(x) | X z Ly} ¥ikdme obraz f.

L1 L2

0

Slogany (tj. reklamni hesla, nikoli skutenost)

Jadro f ¥ika, jak moc je f monomorfismus.
Obraz f ¥ika, jak moc je f epimorfismus.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Tvrzeni

At f: Ly — L je linedrni zobrazeni. Pak ker(f) je podprostor Ly,
im(f) je podprostor L;.?

“Obecngji: {f(w) | w € W} je podprostor L, pro jakykoli podprostor W
prostoru Lj.

Dukaz.
P¥ednaska. [ |

Definice (defekt a hodnost linearniho zobrazeni)

At f: Ly — L, je linedrni zobrazeni, at prostor L; ma kone¢nou
dimensi. Cislu def(f) = dim(ker(f)) ¥ikdme defekt linedrniho
zobrazeni f a &islu rank(f) = dim(im(f)) ¥ikdme hodnost (také:
rank) linedrniho zobrazeni f.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni
Matice linedrniho zobrazeni
Priklady

Tvrzeni (Véta o dimensi jadra a obrazu)

At f: L1 — Ly je linedrni zobrazeni, at prostor L; ma kone&nou
dimensi. Pak def(f) + rank(f) = dim(L;).

Diikaz.
Bez dikazu (dikaz je napfiklad ve skriptech, Véta 3.3.6).
Ly Ly

def(f) = dim(ker(f)) rank(f) = dim(im(f))
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Tvrzeni (charakterisace monomorfismii)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni, at prostor L1 ma kone&nou
dimensi. Pak je ekvivalentni:

© f je monomorfismus.

Q def(f) =0.

© f respektuje linedrni nezdvislost (tj. obraz linedrn& nezivislé
mnoZiny je op&t linedrn& nezavisld mnoZina).

Dikaz.
P¥ednaska. [ |

Dasledek (monomorfismy a soustavy rovnic)

A :F° — F" je monomorfismus pravé tehdy, kdyZ soustava
A - x = 0 m3a pouze trividlni YeSeni.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Tvrzeni (charakterisace isomorfismii)

At f: Ly — L, je linedrni zobrazeni, at prostor L; ma kone¢nou
dimensi. Pak je ekvivalentni:

O f je isomorfismus.

O f je monomorfismus a epimorfismus soucasné.

@ def(f) = 0 a im(f) = L, soulasné&.

Q def(f) = 0 a dim(L;) = dim(Ly).

@ f respektuje linedrni nezdvislost (tj. obraz linedrn& nezavislé

mnoZiny je opét linedrn& nezdvisld mnoZina) a kazd4 rovnice
f(X) = b ma alespoii jedno Fegeni.

Dukaz.
P¥ednaska. [ |
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Dusledek (isomorfismy a soustavy rovnic)

A : F° — F" je isomorfismus pravé tehdy, kdyZ s = r a kazda

soustava A - x = b ma prdvé jedno feseni.

Definice (regularni a singularni matice)

Matice A : F" — F" typu je regularni (také: invertibilni, také:

isomorfismus), pokud existuje jednozna&né uréena matice A~!
takova, Ze plati rovnosti A~ - A = E, = A - A~l. Matici A~!
Fikdme inverse matice A.

Matice A : F" — F" je singuldrni, pokud neni regularni.

P¥iklad (rotace o thel o v R? je isomorfismus)
cosa —sina
Ra B < [ >
sina cosa

je reguldrni (invertibilni) matice.?

?Inversnim zobrazenim rotace o Ghel « je rotace o thel —a.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 05A-2023: Linedarni zobrazeni, €ast 2 10/21



Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Dasledek (isomorfismy prostorii konetné dimense)
At dim(L;) = dim(Lp) = n. Potom je, pro linedrni zobrazeni
f:L; — Ly, ekvivalentni:

© f je monomorfismus.

@ f je epimorfismus.

© f je isomorfismus.
P¥iklad (dilezité a uZitetné: Lagrangeova interpolace)

At ai, ..., a, jsou navzajem riizna redlnd &isla. Linedrni zobrazeni

je monomorfismus, tudiZ isomorfismus.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

P¥iklad (Lagrangeova interpolace, pokratc.)
b
€V(a,,..,a,) J€& isomorfismus: pro kaZzdou n-tici | @ | v R" existuje
b,
jediny polynom? pp, . .)(x) v prostoru R="1[x] tak, Ze plati
P(by,....bn)(@i) = bi pro vechna i =1,... n.

1 3
-1 2 2
1 /’\—%X2+%X+%

X

?Rikd se mu Lagrangeilv interpola&ni polynom, viz skripta, P¥iklad 3.3.9.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Tvrzeni (dalezité)

—

At B = (El, ..., by) je usporddand baze prostoru L. Potom
vypocet soutadnic v bazi B

coordg : L -+ F", X+ coordg(X)
je isomorfismus.

Dukaz.
P¥ednaska. [ |

Poznamka (dulezita)

Protoze isomorfni linedrni prostory se z abstraktniho hlediska nijak
nelisi, vidime: aZ na isomorfismus neexistuji jiné kone&né
dimensionalni linedrni prostory nad F neZ prostory tvaru F".
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Matice linedrniho zobrazeni

Definice (matice linearniho zobrazeni)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni, at B = (by, ..., bs) a
C=(d,...,C) jsou uspofddané baze prostori Lj a Lp. Matice
zobrazeni f (vzhledem k B a C) je takova matice Ag, pro kterou
plati Es x> Ag-x Er
coordBT Tcoordc
_

Ly - L

neboli:

coordg(x) ——— As - coordg(x) = coord(f(X)

I

X f(x)

~—

pro kazdy vektor X.
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Matice linedrniho zobrazeni

Tvrzeni (vypotet matice linearniho zobrazeni)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni, at B = (51, o Es) a
C=(c,...,C) jsou usporddané baze prostori L; a L. Potom
matice Af ma r ¥adkd a s sloupci. Navic j-ty sloupec matice Af je
tvoren soufadnicemi coordc(f(l;j)), zapsanymi do sloupce.

Dukaz.ej > j-ty sloupec Af = coordc(f(l;j))

x—Ag-x

FS 3 FI’

coord BT Tcoordc

LlﬁLg

)

I
ST

bj f f(
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Matice linedrniho zobrazeni

Véta (matice slozeného zobrazeni)

At Ly, Ly, L3 maji usporadané baze B = (by, ..., bs),
C=(&,...,&)aD=(dy,...,d,). Atf: Ly —~lrag:Lly— L3
jsou linedrni zobrazeni s maticemi A¢ (vzhledem k B a C) a Ag
(vzhledem k C a D). Potom g - f : L1 — L3 ma matici Ag - Af

(vzhledem k B a D).

Diikaz. x—Ag-Ag-x
FS xr—)Af-x Fp X}—)Ag.x Fr
coord BT Tcoord c Tcoord D
le s —— JLA3
gf
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Matice linedrniho zobrazeni

Véta (matice isomorfismu) . .

At Ly, L maji usporadané bize B = (by,..., by),

C =(c,...,Cn). At linedrni zobrazeni f : L; — L je isomorfismus
s matici zobrazeni A¢ (vzhledem k B a C). Potom existuje
jednoznaéné uréenad matice Af_1 splfiujici rovnosti

A;l -Af=E, =A¢- A;l. Matice A;l je matice A¢-1 inversniho
zobrazeni f~1 (vzhledem k C a B).?

“Tj. reguldrni (invertibilni) matice jsou pfesn& matice isomorfismi.

Duakaz. - XX ~
En x—Ag-X En x—(Af—1)x n
coordBT Tcoordc Tcoordg
le . Lo - j{
id
Proto A;' - Af = E,.. Druh4 rovnost analogicky. u
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Priklady

P¥iklad (vypocet matice pro derivovani)

F=3[x] je prostor polynomii stupné < 3 nad télesem F. Béze
B = (x3,x?,x',1). Zobrazen{

der : F=3[x] — F=3[x],
(asx3 + axx? 4+ ayx + ag) — (3a3x? + 2axx + a1)

je linedrni a ma ndsledujici matici vzhledem k B:

Ader =

O O wo
O N O O
= O O O
o O O O

Matice pro druhou derivaci: spoéitdme soudin Ager - Ader, atd.
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Priklady

P¥iklad (matice zobrazeni vzhledem k nekanonické bazi)

Linedrni zobrazeni f : R> — R? je ddno hodnotami

()= () + oG-t

Zobrazeni f tedy:
© . ProdluZuje" 2x mé¥Fitko v ose druhého a ¢tvrtého kvadrantu.

© . Zkracuje” 3x méfitko v ose prvniho a tfetiho kvadrantu.

-1

2 0
“f‘(o ;,>

Jak spoditat matici Bf zobrazeni f vzhledem ke kanonické bazi K57

Vzhledem k nekanonické bazi B = (( 1 ) , (1)) ma tedy f matici
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Priklady

Ptiklad (pokrat.)

Myslenka ¥eSeni: hledand matice B musi spliiovat rovnici
Bf:S'Af'T, kde

x—Bg-x

R2 x—T-x R2 x—>Ag-x R2 x—S-x R2

id

Jak najit matice S a T? Jednoduse: jsou to matice identického
zobrazeni, navic evidentné plati T = S1
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Priklady

P¥iklad (pokrat.)

Plati (diky tomu, co jsme jiz dokazali)

11 i1
— — [ 2 2
s=(h1) ()
a tedy
B (11 2 0 AN
o-saet= (4 4) (0 3)- (1 1) -

P¥isti prednaska (téma 5B)

N~

ol;

[eNEN] |
ol

\_/

Konceptudlni hledani (analogii) matic T a S: takzvané matice
transformace soufadnic.
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