Matice transformace soufradnic

Transformace soufadnic

Odpt¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 9.2 a 9.3 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minuld prednaska
@ Linedrni zobrazeni.
@ Vypolet soufadnic vzhledem k bazi je linedrni zobrazeni.

© Matice libovolného linearniho zobrazeni mezi linedrnimi
prostory kone&né dimense vzhledem k pevné zvolenym bazim.

Dnesni prednaska
@ Matice transformace soufadnic v jedné bazi na soufadnice ve
druhé bazi. Jde opét o matici jistého linedrniho zobrazeni.

@ Uvidime, Ze pro stéle vice problémi je tfeba se naudit Fesit
maticové soustavy.?

?Radu p¥ikladil tedy v této prednaice nedopotitdme a# do konce.

P¥isti pfednaska
© Koncepéné Cisty a geometricky jasny zplsob ¥eSeni soustav
linedrnich rovnic, maticovych rovnic, atd.
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Matice transformace soufadnic

Pfipomenuti (vypo&et matice linearniho zobrazeni)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni, at B = (by, ..., bs) a
C=(a,...,C) jsou usporddané baze prostori L; a L. Potom
matice Af ma r ¥adkl a s sloupci a j-ty sloupec matice As je
tvofen soufadnicemi coordc(f(EJ-)), zapsanymi do sloupce.

—

ej —— j-ty sloupec A = coord(f(b;))

= x—Ag-x Er
coordBT Tcoordc
L———— L
by f(bj)
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Matice transformace soufadnic

Definice (matice transformace sou¥adnic)
At B = (by,...,by) a C=(&,...,¢&,) jsou usporddané bize
prostoru L. Matici? T, ¢, kterd spliiuje

ej—— j-ty sloupec Tg,,c = coordc (b))

x—Tpg . cX En

=]
coord BT Tcoord c
[—mM8M |

bj

fikame matice transformace soutadnic z baze B do baze C (také:
matice transformace soufadnic v bazi B na sou¥adnice v bazi C).

?V&imnéte si znaZeni: v dolnim indexu Tg.c je Sipka s patkou (bazi B

»posildme” na bézi C).
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Matice transformace soufadnic

Poznamky (zakladni vlastnosti matice transformace
soufadnic)

Q Plati T ¢ - coordg(x) = coord(x), pro kazdy vektor X v L.
To plyne p¥imo z definice matice Tg._.c:

Xl—)TB,_)(_‘-X

@ Matice Tp.,c je vzdy reguldrni. Plati (Tgc)™! = Tcos.
To plyne z toho, Ze id : L — L je isomorfismus.
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Matice transformace soufadnic

Poznamky (zakladni vlastnosti matice transformace, pokrac.)
© Plati Tg_g = E,. To je trividlni:

Q Plati Tg.p = Tcp - Te_c. To plyne z vlastnosti matice
sloZeného zobrazeni:

-

x—=Tcp Teocx

= x—Tgcx En x—TcpX En
coord BT Tcoordc Tcoord D
L - L - L
k id id j\
id
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Matice transformace soufadnic

P¥iklad (pfepotet soufadnic vzhledem k jiné bazi)

V prostoru R<3[x] nad R mdme uspotadané baze B = (x3,x?, x,1)
aC=((x—13(x-12x-1,1).

Pro polynom p(x) = —3x? + 6x + 3 z R<3[x] hleddme
coord(p(x)). Vime, Ze coordc(p(x)) = T c - coordg(p(x)).

0
ProtoZe coordg(p(x)) = _63 , stadi tedy znat? matici Tgc.
3
1 0 0 o0\ "
Teoc=(Tcop) t= _33 _12 (1) 8
-1 1 -1 1

?Uvidime pozdé&ji, Ze pro nalezeni matice (TCHB)_1 Ize vyuZit blokovy tvar
Gaussovy eliminace:
(Teos |En) ~ -~ (En | (Teoss) ™)

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 05B-2023: Transformace soutadnic 7/17



Matice transformace soufadnic

P¥iklad (pFfepotet soufadnic vzhledem k jiné bazi)

Jsou dany t¥i kone€né baze B, C a D prostoru L. Spottéte
coordg(4 - X+ 12y + 3 Z), pokud znate coordg(x), coordc(y)

—

a coordp(Z)
coordg(4-x+12-y+3-2) =
4 - coordg(X) + 12 - coordg(y) + 3 - coordp(2) =

=

4. coordg(X) +12- T¢,p - coordc(¥) + 3 - Tpo, s - coordp(Z2)
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Matice transformace soufadnic

Poznamka (konceptualni vypocet Tg, ¢ v prostoru F")

At B = (by,...,b,)a C=(cy,...,c,) jsou libovolné bize
prostoru F".
P¥ipomenuti: kanonicka (také: standardni) bize K, = (e1,...,e,)
prostoru F".
©Q Je snadné nalézt matice Tpk, a Tcok,-
@ Do j-tého sloupce Tpg.,k, napiSeme soutfadnice b; v kanonické
bazi K.
@ Do j-tého sloupce T¢.,k, napiSeme soutadnice c; v kanonické
bazi K,,.
Q@ Tac=Tkc Took, = (Tesk,) b Task,-
Stadi tedy vyfesit? maticovou rovnici Tk, - X = Tk, -

?Uvidime pozdé&ji, Ze pro nalezeni matice (TCHKN)_1 - Tek, lze vyuZzit
blokovy tvar Gaussovy eliminace:

(Teok, | Tesk,) ~ -~ (En | (TcHKnr1 - Teok,)
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Matice transformace soufadnic

P¥iklad (nalezeni baze, zname-li matici transformace)

1 -2 2
B=(|1],| 1 ],|—1]) jebaze linedrniho prostoru R3. Tedy
2 -2 1
1 -2 2
Tesk; =1 1 —1], kde K3 je kanonicka baze R3.
2 -2 1
11 C12 c13
Naleznéte bazi C = (| co1 |, | c22 |, | c23 |) linedrniho prostoru
G31 €32 C33
-4 3 1
R3 tak, aby platila rovnost Tg.,c = [ 11 4 1
2 10 1
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Matice transformace soufadnic

P¥iklad (pokrat.)

Protoze C je bdze a protoze K3

€11 C12
€1 €22
€3 €32

ProtoZe plati Tcsk, = Tak;
dosadime a spotitdme

11 €12 C13 1
01 o 3] =|1
31 32 €33 2
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je kanonicka baze, vime, Ze plati:

€13
€23
33

= TCF—)K3

Tee =Taok,  (Tesc)™h

-2 2 —4 3 1\ *
1 -1 11 4 1
2 1 2 10 1
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Matice transformace soufadnic

Véta (zména matice zobrazeni p¥i zméné bazi)

At f: Ly — L je linedrni zobrazeni, dim(Ly) = n, dim(Lp) = m.
At B a B’ jsou baze prostoru L1 a at C a C’ jsou baze prostoru Ls.
Jestlize As je matice f vzhledem k B a C, pak soucin

Tcoc - Af- Tpip je matice f vzhledem k B’ a C'.

Dikaz.
XHTC»—»C"Af'TB’»—»B'X
an XHTB’HB'X F” x|—>Af-x Fm XHTCHC"X }m
coord g/ T coord BT Tcoord c Tcoord c’
L L L L
i id ! f 2 id j
f
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Matice transformace soufadnic

Vypodcet matice linedrniho zobrazeni f : L; — L, vzhledem
k libovolnym bazim

At B = (by,...,b,) je béze Ly a C = (&,..
L.

P¥edpokladejme, Ze matice Af zobrazeni f: L; — L2 vzhledem
k jistym bazim easy, = (di, ..., d,) a easy,, = (ki, ..., km)
prostorii L1 a Ly se snadno urdi.

., Cm) je baze prostoru

@ Matice transformaci soufadnic Tp seasy, @ Tciseasy,, Se také
uréi snadno:

@ Do j-tého sloupce matice Tpg.eas,, NapiSeme soutadnice
vektoru EJ vzhledem k bazi easy .
@ Do j-tého sloupce matice T, easy, NapiSeme soutadnice
vektoru ¢; vzhledem k bazi easy,,,.
Q Plati: Teasym»—>C = (TCHeasym)_l-

© Soutin matic Teasy ¢ - Af - Tposeasy, j& matice zobrazeni f
vzhledem k bdzim B a C.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 05B-2023: Transformace soutadnic 13/17



Matice transformace soufadnic

P¥iklad (matice zobrazeni vzhledem k nestandardni bazi)
Nalezn&te matici A zobrazeni der : R<3[x] — R=3[x] vzhledem

k bdzi C = (x3 4 3x2,3x% 4 4x — 23, x — 1,42).

Vime, e der m4 nasledujici matici vzhledem k B = (x3,x2, x, 1):

0 00O
N
0010
Plati:
1 0 0 O
sy 1008
0 —23 -1 42

Tedy: A=Tgc Ader Tcss = (Tcg) L - Ader - Tcss.
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Matice transformace soufadnic

Zavéretné poznamky k transformaci soufadnic

© Jakoukoli &vercovou regularni matici T typu n x n nad F Ize
povaZovat za matici transformace soufadnic Tpgk,, kde K,

je kanonicka baze prostoru F” a baze B je tvotena sloupci
matice T.

©Q Je-li Af matice zobrazeni f : L;{ — L> vzhledem k bdzim B a
C, pak matice zobrazeni f vzhledem k n&akym bdzim B’ a C’
ma tvar S - Ag - T, pro n&jaké regularni matice Sa T.

Specidlni p¥ipad: Ly = L, B= C a B’ = C’. Pak matice Af
prejde na matici tvaru T~1. Af- T, pro n&jakou regularni
matici T.
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Matice transformace soufadnic

Poznamky (pokrat.)

© Rekneme, e dv& matice A a B typu n x n nad F jsou si
podobné (znaleni: A =~ B), pokud plati rovnost
B=T"!.-A-T, pro n&akou reguldrni matici T.

Podobné matice jsou tedy ty, které popisuji stejné linedrni

zobrazeni, kazdd matice jej vyjadfuje v jiné bazi. To vyuZijeme

pFi hledani vlastnich hodnot linedrnich zobrazeni (pozd&ji).
P¥iklad (Pf¥ipomenuti p¥ikladu z minulé prednasky)

Linearni zobrazeni f : R> — R? je dano hodnotami

(== (4) - -3 )

Zobrazeni f tedy:
© . ProdluZuje" 2x mé¥Fitko v ose druhého a ¢tvrtého kvadrantu.

© . Zkracuje” 3x méfitko v ose prvniho a tfetiho kvadrantu.
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Matice transformace soufadnic

Ptiklad (pokrat.)

Vzhledem k nekanonické bazi B = (( 11> , (1)) linedrniho

prostoru R? ma zobrazeni f matici

2 0
"f—(o Q

Vzhledem ke kanonické bazi K» linedrniho prostoru R? ma
zobrazeni f matici?

Plati: Af ~ Bs.

su

Matice Af je ,prehledngjsi” neZ matice Bf (matice Af vypovida
okamZit& o geometrické povaze zobrazeni f).

“Minula ptedndska.
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