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Frobeniova věta

GEM a soustavy lineárńıch rovnic, část 1

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 6 skript
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GEM

Frobeniova věta

Minulé p̌rednášky

1 Matice jako (speciálńı) lineárńı zobrazeńı. Obecná lineárńı
zobrazeńı lze representovat matićı (vzhledem k zadaným
báźım).

2 Algebra matic (sč́ıtáńı matic, násobeńı matic skalárem,
násobeńı matic mezi sebou).

3 Zápis A · x = b kóduje soustavu lineárńıch rovnic.

Dnešńı p̌rednáška

1 Gaussova eliminačńı metoda (GEM) jako universálńı a
systematická metoda řešeńı soustav lineárńıch rovnic (nad F).

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Maticové rovnice.

2 Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı.
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Připomenut́ı (maticový zápis soustavy lineárńıch rovnic)

Zápis A · x = b, kde A je matice typu r × s nad F, x je v Fs a b je
v Fr , kóduje soustavu lineárńıch rovnic nad F.

Terminologie: A je matice soustavy, b je pravá strana rovnice, x je
vektor neznámých. Matice (A | b) (také: (a1, . . . , as | b)) je
rozš́ı̌rená matice soustavy.
Nap̌ŕıklad (

2 −4 4
2 0 1

)
·

x1
x2
x3

 =

(
12
−42

)
je zápis soustavy

2x1 − 4x2 + 4x3 = 12
2x1 + x3 = −42

nad R.
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Připomenut́ı (dva pohledy na řešeńı soustav)

Pro soustavu (
1 −1 4
2 1 5

)
nad R je řešeńı

1 Pr̊useč́ık dvou p̌ŕımek: x − y = 4 a 2x + y = 5:

x

y

y = x − 4

y = −2x + 5
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
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Připomenut́ı (dva pohledy na řešeńı soustav, pokrač.)

2 Pravá strana je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice soustavy(
1 −1 4
2 1 5

)

x

y(
1
2

)
(
−1
1

)
(

4
5

)

Řešeńı jsou koeficienty této lineárńı kombinace.
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Výhoda druhého pohledu na řešeńı soustav

x

y(
1
2

)
(
−1
1

)
(

4
5

)

lze p̌revést iso-
morfismem na

x

y

(
1
0

)(
−1
3

)

(
4
−3

)

Koeficienty lineárńı kombinace situace napravo se najdou snadno.

Gaussova eliminačńı metoda je p̌resně postupné p̌reváděńı
vhodnými isomorfismy do p̌ŕıjemné polohy!
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Ve zbytku p̌rednášky

1 Nejprve se zamě̌ŕıme na problém řešeńı soustav tvaru
A · x = b.

Konvence: Nebude-li řečeno jinak, je soustava A · x = b ve
zbytku p̌rednášky soustavou r rovnic o s neznámých nad F.

Soustavy budeme věťsinou zapisovat rozš́ı̌renou matićı (A | b)
nebo (a1, . . . , as | b).

Zformulujeme a dokážeme důležitý výsledek: Frobeniovu větu
o řešitelnosti soustav lineárńıch rovnic.

2 Poté vy̌reš́ıme obecný problém maticových rovnic A · X = B.

3 Jako technický prosťredek použijeme Gaussovu eliminačńı
metodu (zkráceně: GEM). GEM p̌revád́ı matice (a t́ım i
soustavy) na

”
p̌ŕıjemný“ tvar.
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Definice (horńı blokový tvar matice)
Matice M je v horńım blokovém tvaru, jsou-li splněny následuj́ıćı
dvě podḿınky:a

1 Každý nenulový řádek matice M je nad jakýmkoli řádkem
samých nul.

2 Každý pivot (tj. nenulová položka prvńı zleva) jakéhokoli
nenulového řádku matice M je vždy v́ıce napravo než pivot
p̌redchoźıho řádku.

aPozorováńı: M je v horńım blokovém tvaru iff (M | o) je v horńım blokovém
tvaru.

Př́ıklad
3 −1 4 6 1 5 32
0 0 6 2 3 −4 −1
0 0 0 12 2 8 14
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


 31 10 14 16 −23 15 32

0 0 23 2 3 −4 −1
0 0 42 12 2 8 14
0 0 0 0 0 0 15


Je v horńım blokovém tvaru. Neńı v horńım blokovém tvaru.
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Věta (Gaussova eliminačńı metoda (GEM) nad F)

Jakoukoli matici M nad F lze konečným počtem tzv. řádkových
elementárńıch úprav p̌revést na horńı blokový tvar.
Řádkové elementárńı úpravy jsou ťŕı typů:

(I) Přičteńı skalárńıho násobku řádku matice k jinému řádku
matice.

(II) Prohozeńı dvou řádk̊u v matici.

(III) Vynásobeńı řádku matice nenulovým skalárem.

Důkaz.

Nebudeme dělat (viz skripta, Věta 6.3.10.).

Poznámky

GEM: použit́ı řádkových elementárńıch úprav dané matice s ćılem
zapsat danou matici v horńım blokovém tvaru. Při dosažeńı tohoto
tvaru ř́ıkáme, že GEM skončila.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 06A-2023: GEM a soustavy, část 1 9/22
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Př́ıklad (Přičteńı skalárńıho násobku řádku k řádku)

At’ M =

2 3 5 8
4 1 7 3
5 2 6 4

 a at’ P =

1 0 0
0 1 0
3 0 1

.

Plat́ı

P ·M =

1 0 0
0 1 0
3 0 1

 ·
2 3 5 8

4 1 7 3
5 2 6 4

 =

 2 3 5 8
4 1 7 3

11 11 21 28

 R1

R2

R3 + 3R1

Tud́ıž: p̌ričteńı skalárńıho násobku řádku k danému řádku je dáno
isomorfismem P : R3 → R3, aplikovaným na čtvěrici vektor̊u
M = (m1,m2,m3,m4) z R3.
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Př́ıklad (prohozeńı dvou řádk̊u v matici)

At’ M =

2 3 5 8
4 1 7 3
5 2 6 4

 a at’ P =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

.

Plat́ı

P ·M =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ·
2 3 5 8

4 1 7 3
5 2 6 4

 =

5 2 6 4
4 1 7 3
2 3 5 8

 R3

R2

R1

Tud́ıž: prohozeńı dvou řádk̊u je dáno isomorfismem P : R3 → R3,
aplikovaným na čtvěrici vektor̊u M = (m1,m2,m3,m4) z R3.
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Př́ıklad (Vynásobeńı řádku matice nenulovým skalárem)

At’ M =

2 3 5 8
4 1 7 3
5 2 6 4

 a at’ P =

1 0 0
0 −5 0
0 0 1

.

Plat́ı

P ·M =

1 0 0
0 −5 0
0 0 1

 ·
2 3 5 8

4 1 7 3
5 2 6 4

 =

 2 3 5 8
−20 −5 −35 −15

5 2 6 4

 R1

−5R2

R3

Tud́ıž: vynásobeńı řádku matice nenulovým skalárem je dáno
isomorfismem P : R3 → R3, aplikovaným na čtvěrici vektor̊u
M = (m1,m2,m3,m4) z R3.
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Definice (ekvivalentńı soustavy)
Řekneme, že soustavy (A | b) a (A′ | b′) r rovnic o s neznámých
jsou ekvivalentńıa (značeńı: (A | b) ∼ (A′ | b′)), když pro každý
vektor x z Fs plat́ı: A · x = b právě tehdy, když A′ · x = b′.

aSlogan: Ekvivalentńı soustavy stejných rozměr̊u maj́ı stejná řešeńı.

Tvrzeńı (základńı vlastnosti ekvivalence soustav)

Plat́ı:
1 (A | b) ∼ (A | b).
2 Jestliže (A | b) ∼ (A′ | b′), pak (A′ | b′) ∼ (A | b).
3 Jestliže (A | b) ∼ (A′ | b′) a (A′ | b′) ∼ (A′′ | b′′), pak

(A | b) ∼ (A′′ | b′′).

At’ P : Fr → Fr je jakýkoli isomorfismus. Potom plat́ı

1 (A | b) ∼ (P · A | P · b).
2 rank((A | b)) = rank((P · A | P · b)).

Důkaz.

Přednáška.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
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Shrnut́ı

At’ M je jakákoli nad F o r řádćıch. Potom plat́ı:

1 Každá elementárńı úprava matice M je dána součinem P ·M
pro vhodný

”
elementárńı“ isomorfismus P : Fr → Fr .

2 Je-li matice M′ horńım blokovým tvarema matice M, pak
1 Existuje isomorfismus P : Fr → Fr tak, že M′ = P ·M a

P = Pk · . . . · P1, kde k je nějaké p̌rirozené č́ıslo a P1, . . . , Pk

jsou
”
elementárńı“ isomorfismy.

2 Plat́ı rank(M) = rank(M′) a def(M) = def(M′).

Speciálně: pro M ve tvaru (A | b) lze elementárńımi úpravami
p̌revést každou soustavu na horńı blokový tvar (A′ | b′). Nav́ıc plat́ı
(A | b) ∼ (A′ | b′).

aDůležité: nikdy jsme něŕıkali, že p̌ri elementárńıch úpravách lze vyškrtávat
nulové řádky. Vyškrtávat nulové řádky p̌ri GEM nebudeme; matice M a M′ muśı
ḿıt stejné rozměry!
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Důsledky

1 Pro každou matici M plat́ı rank(M) = rank(MT ), kde MT je
transponovaná maticea k matici M.

2 Hodnost matice M je rovna počtu nenulových řádk̊u v horńım
blokovém tvaru po skončeńı GEM.

3 Defekt matice M je roven počtu sloupc̊u matice M ḿınus
hodnost matice M.

aMatice MT má jako své sloupce původńı řádky matice M zapsané ve
stejném pǒrad́ı. Nap̌ŕıklad pro

M =

(
2 4 −1
3 1 7

)
je

MT =

 2 3
4 1
−1 7


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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
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Věta (Frobenius)

1 Soustava (A | b) má řešeńı právě tehdy, když plat́ı rovnost
rank(A) = rank(A | b).

2 Pokud (A | b) má řešeńı, potom lze ř́ıci následuj́ıćı:a

Zvolme jakékoli p, splňuj́ıćı rovnost A · p = b.
Potom A · x0 = b plat́ı právě tehdy, když x0 = p + xh pro
nějaké xh z ker(A).

aBudeme použ́ıvat i zkrácený a p̌rehledný zápis: množinu všech řešeńı lze
napsat jako p + ker(A) = {p + xh | xh ∈ ker(A)}, kde A · p = b.

Důkaz.

1 (A | b) má řešeńı právě tehdy, když b je v im(A). To nastane
právě tehdy, když rank(A) = rank(A | b). Viz str 12,
téma 3A.

2 Triviálńı.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Základńı myšlenky řešeńı soustavy (A | b)

1 ker(A) = {x | A · x = o} je lineárńı podprostor prostoru Fs .
Tud́ıž pro vy̌rešeńı A · x = o stač́ı naj́ıt bázi ker(A). Tato báze
má p̌resně def(A) prvk̊u.

Jakékoli bázi prostoru ker(A) budeme ř́ıkat fundamentálńı
systém soustavy s matićı A.

2 Soustavě (A | o) budeme ř́ıkat homogenńı soustava p̌ŕıslušná
k matici A.

Jakékoli řešeńı homogenńı soustavy je tedy lineárńı kombinaćı
prvk̊u fundamentálńıho systému.

3 Jakékoli řešeńı soustavy lze vyjáďrit ve tvaru p + xh, kde xh je
v ker(A) a p je jakékoli řešeńı původńı soustavy (takzvané
partikulárńı řešeńı).
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Jak vy̌rešit homogenńı soustavu (A | o)

1 GEM: (A | o) ∼ (A′ | o).

2 V́ıme: rank(A) = rank(A′) a matice A′ je v horńım blokovém
tvaru. Tud́ıž známe defekt matice A:
d = def(A) = s − rank(A) = s − rank(A′).

3 Báze prostoru ker(A) muśı ḿıt d prvk̊u. Tud́ıž d hodnot
v každém řešeńı lze zvolit (jde o posice, na kterých nejsou
pivoty matice A′). Touto volbou zajist́ıme lineárńı nezávislost.
Daľśıch s − d hodnot lze spoč́ıst z nenulových rovnic
v soustavě (A′ | o) zpětným dosazeńım.

Jak nalézt partikulárńı řešeńı soustavy (A | b)

1 GEM: (A | b) ∼ (A′ | b′).

2 d hodnot v partikulárńım řešeńı lze zvolit (jde o posice, na
kterých nejsou pivoty matice A′).

3 Zpětné dopočteńı z nenulových rovnic soustavy (A′ | b′).
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Př́ıklad (ukázka systematického řešeńı soustavy nad R)

Nad R vy̌rešte: 2x1 + 3x2 − 4x3 = 2 (maticově:
(

2 3 −4 2
)
).

Pro matici soustavy A =
(
2 3 −4

)
plat́ı rovnosti rank(A) = 1 a

def(A) = 2. Pivot je na prvńı posici: volit budeme vždy druhou a
ťret́ı položku, prvńı položku dopočteme.

1 Př́ıslušná homogenńı rovnice:
(

2 3 −4 0
)
.

Fundamentálńı systém:

−3
2

1
0

,

2
0
1

.

2 Partikulárńı řešeńı pro
(

2 3 −4 2
)
:

1
0
0

.

3 Celkové řešeńı:

1
0
0

+ span{

−3
2

1
0

 ,

4
0
1

}.
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Př́ıklad (geometrický význam postupu řešeńı soustavy)

Rovnice 2x1 + 3x2 − 4x3 = 2 v R3 popisuje rovinu ρ v prostoru R3.
Tato rovina ρ je v obecné poloze (rovina ρ neprocháźı počátkem,
protože 2 6= 0).

1 Homogenńı rovnice 2x1 + 3x2 − 4x3 = 0 je paralelńı posunut́ı
roviny ρ tak, aby výsledná rovina ρh procházela počátkem.

Fundamentálńı systém x1, x2 je systém soǔradnic v rovině ρh.

2 Partikulárńı řešeńı rovnice 2x1 + 3x2 − 4x3 = 2 je libovolný
bod p v původńı rovině ρ.

3 Zápis p + span{x1, x2} obecného řešeńı vyjaďruje opětovné
paralelńı posunut́ı roviny ρh zpět do roviny ρ.

Poznámka

Stejnou geometrickou p̌redstavu je ťreba ḿıt pro řešeńı obecné
soustavy (A | b) nad F.
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Př́ıklad (systematické řešeńı komplikovaněǰśı soustavy nad R)
1 3 2 0 3
1 1 1 −1 5
2 8 5 3 7
3 9 6 2 12

 ∼


1 3 2 0 3
0 −2 −1 −1 2
0 2 1 3 1
0 0 0 2 3


R1

R2 − R1

R3 − 2R1

R4 − 3R1

∼


1 3 2 0 3
0 1 1

2
1
2 −1

0 0 0 2 3
0 0 0 2 3


R1

−1/2R2

R3 + R2

R4

∼


1 3 2 0 3
0 1 1

2
1
2 −1

0 0 0 1 3
2

0 0 0 0 0


R1

R2

1/2R3

R4 − R3

Důležité: povšimněme si značeńı řádkových úprav; úpravy budeme
vždy takto vyznačovat.
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Př́ıklad (pokrač.)

Po skončeńı GEM


1 3 2 0 3
0 1 1

2
1
2 −1

0 0 0 1 3
2

0 0 0 0 0

 jsou pivoty na čtvrté,

druhé a prvńı posici. Tyto položky v řešeńı budeme dopoč́ıtávat,
ťret́ı položku řešeńı budeme volit.

Řešeńı je:


33
4
−7

4
0
3
2

+ a ·


−1

2
−1

2
1
0

, kde a ∈ R.

Zkrácený zápis:


33
4
−7

4
0
3
2

+ span(


−1

2
−1

2
1
0

).

Řešeńım soustavy je p̌ŕımka v R4.
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