Soustavy linedrnich rovnic — dvod
GEM
Frobeniova véta

GEM a soustavy linearnich rovnic, ¢ast 1

Odprednesenou latku naleznete v kapitole 6 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minulé prednasky
@ Matice jako (specidlni) linedrni zobrazeni. Obecnd linedrni
zobrazeni |ze representovat matici (vzhledem k zadanym
bazim).
@ Algebra matic (s¢itdni matic, ndsobeni matic skaldrem,
nasobeni matic mezi sebou).

© Zipis A - x = b kdéduje soustavu linearnich rovnic.

Dnes$ni prednaska
@ Gaussova elimina&ni metoda (GEM) jako universdlni a
systematickd metoda YeSeni soustav linedrnich rovnic (nad F).

P¥isti prednaska
@ Maticové rovnice.

© Hledani soustav, které maji zadané ¥eseni.
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Soustavy linearnich rovnic — uvod

P¥ipomenuti (maticovy zapis soustavy linearnich rovnic)

Zapis A-x =Db, kde A je maticetypu r x snad F, xjevF* ab je
v F", kéduje soustavu linedrnich rovnic nad F.

Terminologie: A je matice soustavy, b je prava strana rovnice, x je
vektor nezndmych. Matice (A | b) (také: (a1,...,as | b)) je
rozsifend matice soustavy.

Napftiklad
X1
2 4 4\ 12
2 0 1 2= s

X3

Jje zapis soustavy

2x1 — dxo + 4dx3 = 12
2x1 + x3 = —42

nad R.
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Soustavy linearnich rovnic — uvod

P¥ipomenuti (dva pohledy na ¥eseni soustav)
1 -1/4
2 115

© Prisedik dvou p¥imek: x —y =4 a2x +y =b5:

Pro soustavu

nad R je FeSeni

y
y=x—4
X
y=-2x+5
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Soustavy linearnich rovnic — uvod

P¥ipomenuti (dva pohledy na FeSeni soustav, pokrat.)

© Prava strana je linedrni kombinaci sloupcli matice soustavy

1 -114
2 1|5

Reseni jsou koeficienty této linedrni kombinace.
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Soustavy linearnich rovnic — dvod
GEM
Frobeniova véta

Vyhoda druhého pohledu na ¥eSeni soustav

(%)
Ize prevést iso- -3

morfismem na

Koeficienty linedrni kombinace situace napravo se najdou snadno.

Gaussova eliminaéni metoda je pFesné postupné prevadéni
vhodnymi isomorfismy do pfijemné polohy!
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GEM

Ve zbytku ptednasky

v

O Nejprve se zaméFime na problém YeSeni soustav tvaru
A-x=b.
Konvence: Nebude-li fe€eno jinak, je soustava A -x = b ve
zbytku pFfednasky soustavou r rovnic o s neznamych nad F.
Soustavy budeme vétinou zapisovat rozsitenou matici (A | b)
nebo (a,...,as | b).
Zformulujeme a dokaZeme dilezZity vysledek: Frobeniovu vétu
o FeSitelnosti soustav linedrnich rovnic.

© Poté vyresime obecny problém maticovych rovnic A - X = B.

© Jako technicky prostfedek pouZijeme Gaussovu eliminaéni
metodu (zkrdcen&: GEM). GEM p¥evadi matice (a tim i
soustavy) na ,pFijemny* tvar.
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GEM

Definice (horni blokovy tvar matice)

Matice M je v hornim blokovém tvaru, jsou-li splnény nasledujici

dvé podminky:?

O Kazdy nenulovy ¥adek matice M je nad jakymkoli ¥adkem

samych nul.

@ Kazdy pivot (tj. nenulovd polozka prvni zleva) jakéhokoli

nenulového ¥adku matice M je vZdy vice napravo neZ pivot

pfedchoziho ¥adku.

?Pozorovéni: M je v hornim blokovém tvaru iff (M | 0) je v hornim blokovém

tvaru.

Priklad
3 -1 4 6 1 5 32
0 0 6 2 3 —4 -1
0 0 0 12 2 8 14
0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 O

Je v hornim blokovém tvaru.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

31 10 14 16 -2
0 0 23 2 3
0 0 42 12 2
0 0 0 O 0

3

15
—4
8
0

32
-1
14
15

Neni v hornim blokovém tvaru.
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GEM

Véta (Gaussova eliminaéni metoda (GEM) nad F)

Jakoukoli matici M nad F Ize kone¢nym poctem tzv. fadkovych

elementdrnich Uprav pfevést na horni blokovy tvar.

Radkové elementarni dpravy jsou t¥ typi:

(1) P¥i¢teni skaldrniho nasobku ¥adku matice k jinému ¥adku
matice.

(1) Prohozeni dvou ¥adki v matici.

(1) Vynasobeni ¥adku matice nenulovym skaldrem.

Diikaz.
Nebudeme dé&lat (viz skripta, Véta 6.3.10.). [ |

Poznamky

GEM: pouZiti Fadkovych elementdrnich tprav dané matice s cilem
zapsat danou matici v hornim blokovém tvaru. P¥i dosaZeni tohoto
tvaru ¥ikame, 2e GEM skondila.
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Soustavy linedrnich rovnic — dvod
GEM

Frobeniova véta

Ptiklad (P¥itteni skalarniho nasobku fadku k ¥adku)

2 3 5 8 1 00
AtM= 1|4 1 7 3|aatP=[0 1 0
5 2 6 4 3 01
Plati
100 2358 2 35 8\ R
PM=|(010]|-(4173|=(4 17 3 R
301 5264 11112128/ R3+3R;

Tudiz: ptic¢teni skaldrniho nasobku fadku k danému Fadku je dano
isomorfismem P : R3 — R3, aplikovanym na &tvefici vektorii
M = (ml,m27m3,m4) z R3.
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Soustavy linedrnich rovnic — dvod
GEM

Frobeniova véta

Ptiklad (prohozeni dvou ¥adkia v matici)

2 3 5 8 0 01
AAM= 1|4 1 7 3|aatP=[0 1 0
5 2 6 4 1 00
Plati
001 2358 5264\ R3
PM=|[010]|-14173|=(|4173| R,
100 5264 2358/ R

Tudiz: prohozeni dvou ¥adkii je dano isomorfismem P : R3 — R3,
aplikovanym na &tvefici vektori M = (my, my, m3,my) z R3.
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Soustavy linedrnich rovnic — dvod
GEM

Frobeniova véta

Ptiklad (Vynasobeni fadku matice nenulovym skaldrem)

2 3 5 8 1 0 O
AAM= 1|4 1 7 3]aatP=[0 -5 0
5 2 6 4 0 0 1
Plati
100 2358 2 3 5 8 Ry
P-M=|0-50)-14173)]=1|-20 -5 -35—-15] —5Ry
001/ \5264 5 2 6 4 ) R

Tudiz: vyndsobeni ¥ddku matice nenulovym skaldrem je ddno
isomorfismem P : R3 — R3, aplikovanym na &tvefici vektorii
M = (ml,m27m3,m4) z R3.
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GEM

Definice (ekvivalentni soustavy)

Rekneme, e soustavy (A | b) a (A’ | b’) r rovnic o s nezndmych
jsou ekvivalentni® (znaZeni: (A | b) ~ (A" | b)), kdyZ pro kaZzdy
vektor x z F* plati: A-x = b prav& tehdy, kdyz A’ - x = b’.

?Slogan: Ekvivalentni soustavy stejnych rozmé&rli maji stejnd ¥eseni.
Tvrzeni (zakladni vlastnosti ekvivalence soustav)
Plati:
@ (A|b)~(A|b).
@ Jestlize (A |b) ~ (A’ | b’), pak (A" | b') ~ (A | b).
© Jestlize (A|b) ~ (A’ |b’)a (A" |b)~ (A" |b"), pak
(A[b)~ (A" [b").
At P : F" — F’ je jakykoli isomorfismus. Potom plati
© (A|b)~(P-A|P-b).
@ rank((A | b)) = rank((P-A | P -b)).

Dikaz.
P¥ednaska. [ |
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GEM

Shrnuti
At M je jakakoli nad F o r ¥adcich. Potom plati:

© Kazda elementdrni dprava matice M je dana soutinem P - M
pro vhodny ,elementarni* isomorfismus P : F* — F".
@ Je-li matice M’ hornim blokovym tvarem?® matice M, pak
@ Existuje isomorfismus P : F* — F" tak, 2e M’ =P -M a
P=Py-... Py, kde k je néjaké pFirozené &islo a Py, ..., Pk
jsou ,.elementdrni” isomorfismy.
@ Plati rank(M) = rank(M’) a def(M) = def(M’).
Specialn&: pro M ve tvaru (A | b) Ize elementarnimi Gpravami
prevést kaZdou soustavu na horni blokovy tvar (A’ | b’). Navic plati
(A]b) ~ (A"|b).

?Dilezité: nikdy jsme nefikali, Ze p¥i elementarnich dpravéch lze vyskrtavat
nulové ¥adky. Vyskrtavat nulové ¥adky p¥i GEM nebudeme; matice M a M’ musi
mit stejné rozméry!
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GEM

Dasledky
@ Pro kazdou matici M plati rank(M) = rank(MT), kde M7 je
transponovand matice? k matici M.
© Hodnost matice M je rovna po&tu nenulovych ¥adki v hornim
blokovém tvaru po skon&eni GEM.

© Defekt matice M je roven po&tu sloupcli matice M minus
hodnost matice M.

?Matice M m3 jako své sloupce pivodni ¥adky matice M zapsané ve
stejném potadi. Nap¥iklad pro

2 4 -1
=031 7)

2
M= | 4
-1

je

~N = W
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Frobeniova véta

Véta (Frobenius)

© Soustava (A | b) ma YeSeni pravé tehdy, kdyZ plati rovnost
rank(A) = rank(A | b).
@ Pokud (A | b) m3 ¥eZeni, potom lze ¥ici nasledujici:?
Zvolme jakékoli p, spliiujici rovnost A - p = b.
Potom A - xg = b plati pravé tehdy, kdyz xo = p + x pro
n&jaké x, z ker(A).

?Budeme pouzivat i zkrdceny a prehledny zapis: mnoZinu viech ¥eSeni Ize
napsat jako p + ker(A) = {p + x» | x» € ker(A)}, kde A-p = b.

Diikaz.
© (A | b) m3 YeZeni pravé tehdy, kdyZ b je v im(A). To nastane
pravé tehdy, kdyz rank(A) = rank(A | b). Viz str 12,
téma 3A.
@ Trivialni.
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Frobeniova véta

Zakladni myslenky feseni soustavy (A | b)

Q ker(A) = {x | A-x = o} je linedrni podprostor prostoru F*.
TudiZ pro vyFeSeni A - x = o stadi najit bazi ker(A). Tato baze
ma ptesn& def(A) prvki.

Jakékoli bazi prostoru ker(A) budeme Fikat fundamentaini
systém soustavy s matici A.

@ Soustavé (A | 0) budeme Fikat homogenni soustava p¥islu¥na
k matici A.

Jakékoli YeSeni homogenni soustavy je tedy linedrni kombinaci
prvkl fundamentalniho systému.

© Jakékoli ¥eSeni soustavy lze vyjadfit ve tvaru p + xj, kde xy, je
v ker(A) a p je jakékoli feSeni pivodni soustavy (takzvané
partikularni ¥edenf).
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Frobeniova véta

Jak vyFesit homogenni soustavu (A | o)
Q@ GEM: (A|o) ~ (A’ |0).
@ Vime: rank(A) = rank(A’) a matice A’ je v hornim blokovém
tvaru. Tudiz zndme defekt matice A:
d = def(A) = s — rank(A) = s — rank(A’).
© Baze prostoru ker(A) musi mit d prvki. TudiZz d hodnot
v kazdém ¥eeni Ize zvolit (jde o posice, na kterych nejsou
pivoty matice A’). Touto volbou zajistime linedrni nezavislost.
Dal3ich s — d hodnot Ize spoéist z nenulovych rovnic
v soustavé (A’ | 0) zp&tnym dosazenim.
Jak nalézt partikularni feSeni soustavy (A | b)
Q@ GEM: (A|b) ~ (A" | D).
@ d hodnot v partikuldrnim ¥eSeni Ize zvolit (jde o posice, na
kterych nejsou pivoty matice A').
© Zpétné dopotteni z nenulovych rovnic soustavy (A’ | b).
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Frobeniova véta

Ptiklad (ukazka systematického FeSeni soustavy nad R)

Nad R vy¥ete: 2x; + 3xo — 4x3 = 2 (maticové: (2 3 —4 ‘ 2)).
Pro matici soustavy A = (2 3 —4) plati rovnosti rank(A) =1 a
def(A) = 2. Pivot je na prvni posici: volit budeme vzdy druhou a
t¥eti polozku, prvni polozku dopoéteme.

© P¥islusna homogenni rovnice: ( 2 3 —4 ‘ 0 )

3
—3 2
2
Fundamentalni systém: 11,10
0 1
1
@ Partikularni ¥eSeni pro ( 2 3 —4 ‘ 2 ): 0
0
1 -3 4
© Celkové Ffeseni: [ 0| +span{| 1 |,|0]}.
0 0 1
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Frobeniova véta

P¥iklad (geometricky vyznam postupu FeSeni soustavy)

Rovnice 2x; + 3xo — 4x3 = 2 v R3 popisuje rovinu p V prostoru R3.
Tato rovina p je v obecné poloze (rovina p neprochdzi potatkem,
protoZe 2 # 0).
© Homogenni rovnice 2x; 4+ 3x, — 4x3 = 0 je paralelni posunuti
roviny p tak, aby vysledna rovina pp prochdzela pocatkem.
Fundamentalni systém xj, x2 je systém soutadnic v roviné py,.
@ Partikularni ¥eSeni rovnice 2x; + 3xp — 4x3 = 2 je libovolny
bod p v piivodni roviné p.
© Zapis p + span{xy, x2} obecného Fe¥eni vyjadfuje opétovné
paralelni posunuti roviny p, zpét do roviny p.

Poznamka

Stejnou geometrickou prfedstavu je tfeba mit pro ¥eSeni obecné
soustavy (A | b) nad F.
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Frobeniova véta

P¥iklad (systematické FeSeni komplikovanéjsi soustavy nad R)

132 0|3 1 3 2 0[3\ R
111 -1|5 0 2 -1 -1|2 | R—R
285 37 7 (o 2 1 3|1 R-2R
396 2|12 0 0 0 23/ R-3R
132 0] 3\ R

o113 31| -12R
000 2 3| RR+R

0002 3/ R

13 20| 3\ R

01 3 3|-1] R

T looo 1] 2| 1/2R
000 0 0/ Ri—Rs

Dilezité: povS§imnéme si znaeni ¥adkovych Gprav; lUpravy budeme
vzdy takto vyznalovat.
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Frobeniova véta

P¥iklad (pokrat.)

1 3 2 0

) 0131

Po skon&eni GEM 00 0 1
0 0 0O

druhé a prvni posici. Tyto polozky v feSeni budeme dopoditdvat,

tieti polozku ¥eSeni budeme volit.

33 _1
3 2
. _7 _1
Regeni je: 04 +a- 12
3
5 0
33
4
_7
Zkraceny zapis: 04 + span(
3
2

ReSenim soustavy je pfimka v R*.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

jsou pivoty na &tvrté,

ONIW = W

, kde a € R.

NN =

1)'
0
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