
Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

GEM a soustavy lineárńıch rovnic, část 2

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 6 a 7.1
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html


Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Minulá p̌rednáška

1 Gaussova eliminačńı metoda (GEM) jako universálńı a
systematická metoda řešeńı soustav lineárńıch rovnic (nad F).

Dnešńı p̌rednáška

1 Lineárńı maticové rovnice.

2 Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad

Nalezněte všechny matice X, které splňuj́ı rovnosta

Rα · X = X · Rα, kde Rα : R2 → R2 je matice rotace o úhel α,
α ∈ [0; 2π).

Rozměrová zkouška: muśı platit X : R2 → R2.

Rešeńımi jsou nap̌ŕıklad matice E2, O2,2 a Rα.

Jak nalézt všechna řešeńı? Předvedeme universálńı metodu.

1 Označme X =

(
x11 x12
x21 x22

)
. Potom

Rα · X =

(
cosα · x11 − sinα · x21 cosα · x12 − sinα · x22
sinα · x11 + cosα · x21 sinα · x12 + cosα · x22

)
a

X ·Rα =

(
cosα · x11 + sinα · x12 − sinα · x11 + cosα · x12
cosα · x21 + sinα · x22 − sinα · x21 + cosα · x22

)
.

aGeometrický význam: hledáme všechny transformace X roviny, které jsou
záměnné s rotaćı o úhel α.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 06B-2023: GEM a soustavy, část 2 3/21



Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

2 Rovnost Rα · X = X · Rα je ekvivalentńı rovnosti
Rα ·X−X ·Rα = O2,2. Stač́ı tedy vy̌rešit soustavu čty̌r rovnic

− sinα · x21 − sinα · x12 = 0
sinα · x11 − sinα · x22 = 0
sinα · x11 − sinα · x22 = 0

sinα · x21 + sinα · x12 = 0

V maticovém zápisu (po skončeńı GEM) máme řešit soustavu
sinα 0 0 − sinα 0

0 sinα sinα 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


v závislosti na parametru α ∈ [0; 2π).
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

3 Pro sinα = 0 má soustava tvar
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


a tud́ıž řešeńı je tvaru X =

(
x11 x12
x21 x22

)
, kde x11, x21, x12 a

x22 jsou libovolná reálná č́ısla.

Závěr: s rotaćı o úhel 0 nebo π je záměnná libovolná
transformace roviny.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

4 Pro sinα 6= 0 má soustava tvar
1 0 0 −1 0
0 1 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



a řešeńı span(


0
−1
1
0

 ,


1
0
0
1

).

Závěr: s rotaćı Rα o úhel α /∈ {0, π} jsou záměnné

transformace roviny tvaru X = a ·
(

0 1
−1 0

)
+ b ·

(
1 0
0 1

)
,

kde a, b jsou libovolná reálná č́ısla.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Poznámky

1 Předchoźı metoda (rozměrová zkouška pro hledanou matici X
a následné řešeńı velké soustavy rovnic) je universálńı
metodou pro řešeńı maticových rovnic, kde neznámá matice X
vystupuje pouze v prvńı mocnině.

Jak už to u universálńıch metod bývá: v některých p̌ŕıpadech
je taková metoda zbytečně zdlouhavá.

2 Předvedeme speciálńı metodu řešeńı maticových rovnic tvarua

A · X = B.

aProtože rovnost X · A = B je ekvivalentńı rovnosti AT · XT = BT , źıskáme
tak i metodu pro řešeńı rovnic tvaru X · A = B. Muśıme ovšem obežretně
zacházet s transposicemi matic.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Převod maticové rovnice na v́ıce soustav lineárńıch rovnic

Maticovou rovnici A · X = B, kde matice A : Fs → Fr , a matice
B : Fp → Fr , p̌revedeme na p soustav

A · x = b1, . . . , A · x = bp

kde B = (b1 b2 . . . bp).

1 Každou takovou soustavu A · x = bi vy̌reš́ıme p̌redešlými
postupy.a

2 Řešeńı A · X = B existuje právě tehdy, když každá soustava
A · x = bi má řešeńı.

3 Pokud má každá soustava A · x = bi řešeńı, pak
”
sesazeńım“

všech řešeńı x1, . . . xs jednotlivých soustav dostaneme řešeńı
původńı maticové rovnice: X = (x1 x2 . . . xp).

aJak uvid́ıme, lze takový systém soustav řešit simultánně.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad

Nad R vy̌rešte rovnici

(
1 2 1
1 −3 2

)
· X =

(
2 1
1 2

)
.

Protože X : R2 → R3, máme řešit dvě soustavy:(
1 2 1
1 −3 2

)
· x =

(
2
1

) (
1 2 1
1 −3 2

)
· x =

(
1
2

)
Obě soustavy maj́ı stejnou matici soustavy, lze je tedy řešit
simultánně:

1 Simultánńı GEM:(
1 2 1 2 1
1 −3 2 1 2

)
∼
(

1 2 1 2 1
0 −5 1 −1 1

)
R1

R2 − R1

Podle Frobeniovy věty maj́ı obě soustavy řešeńı.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

2 Zápis

(
1 2 1 2 1
0 −5 1 −1 1

)
kóduje dvě soustavy s řešeńımi

(v pǒrad́ı soustav zleva doprava): 3
0
−1

+ span(

−7
1
5

)

0
0
1

+ span(

−7
1
5

)

3

”
Sesazeńı řešeńı dohromady“: celkové řešeńı je tvaru

X =

 3− 7a −7b
a b

−1 + 5a 1 + 5b


kde a, b jsou libovolná reálná č́ısla.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Poznámka

V́ıme, že pro regulárńı matici A : Fn → Fn má soustava A · X = B
jediné řešeńı, a sice X = A−1 · B.

Toto jediné řešeńı lze nalézt postupem, kterému se někdy ř́ıká
Gaussova-Jordanova eliminace: eleminace řádkovými úpravami
nekonč́ı po dosažeńı horńı trojúhelńıkové matice, ale pokračujuje
nulováńım i nad hlavńı diagonálou.

Źıskáváme tak postup

(A | B) ∼ · · · ∼ (En | A−1 · B)

Speciálně: pro regulárńı A : Fn → Fn lze nalézt A−1 postupem

(A | En) ∼ · · · ∼ (En | A−1)

V́ıce viz cvičeńı a skripta, Př́ıklad 6.4.12.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad

Nad R nalezněte (jakoukoli) soustavu tvaru A · x = b, která má
řešeńı 3

2
6

+ span(

1
2
0

 ,

2
0
4

)

Myšlenky postupu:

1 Zadané řešeńı tvǒŕı rovinu v R3, která procháźı bodem

3
2
6

 a

má
”
směr“ určený vektory

1
2
0

 ,

2
0
4

.

2 Tud́ıž: hledanou soustavu očekáváme ve tvaru (a1 a2 a3 | b),
neboli a1x + a2y + a3z = b.
Jak naj́ıt soustavu (a1 a2 a3 | b) systematicky?
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad, pokrač.

Podle Frobeniovy věty je(
3
2
6

)
+ span(

(
1
2
0

)
,

(
2
0
4

)
)

řešeńım soustavy A · x = b, kde

1 Vektory

(
1
2
0

)
,

(
2
0
4

)
jsou lineárně nezávislé; tvǒŕı tud́ıž

fundamentálńı systém soustavy A · x = o, kde def(A) = 2 a A
má ťri sloupce. To umožńı nalézt A = (a1 a2 a3).

2 Vektor

(
3
2
6

)
je partikulárńı řešeńı soustavy A · x = b, neboli

A ·

(
3
2
6

)
= b. Matici A známe, můžeme dopoč́ıtat b = (b).
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad, pokrač.

3 Nalezeńı A:
1 Protože má platit (a1 a2 a3) ·

2
0
4

 = 0, muśı platit

(2 0 4) ·

a1
a2
a3

 = 0.

2 Protože má platit (a1 a2 a3) ·

1
2
0

 = 0,

muśı platit (1 2 0) ·

a1
a2
a3

 = 0

Tud́ıž

(
a1
a2
a3

)
je fundamentálńı systém soustavy(

2 0 4 0
1 2 0 0

)
, neboli (nap̌r.)

(
a1
a2
a3

)
=

(
2
−1
−1

)
a

A = (2 − 1 − 1).
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad, pokrač.

4 Nalezeńı b. Protože A = (2 − 1 − 1) a A ·

(
3
2
6

)
= b, je

b = −2.

5 Závěr: hledaná soustava je (nap̌ŕıklad) (2 − 1 − 1 | −2).

Poznámky

1 Předchoźı p̌ŕıklad nalezl obecnou rovnici roviny z jej́ıho
parametrického zadáńı. Postup využ́ıval platnosti Frobeniovy
věty a základńıch vlastnost́ı matic.

2 Očekáváme: podobný postup bude fungovat pro nalezeńı
soustavy A · x = b nad tělesem F, která má řešeńı

p + span(x1, . . . , xd)

kde vektory x1, . . . , xd jsou lineárně nezávislé.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Definice

Zápisu p + span(x1, . . . , xd) v Fs , kde vektory x1, . . . , xd jsou
lineárně nezávislé, ř́ıkáme afinńı podprostor dimense d v prostoru
Fs .a Seznamu (x1, . . . , xd) ř́ıkáme směr (také: zamě̌reńı) tohoto
podprostoru.

aTaké: d-dimensionálńı plocha v Fs .

Ilustračńı obrázek

x1

x2

•p
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Tvrzeńı

Ke každému d-dimensionálńımu afinńımu podprostoru
p + span(x1, . . . , xd) v Fs existuje alespoň jedna soustava tvaru
A · x = b, která má p + span(x1, . . . , xd) jako množinu řešeńı.

Důkaz.
Podrobně na p̌rednášce; hlavńı myšlenky jsou:

1 Muśı platit A · xi = o pro i = 1, . . . , d a A · p = b.

2 Označme X = (x1, . . . , xd). Protože seznam (x1, . . . , xd) je
lineárně nezávislý, plat́ı d = rank(X) = rank(XT ).
Soustavaa XT ·a = o má s−d prvk̊u ve svém fundamentálńım
systému. Označme tento systém jako (a1, . . . , as−d).

3 Známe A = (a1, . . . , as−d)T a dopočteme b z rovnice
A · p = b.

aPozor: matici XT známe, neznámá je označena jako a.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad

Nad R nalezněte (jakoukoli) soustavu tvaru A · x = b, která má
řešeńı 

1
1
−2
0
2

+ span(


2
1
1
0
0

 ,


1
2
0
1
0

 ,


−1
2
0
0
1

)

1 Označme X =


2 1 −1
1 2 2
1 0 0
0 1 0
0 0 1

, potom XT =

 2 1 1 0 0
1 2 0 1 0
−1 2 0 0 1

. Plat́ı

3 = rank(X) = rank(XT ).

2 Matice A má jako řádky fundamentálńı systém soustavy XT · a = o.
Protože rank(XT ) = 3, bude ḿıt matice A dva lineárně nezávislé řádky.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 06B-2023: GEM a soustavy, část 2 18/21



Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

3 Fundamentálńı systém soustavy XT · a = o, neboli homogenńı soustavy 2 1 1 0 0 0
1 2 0 1 0 0
−1 2 0 0 1 0

, je nap̌ŕıklad


−1/2
−1/4
5/4

1
0

,


1/2
−1/4
−3/4

0
1

.

Užitečný trik:a proto je i 4 ·


−1/2
−1/4
5/4

1
0

 =


−2
−1
5
4
0

, 4 ·


1/2
−1/4
−3/4

0
1

 =


2
−1
−3
0
4


fundamentálńı systém soustavy XT · a = o.

Můžeme tedy psát: A =

(
−2 −1 5 4 0
2 −1 −3 0 4

)
.

aFundamentálńı systém tvǒŕı bázi jádra matice soustavy. A nenulové skalárńı
násobky prvk̊u jakékoli báze opět tvǒŕı bázi.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

4 Dopočteme b z rovnice A ·


1
1
−2
0
2

 = b.

Tud́ıž b =

(
−2 −1 5 4 0
2 −1 −3 0 4

)
·


1
1
−2
0
2

 =

(
−13
15

)
.

Odpověd’: 3-dimensionálńı afinńı podprostor v R5
1
1
−2
0
2

+ span(


2
1
1
0
0

 ,


1
2
0
1
0

 ,


−1
2
0
0
1

)

je řešeńım soustavy

(
−2 −1 5 4 0 −13
2 −1 −3 0 4 15

)
nad R.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Závěrečné poznámky

1 GEM je sice universálńı metodou řešeńı soustav lineárńıch
rovnic, nad R (nebo C) je však numericky nestabilńı.

V praxi je pro řešeńı (zvláště velkých) soustav lineárńıch
rovnic nad R (nebo C) nutno použ́ıt jiné metody (nap̌ŕıklad
iteračńı Gaussovu-Seidelovu metodu,a a jiné). Tyto metody
jsou mimo sylabus standardńı p̌rednášky z lineárńı algebry.

2 Jak řešit soustavy s parametrem? GEM je universálńı
metodou! Při řešeńı soustav s parametrem pomoćı GEM
muśıme být velmi opatrńı na prováděńı elementárńıch úprav.

Pro soustavy se čtvercovou matićı vyvineme později daľśı
metodu řešeńı (kombinaci GEM a Cramerovy věty).

3 Nepovinné: Nad R lze ḿıt i daľśı geometrický pohled na GEM
(tzv. Householderovy reflexe).

aViz Poznámku 6.4.7 skript.
Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 06B-2023: GEM a soustavy, část 2 21/21
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