(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubsi poznatky o determinantu
Soustavy rovnic s reguldrni &tvercovou matici

Determinant, ¢éast 2

Odprednesenou latku naleznete v kapitolach 8.3 a 8.4
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minula pfednaska

© Definice determinantu &tvercové matice (s pouZitim
permutaci).

© Zikladni metody vypoltu determinantu:
@ Z definice: nutnost znalosti S,,.
@ Pomoci GEM: nutnost opatrného provadéni GEM.

© Ctvercova matice A je reguldrni prav& tehdy, kdy? det(A) # 0.
Dnesni pfednaska

© Véta o rozvoji determinantu podle sloupce.?

@ HIubsi poznatky o determinantu.

© Aplikace determinantu na ¥eSeni &tvercovych soustav

linedrnich rovnic (Cramerova véta). UkdZeme geometricky
vyznam Cramerovy véty.

?Vime: det(AT) = det(A). TakZe determinant piijde rozvijet i podle ¥adku.
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

P¥ipomenuti

Determinant det(A) &tvercové matice A = (ay,...,a,) je linedrni
v kazdém sloupci. Specidln&: protoze a; = Y7, aj; - €; (kde a; je
J-ty sloupec matice A), plati rovnost:?

n
det(A) = Z ajj det(al, s, @j-1,€1,@j41, .- ,a,,)
i=1

Znaleni: Aj;.

Naptiklad (zvolili jsme j = 2, tj. rozvijime podle druhého sloupce):

-2 4 5 -2 1 5 -2 0 5 -2 0 b
3 6 7|=4 3 0 7|46 3 1 7|-2| 3 0 7
7 -2 5 7 0 5 7 0 5 7 1 5

A1 A A3

?Této rovnosti se ¥ikd (Laplaceliv) rozvoj determinantu podle j-tého sloupce.
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

Definice

Determinantu Aj; = det(ay,...,aj_1,€/,aj41,...,a,) fikime
algebraicky doplné&k posice (/,/) v matici A = (a1, ...,a,).

Véta (prakticky vypotet algebraického dopliiku)

At A je matice typu n x n nad F, n > 2. Oznalme jako Aj matici
typu (n — 1) x (n — 1) vzniklou z matice A vynechanim i-tého
fadku a j-tého sloupce. Potom? Aj; = (—1)t/ - det(Aj).

?Pozor: nezapomeiite na znaménko posice (i, j): Aj = (—1) - det(A;).

Dikaz.
Bez diikazu (viz nap¥. Lemma 8.3.4 ve skriptech). |

Pozorovani

Rozvoj determinantu podle sloupce umoZiiuje rekursivni vypocet
determinantu! Divod: pro A typu n X n jsou algebraické dopliiky
jedotlivych posic determinanty matic typu (n —1) x (n— 1).
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

P¥iklad (determinant rozvojem podle t¥etiho sloupce)

1 20 1
2 7 6 3 s |23
= 0-(-1)'". |5 2 3
5 2 0 3 3 0 1
3 2 5 1
A3
1 21
+6-(-1)*3.|5 2 3
3 21
A3
1 21
+0-(-1)*3. 12 7 3
3 21
Az
1 21
+5- (1)1 2 7 3
5 2 3
As3
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

Poznamky k vypoctu determinantu rozvojem podle sloupce
@ ProtoZe det(A) = det(AT), Ize determinant potitat i
rozvojem podle Fadku.

@ Rekursivni vypolet determinantu (tj. vypotet rozvojem podle
sloupce nebo ¥adku) ma sloZitost n! — je tudiZ obecng
vypo&etné pomaly.

© Vypolet determinantu rozvojem je vhodny pro Fidké matice
(matice, obsahujici hodn& nul).

Definice (adjungovana matice)
Pro matici A typu n x n je jeji adjungovand matice adj(A)
transponovana matice algebraickych dopliikii posic v matici A.

Priklad (nad R)

2 T\ . . 3 -7
ProA—<5 3> JeadJ(A)—<_5 2).
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

Véta (inverse matice pomoci algebraickych dopliikii)

At A je matice typu n x n nad F, n > 2. Potom plati rovnosti:
A - adj(A) =det(A)-E, =adj(A)-A
Pro regularni A tedy plati A=! = det(A)~! - adj(A).

Dukaz.

© Kazdy prvek na hlavni diagondle matice A - adj(A) ma
hodnotu det(A). To plyne z rozvoje determinantu podle
sloupce.

@ Kazdy prvek mimo hlavni diagondlu matice A - adj(A) ma
hodnotu 0. To plyne z rozvoje determinantu, aplikovaného na
matici se dvéma stejnymi Fadky.

Tudiz A - adj(A) = det(A) - E,. Druha rovnost se dokaze
analogicky. |
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

P¥iklad (inverse pomoci adjungované matice)

1 2 3
ProA= |2 4 7] nad R je det(A) = 6. Vime, Ze inverse
4 2 1
matice A existuje. 10 26 12
© Matice algebraickych dopliikii posic v matici A je 4 —-11 6
2 -1 0
-10 26 -12\' /-10 4 2
Proto adj(A)=| 4 -11 6 =(2 -11 -1
2 -1 0 —12 6 0
—10 4 2
Q Celkovdt A™'=6"1.| 26 -11 -1
—12 6 0

Doporuéeni (sanity check)

P¥i vypoctu adj(A) je moznd rozumné nejprve spo&itat matici
algebraickych dopliikdi a potom ji transponovat.
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

Vyhodnost a vhodnost vypo&tu A~ pomoci adj(A)

o

2]

o

Pro obecné (velké) matice je vypolet nevyhodny. VyZzaduje
spoditat velké mnoZstvi determinanti.

Pro velké a ¥idké matice (tj. pro matice obsahujici velké
mnoZstvi nulovych poloZek) muZe jit o vyhodny vypolet.
Vypoclet je vyhodny pro matice typu 2 x 2.

At A = <i Z) je reguldrni (tj., at det(A) = ad — bc # 0).

Potom

Al = (ad—bc)~L- (_db _C> i (ad—bc)1-< d _b>.

a —c a
Poznamka: n&které aplikace (naptiklad v kryptografii) vyzaduji
praci s maticemi nad jeSt& obecnéjsi strukturou nez je téleso.
Pak je vypotet A~! pomoci adj(A) &asto jedind moznost.
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Hlubsi poznatky o determinantu

Véta (zakladni strukturalni vlastnosti determinantu)
Funkce det : F" x ...F" — F ma nasledujici vlastnosti:
N———

n-krat
Q det(E,) =1.
@ det(B - A) = det(B) - det(A).
© Pro reguldrni A je det(A~1) = (det(A))~L.
O det(a-A) = a" - det(A), kde a je libovolny skaldr.?

?Pozor: rovnost det(A + B) = det(A) + det(B) obecn& neplati.
Dukaz.
© Vime z minulé pfednasky.
@ Bez diikazu (viz nap¥. Tvrzeni 8.2.19 ve skriptech).
© Pro reguldrni A plati rovnosti
1 = det(E,) = det(A - A~1) = det(A) - det(A1).
Takze det(A~1) = (det(A))~L.
©Q Plyne z toho, Ze determinant je v kaZdém sloupci linearni.
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

Definice (soustava se &tvercovou matici)

Rovnici A - x = b, kde A je matice typu n x n nad F, ¥ikdame
soustava se ¢tvercovou matici.

Tvrzeni (¥eSeni &tvercové soustavy s regularni matici)

At A - x = b je soustava se &tvercovou matici. Tato soustava ma
jediné feseni pravé tehdy, kdyz A je regularni matice. V tomto
pFipad¥ je toto jediné Yedeni tvaru A~1 - b.

Dikaz.

Regularita matice A znamend presné to, Zze A: F" — F" je
isomorfismus. To znamena pFesné to, Ze pro kazdé b existuje pravé
jedno x takové, ze A : x — b, neboli A-x =b. |
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

Cramerova véta (také: Cramerovo pravidlo)

At A - x = b je soustava se &tvercovou reguldrni matici nad F.
Potom j-t4 poloZka jediného ¥egeni x = A1 - b je tvaru

x; = det(A)~! - det(ay,...,aj_1,b,a;41,...,an)

Diikaz.
Vime: x = A~! - b = det(A) ™! - adj(A) - b. Takze

det(A)-x = adj(A) - b
Proto det(A) - x; je soutin j-tého ¥adku matice adj(A) se sloupcem

b.
Ten soutin je roven det(ay,...,aj_1,b,aj41,...,a,). |
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

P¥iklad (pouziti Cramerovy véty)

2 411 2 4
Prosoustavu<_3 5 6>nadRpIat|‘ 35 ‘—227&0. Lze

tedy pouzit Cramerovu vétu: 1 4
© Pruni pologka iediného Feteni ie: ‘6 5‘ _—19
rvni poloZka jediného ¥eenf je: s a1 o
-3 5
2 1
@ Druhs polozka jediného Felen jer | > 0| = 19
ruhd polozka jediného ¥eSeni je: 5 21~ 2
—19 -3 5
22
Jediné YeSeni:
15
22
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubsi poznatky o determinantu
Soustavy rovnic s regularni Etvercovou matici

Geometrie Cramerovy véty pro soustavy 2 x 2 nad R

Pro regularni soustavu (a1, az | b) plati podle Cramerovy véty
det(b,az) det(al,b) _ (2a
det(aray) A1 + det(aray) A2 = b. Co to opravdu znamen3~

y-a b
a2
X - a1
ai
Ale x - det(a,ap) = det(x - a1, a2) = det(b, ay), takze plati
__ det(b,az) .
— det(ag,a2)” b

as

Podobnou tvahu Ize provést pro y = %.

?Analogicky lze postupovat pro reguldrni soustavy vé&tSich rozméri a nad
libovolnym t&lesem (musime ovdem kreslit rovnob&znostény).
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

P¥iklad (vyFeste nad R, p € R je parametr)
2 —p -1 3
(A|b)= 1 =7 =5| 0 |, det(A)=(p—2)-(p—17).
-1 3 pl-1
© det(A) # 0 pravé tehdy, kdyz p ¢ {2,17}.
V tomto pfipadé existuje jediné YeSeni. Toto jediné feSeni lze
nalézt pomoci GEM nebo pomoci Cramerovy véty.
26
17—p

3
17—p

. p ¢ {2.17}.

1
17—p
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

P¥iklad (pokraé.) _2 -1 3
@ p = 2. Re¥ime soustavu -5 0
2| -1
2 1
Regeni: | 0 —|—span( 3 ), pro p = 2.
1
3

2 —-1r -1] 3
© p = 17. Redime soustavu 1 -7 -5 0
-1 3 17| -1
Regeni pro p = 17 neexistuje (Frobeniova v&ta).
Doporuceni
Pro &tvercové soustavy s parametrem doporucujeme pouZit
kombinaci Cramerovy véty a GEM. Vypoclet pak ma dvé faze:
@ Cramerova v&ta pro ty parametry, pro které je matice soustavy reguldrni.

@ GEM pro ty parametry, pro které je matice soustavy singuldrni.
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