
Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Vlastńı hodnoty a vlastńı vektory

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 10.1, 10.3
a 10.4 skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Minulé p̌rednášky
1 Matice lineárńıch zobrazeńı mezi prostory konečných dimenśı.

2 Matice transformace soǔradnic.

Dnešńı p̌rednáška
1 Budeme studovat obecná lineárńı zobrazeńı f : L→ L, kde L

má konečnou dimensi.
Zjist́ıme, pro které vektory ~x plat́ı f(~x) = λ · ~x (tzv homotetie
— to je to nejjednoduš̌śı lineárńı zobrazeńı z L do L).

2 Budeme se snažit změnit bázi L tak, aby ve směrech vektor̊u
nové báze bylo zobrazeńı f : L→ L homotetíı (obecně pro
každý směr r̊uznou). Ne vždy to půjde.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška
1 Diagonalisace matic nad R a nad C.

2 Dvě aplikace diagonalisace: řešeńı rekurentńıch rovnic a
funkce matic.a

aTyto dvě aplikace nebudou zkoušeny!
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u)

Pro matici A =

(
0.3 0.7
0.8 0.2

)
nalezněte alespoň jeden nenulový

vektor q tak, aby platila rovnosta A · q = q.

To je snadné:

(
0.3 0.7
0.8 0.2

)
·
(

1
1

)
=

(
1
1

)
, protože řádkové součty

matice A jsou 1. Tud́ıž q =

(
1
1

)
.

aStejnou (ale komplikovaněji zadanou) úlohu řeš́ı algoritmus PageRank, viz
nap̌ŕıklad K. Bryan a A. Leise, The $ 25,000,000,000 eigenvector: The linear
algebra behind Google, SIAM Rev. 48.3 (2006), 569–581, nebo Dodatek F
skript.

Co dělat pro obecnou matici A?

Měli jsme štěst́ı (
”
hezký“ tvar matice A, takovým matićım se ř́ıká

řádkově stochastické). Jak ale postupovat pro obecnou matici A?
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, znovu a jinak)

Pro matici A =

(
0.3 0.7
0.8 0.2

)
nalezneme všechna nenulová řešeńı

všech soustav tvaru A · x = λ · x, kde λ ∈ R je neznámé.

Přepsáńım soustavy A · x = λ · x na (A− λ · E2) · x = o zjist́ıme,
co je ťreba udělat:

1 Matice A− λ · E2 muśı být singulárńı. Jedině tehdy bude ḿıt
rovnice (A− λ · E2) · x = o nenulové řešeńı.

To jest: hledáme všechna λ taková, aby det(A− λ · E2) = 0.

To znamená vy̌rešit rovnici det(A− x · E2) = 0.

2 Pro konkrétńı hodnoty λ nalezneme nenulové řešeńı soustavy
(A− λ · E2) · x = o pomoćı GEM.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

det(A−x ·E2) =

∣∣∣∣ 0.3− x 0.7
0.8 0.2− x

∣∣∣∣ = (0.3−x)·(0.2−x)−0.56 =

= x2 − 0.5x − 0.5 = (x − 1) · (x + 0.5) = 0.

Soustava (A− x · E2) · x = o pro

1 x = 1 má tvar

(
−0.7 0.7 0
0.8 −0.8 0

)
a řešeńıa span(

(
1
1

)
).

To znamená: A · x = x pro všechna x ze span(

(
1
1

)
).

2 x = −0.5 má tvar

(
0.8 0.7 0
0.8 0.7 0

)
a řešeńıb span(

(
−7
8

)
).

To znamená: A · x = −0.5 · x pro všechna x ze span(

(
−7
8

)
).

aTo jsme již věděli.
bTo je nová informace.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

Co jsme se vlastně dozvěděli a k čemu je to dobré?

1 V soǔradnicovém systému B = (

(
1
1

)
,

(
−7
8

)
) se matice A

stane diagonálńı matićı D(1;−0.5) =

(
1 0
0 −0.5

)
.

Opravdu:(
1 −7
1 8

)
︸ ︷︷ ︸

TB 7→K2

·
(

1 0
0 −0.5

)
︸ ︷︷ ︸

D(1;−0.5)

=

(
1 3.5
1 −4

)
=

(
0.3 0.7
0.8 0.2

)
︸ ︷︷ ︸

A

·
(

1 −7
1 8

)
︸ ︷︷ ︸

TB 7→K2

tud́ıž(
1 0
0 −0.5

)
︸ ︷︷ ︸

D(1;−0.5)

=

(
1 −7
1 8

)−1
︸ ︷︷ ︸

TK2 7→B

·
(

0.3 0.7
0.8 0.2

)
︸ ︷︷ ︸

A

·
(

1 −7
1 8

)
︸ ︷︷ ︸

TB 7→K2
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

2 D́ıky p̌redchoźımu vid́ıme, že zadáme-li rekurentńı proces

x0 libovolný vektor z R2, A · xk = xk+1, k ≥ 0,

pak se posloupnost vektor̊u x0, x1, x2, . . . chová následovně:

1 Je-li x0 na p̌ŕımce span(

(
1
1

)
), jde o posloupnost x0, x0, x0, . . .

2 Je-li x0 na p̌ŕımce span(

(
−7
8

)
), jde o posloupnost x0,

−0.5 · x0, (−0.5)2 · x0, (−0.5)3 · x0, . . .

3 Je-li x0 = a ·
(

1
1

)
+ b ·

(
−7
8

)
, tedy jestliže plat́ı rovnost

coordB(x0) =

(
a
b

)
, potom coordB(xn) =

(
a

(−0.5)n · b

)
.

Diagonalisaćı matice A tedy źıskáváme o rekurentńım procesu
úplný p̌rehled.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

y

x

span(

(
1
1

)
)

span(

(
−7
8

)
)

x0
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

y

x

span(

(
1
1

)
)

span(

(
−7
8

)
)

x0
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

y

x

span(

(
1
1

)
)

span(

(
−7
8

)
)

x1
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

y

x

span(

(
1
1

)
)

span(

(
−7
8

)
)

x2
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Shrnut́ı dosavadńıch úvah

1 Pokud pro obecnou matici A : Fn → Fn najdeme bázi B, ve
které A je diagonálńı matićı, źıskáme v nové bázi úplný
p̌rehled o matićıch tvaru Ak , kde k ≥ 0.

To je důležité nap̌ŕıklad v následuj́ıćıch oblastech:
1 Teorie dynamických systémů.
2 Ekonomie (nap̌ŕıklad tzv. Leontief̊uv input-output model).
3 Složitost rekursivńıch algoritmů (̌rešeńı rekurentńıch rovnic, viz

p̌ŕı̌st́ı p̌rednášku).
4 Geometrie kvadratických útvar̊u, viz kapitolu 14.1 skript.
5 Funkce matic, viz p̌ŕı̌st́ı p̌rednášku.
6 Atd.

Hledáńı diagonálńı matice k matici A se ř́ıká diagonalisace
matice A. Ne vždy zadanou matici diagonalisovat půjde.

2 Problém diagonalisace lze zformulovat (a řešit) pro obecná
lineárńı zobrazeńı f : L→ L, kde L má konečnou dimensi.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Definice

Pro lineárńı zobrazeńı f : L→ L je λ v F vlastńı hodnotou (také:
vlastńım č́ıslem), pokud existuje nenulový vektor ~x , splňuj́ıćı
rovnost f(~x) = λ · ~x .
Každému takovému nenulovému vektoru ~x ř́ıkáme vlastńı vektor
p̌ŕıslušný hodnotě λ.

Pozorováńı

At’ f : L→ L je lineárńı zobrazeńı.

1 Pro libovolné λ v F plat́ı: {~x | f(~x) = λ · ~x} = ker(f − λ · id).
Tud́ıž vlastńı vektory p̌ŕıslušné hodnotě λ tvǒŕı podprostor L.a

2 λ je vlastńı hodnota f právě tehdy, když eigen(λ, f) je
netriviálńı prostor.

aŘ́ıkáme mu vlastńı podprostor p̌ŕıslušný λ, znač́ıme jej eigen(λ, f). Důvod:
vlastńı hodnotě se ř́ıká eigenvalue, vlastńımu vektoru eigenvector, vlastńımu
podprostoru eigenspace. Německy: eigen=vlastńı.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Připomenut́ı (základńı vlastnosti podobnosti matic)

Řekneme, že dvě matice A a B typu n × n nad F jsou si podobné
(značeńı: A ≈ B), pokud plat́ı rovnost B = T−1 · A · T, pro
nějakou regulárńı matici T.

Podobné matice jsou maticemi stejného lineárńıho zobrazeńı, ale
vzhledem k jiné bázi.

Plat́ı:

1 A ≈ A.

2 Jestliže A ≈ B, potom B ≈ A.

3 Jestliže A ≈ B a B ≈ C, potom A ≈ C.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Definice (charakteristický polynom čtvercové matice)

At’ A je matice typu n × n nad F, n ≥ 1. Výrazu det(A− xEn)
ř́ıkáme charakteristický polynom matice A (značeńı: charA(x)).

Poznámky (pro matice typu n × n nad F)

1 charA(x) je polynom stupně n. Tud́ıž má v F nanejvýš n

kǒrenů (i s násobnostmi). Pro matici A =

(
0 −1
1 0

)
nad R

nemá polynom charA(x) v R žádný kǒren.

2 Jestliže A ≈ B, potom charA(x) = charB(x).a

Důvod:

det(B− xEn) = det(T−1AT− xEn) = det(T−1AT− T−1xT) =
det(T−1(A− xEn)T) = det(T−1) det(A− xEn) det(T) =
det(A− xEn).

aPozor: obrácená implikace neplat́ı, viz dále.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Tvrzeńı

At’ f : L→ L je lineárńı zobrazeńı, dim(L) = n. Označme jako Af

matici f vzhledem k jakékoli bázi prostoru L. Potom λ v F je
vlastńı hodnotou f právě tehdy, když det(Af − λEn) = 0.

Důkaz.

Protože L má dimensi n, je λ vlastńı hodnotou f právě tehdy, když
def(f − λid) > 0. To nastane právě tehdy, když matice Af − λEn je
singulárńı.

Poznámka

Předchoźı tvrzeńı nezáviśı na volbě báze prostoru L a t́ım pádem
nezáviśı na volbě matice Af .
Připomenut́ı: změnou báze změńıme matici Af na matici
T−1 · Af · T, pro nějakou regulárńı matici T.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (matice mohou ḿıt stejné vlastńı hodnoty, ale r̊uzné
vlastńı podprostory)

At’ A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 je matice nad R.

Potom charA(x) = −(x − 3)2 · (x − 2).

1 Pro dvojnásobnou vlastńı hodnotu λ = 3:

eigen(3,A) = ker(A− 3E3) = span(

1
1
0

 ,

−1
0
1

).

2 Pro jednonásobnou vlastńı hodnotu λ = 2:

eigen(2,A) = ker(A− 2E3) = span(

−2
1
4

).
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (pokrač.)

Pozor! Pro B =

 2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4

 je charB(x) = charA(x). Ale

eigen(3,B) = span(

1
1
1

) a eigen(2,B) = span(

0
3
4

).

Tedy: A a B maj́ı stejná vlastńı č́ısla (i s násobnostmi), ale r̊uzné
vlastńı podprostory.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Problém diagonalisace

Pro matici A typu n × n nad F chceme rozhodnout, zda A ≈ D,
kde D = D(λ1;λ2; . . . ;λn) je diagonálńı matice

λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
...
0 0 0 . . . λn


nebo ve sloupcovém zápisu

(λ1 · e1, λ2 · e2, λ3 · e3, . . . , λn · en)
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Myšlenka nalezeńı matic T a D v rovnici T−1 · A · T = D

At’ D = D(λ1; . . . ;λn).

1 Rovnost T−1 · A · T = D plat́ı právě tehdy, když plat́ı rovnost
A · T = T ·D a matice T je regulárńı.

2 Pro regulárńı matici T = (t1, . . . , tn) plat́ı rovnost
A · T = T ·D právě tehdy, když plat́ı rovnosti A · tj = λj · tj
pro všechna j = 1, . . . , n.

Shrnuto: rovnost T−1 · A · T = D(λ1, . . . , λn) plat́ı právě tehdy,
když plat́ı následuj́ıćı dvě podḿınky:

A · tj = λj · tj pro všechna j = 1, . . . , n.
To jest: j-tý sloupec tj matice T je vlastńı vektor p̌ŕıslušný
vlastńı hodnotě λj matice A.

Matice T = (t1, . . . , tn) je regulárńı.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Pozorováńı

Dva vlastńı vektory, p̌ŕıslušej́ıćı dvěma r̊uzným vlastńım hodnotám,
jsou lineárně nezávislé.
Plat́ı-li

A · tj1 = λj1 · tj1 a A · tj2 = λj2 · tj2
pak z rovnosti a1 · tj1 + a2 · tj2 = o plyne

o = (A− λj2 · E) · o
= (A− λj2 · E) · (a1 · tj1 + a2 · tj2)

= a1 · (A− λj2 · E) · tj1︸ ︷︷ ︸
6=o

+a2 · (A− λj2 · E) · tj2︸ ︷︷ ︸
=o

tedy a1 = 0.
Rovnost a2 = 0 se dokáže analogicky.

Problém

Existuje dostatek lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u pro stejnou
vlastńı hodnotu?
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Věta (charakterisace diagonalisovatelných matic nad F)

Pro matici A typu n × n nad F jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 A je diagonalisovatelná, tj A ≈ D pro nějakou diagonálńı
matici D.

2 Charakteristický polynom charA(x) lze v F rozložit na součin
lineárńıch faktor̊u a plat́ı: násobnost λ jako kǒrene charA(x) je
rovna dim(eigen(λ,A)).a

aNásobnosti λ jako kǒrene charA(x) se někdy ř́ıká algebraická násobnost λ,
č́ıslu dim(eigen(λ,A)) se někdy ř́ıká geometrická násobnost λ.

Důkaz.

Bez důkazu (nemáme vybudovanou teorii polynomů nad obecným
tělesem F). Pro zájemce: Věta 10.4.8 skript.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (nad R)

Matice A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 a B =

 2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4

 splňuj́ı:

1 charA(x) = charB(x) = −(x − 3)2 · (x − 2).

2 Protože dim(eigen(3,A)) = 2 a dim(eigen(2,A)) = 1, plat́ı
A ≈ D pro nějakou diagonálńı matici D.

3 Protože dim(eigen(3,B)) = 1 a dim(eigen(2,B)) = 1, neplat́ı
B ≈ D pro žádnou diagonálńı matici D.

Ukázali jsme (mimo jiné): A 6≈ B, p̌restože charA(x) = charB(x).
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad
Pro matici A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 nad R plat́ı charA(x) = −(x − 3)2 · (x − 2)

a D = T−1 · A · T, kde D =

3 0 0
0 3 0
0 0 2

 a T =

1 −1 −2
1 0 1
0 1 4

.

Matice A v kanonické bázi odpov́ıdá lineárńımu zobrazeńıx
y
z

 7→
5x − 2y + 2z
−x + 4y − z
−4x + 4y − z



Vzhledem k bázi (

1
1
0

 ,

−1
0
1

 ,

−2
1
4

) jde o podstatně jednoduš̌śı zobrazeńı

x
y
z

 7→
3x

3y
2z


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