Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvé dulezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Diagonalisace matic

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 10.1, 10.3
a 10.4 skript Abstraktni’a konkrétni linearni algebra.
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Minula prednaska
© Pojmy vlastni hodnota a vlastni vektor linedrniho zobrazeni.

@ Vé&ta o diagonalisovatelnosti ¢tvercovych matic nad C.
Dnesni prednaska
© Diagonalisovatelnost matic nad C a nad R.

@ Dveé aplikace: ¥eSeni rekurentnich rovnic a funkce matic.?

“Tyto dvé& aplikace nebudou zkougeny!
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

PFipomenuti dilezité vlastnosti télesa C
KaZdy polynom p(x) v C[x] stupn& n ma pfesné& n kofen(
(potitanych i s ndsobnostmi).?

?Této vlastnosti t&lesa C se Fikad algebraickd uzavfenost.

© Komplexni &islo A je kofen polynomu p(x) € C[x] ndsobnosti k, pokud
plati rovnost p(x) = (x — A)* - g(x) pro q(x) € C[x] a q()\) # 0.

@ Specidlné: &islo A m3 jako kofen p(x) ndsobnost nula pravé tehdy, kdyz A
neni kofenem polynomu p(x).

Dasledek (téma 8B, tvar véty o diagonalisaci pro F = C)

Pro ¢tvercovou matici A nad C jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

© Matice A diagonalisovatelna.
@ Pro kazdé komplexni &islo A plati: ndasobnost A jako ko¥ene
polynomu chara(x) je rovna dim(eigen(A, A)).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Priklad
Pauliho matice? jsou nasledujici t¥i matice nad C:

() () ()

V8echny tyto matice jsou diagonalisovatelné:
@ Matice Z jiz diagonalni je.

?Jde o daleZity p¥iklad v kvantové mechanice a kvantovém potitani. Matice
X, Y a Z jsou operétory spinu ve smérech os x, y, z a znalivaji se téz
ox (také: o1) oy (také: o2) o, (také: o3)

UZite¢na pocetni cviceni: plati rovnosti
Q oi=02=02=—i 010003 =Es.
Q {oj,0k} = 26kEz, kde {0}, 0k} = 0jok + ok0j je tzv Poissonova zavorka a
0jk je Kroneckeriiv symbol.
Q [0j,04] = 31, 2iejuoy, kde [0}, 0k] = 0ok — ako; je tzv komutator a eju

je Levi-CivitGv symbol.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

P¥iklad (pokrat.)
. . . 01
@ Diagonalisace matice X = <1 0).
Plati charx(x) =x? —1=(x — 1) - (x + 1).

Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice X jsou: A\; =1,

1 1
t; = <1> ad=-1t = (1>
Tudiz
01 - 1 0
1 0)7\0 —1

a operator X je diagondini v bazi (ti,t2).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

P¥iklad (pokrat.)

0
Plati chary(x) = x> — 1= (x — 1) - (x + 1).

© Diagonalisace matice Y = <(1) _I)

Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice Y jsou: A\; =1,

V] = <_1,> a )\2 = —1, Vo = <1)
Tudiz
01y (1 0
1 0/ \0 -1

a operator Y je diagondini v bazi (v1,v2).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Jordanuv tvar étvercové matice

At A je matice typu n x n nad F takovd, Ze polynom charp(x) lze
rozloZit na soudin linedrnich faktora.?

Potom lze dokazat, Zze A je ,téméF diagonalisovatelnd”. P¥esnégji:
plati A =~ J, kde

Jpb 0 0 0 ... O
0 J» 00 ... O
0o 0 0 0 ... J,

O Jordanové tvaru budeme mluvit na p¥isti pfedndsce (téma 9A).

“To plati nap¥iklad pro libovolnou matici nad C.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Jordaniv tvar &tvercové matice (pokrac.)

A1 0 00 0
0 A 1 00 0
=0 0 x 10 0
0 0 0 00 ... A

Matici J; ¥ikdme Jordanova burika. Na diagondle je vlastni hodnota
A;j matice A. Rozmé&r matice J; je roven nasobnosti vlastni hodnoty
A jako ko¥ene chara(x).

Existenci Jordanova tvaru budou vé&novany dalsi prednasky.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Pviklad

b

@ chara(x) = (a— x)2 + b? = x2 — 2ax + (3% + b?).
Diskriminant tohoto vyrazu je —4b2.

At A = ( 2 _S > je regularni matice nad R. Potom plati:

Matice A je tedy nad R diagonalisovatelnd pouze v p¥ipad&
b=0.

V tomto p¥ipadé ale A uZ je diagondini: A = < g 2 > a

musi platit a # 0, protoZe A je regularni.

Matice A je tedy matici zmé&ny mé&Fitka (zmé&na je stejnd na
obou soutadnicovych oséch).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

P¥iklad (pokrat.)

@ V pfipadé b # 0 matice A = < a —b

neni nad R
b a >
diagonalisovatelna.

Matice A (chdpand jako matice nad C) ma vlastni hodnoty
A1 = a+ bi a A\, = a— bi, protoZe
chara(x) = x> —2ax+(a®+ b?) = (x— (a+ib))-(x — (a—ib)).

Oznatme r = |A\1| = |\2| = y/a? + b?. Déle ozna&me jako «

1 a
1 a .
thel? mezi vektory < 0 > a < b >

Potom

a —b r O cosa —sina
A: = . )
(b a) (0 r) (sma cosa>

To jest: A je rotace o Uhel o, nasledovand zménou méfitka.

?Uhlu « se ¥ika argument komplexniho &isla a + bi. Plati tedy rovnost
a+bi=r-(cosa+isina)=r-e*.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Tvrzeni (klasifikace regularnich transformaci roviny)

At M : R? — R? je reguldrni a at nema 2-nasobnou vlastn{
hodnotu. Pak M je podobnd bud

Omatici(g 2>,kdea7£bjsoquaa~b7é0,
nebo
@ matici < r O>'<cc.>sa _Sma),kder>Oa
0 r sin« cos «
a € [0; 27).
Slogan

Regularni transformace roviny bez 2-nasobnych vlastnich hodnot
jsou pouze dvou typl:
© Zmény méFitka (zm&na mé¥itka je na kazdé soufadnicové ose
jind).
© Rotace nasledované zménou méfitka stejnou na obou
soufadnicovych osach.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Dukaz (klasifikace regularnich transformaci roviny).
©Q V ptipadé, kdy M je diagonalisovatelna nad R, mad M dvé

rizné redlné vlastni hodnoty a, b. Tudiz M ~ ( g 2 ) kde

a-b+# 0, protoze M je regularni.

@ V ptipadé, kdy M nad R diagonalisovatelnd neni, ma
charm(x) komplexni kofen A = a + bi, kde b # 0.
Oznalme jako v komplexni vlastni vektor p¥islugny vlastni
hodnoté A. Ozna&me jako T matici se sloupci t; = Re(v)
(vektor redlnych &asti polozek vektoru v) a t, = Im(v) (vektor
imaginarnich &asti poloZek vektoru v).

Potom plati rovnost M = T - Z _S ) ST

Nyni stadi pouZit predchozi ptiklad. |
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Vypocet mocnin diagonalisovatelné matice

Pro diagonalisovatelnou matici A typu n x n nad F plati:

A =T71.-D-T pro n&akou regularni matici T.

Tudizz: A2=A-A=(T1.-D-T)(T!.D-T)=T1.D%2.T.
Obecn&: Ak = T~1. DX . T, pro véechna p¥irozena &isla k > 0.
ProtoZe mocniny diagondIni matice Ize poditat velmi rychle, lze
rychle poéitat i mocniny diagonalisovatelnych matic.

UkaZeme dvé& aplikace umociiovani:

© Reseni linearnich homogennich rekurentnich rovnic.
To je dilezité pf¥i analyze sloZitosti rekursivnich algoritmd.

@ Zakladni myslenku funkci matice.
To je dilezité ve fyzice, grafice, kvantovém poéitani, ...
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

P¥iklad (Fibonacciho posloupnost)

Hleddme posloupnost &isel F(n), spliiujici linedrni rekurentni
rovnici F(n+2) = F(n+ 1) + F(n), pro v8echna p¥. & n > 0.

Cil: chceme explicitni vzorec pro F(n), n > 0.
Evidentné&: zndme-li F(0) a F(1), zndme v3echna F(n).?

© Vytvorfime generujici matici F = pro kterou plati:

01
11

© (+t) = (o) oo () = (o)

© Matice F je diagonalisovatelnd nad R: A\ = 1+*[ , A = \[
_ A1 0 _ 71 _ 1 1 n__ n -1
D—<O )\2>—T F-T, T—<>\1 )\2>, F'=T-D"T

“Pozadavkim F(0) = xo a F(1) = x1 se ¥ikd potatetni podminka. Pro
klasickou Fibonacciho posloupnost jde o F(0) =1, F(1) = 1.
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

P¥iklad (Fibonacciho posloupnost, pokrat.)
F(n) \ _ Al 0 1 (F(0)
o (ruPn) =7 (& ) T (FY
L 1Y (AT 0\ 1 [ A -1\
A1 Ao 0 )\g Aa—A1 -1 1
1 L 1Y) (AT 0\ (A -1\
pYEoY A1 Ao 0 /\g —A\1 1
Takte: F(n) = M2 £ () 4 2008 p(y)
V klasickém pfipadé (tj kdyz F(0) = F(1) = 1), je
YD PR VD CEEEEY VISP ¥
F _ M 2 1 2 _
(n) VS VRS Ve

-1 ., 1-XM
A2 — A1 2 -\
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Poznamky (linearni homogenni rekurence k-tého ¥adu)

Obdobnym zpiisobem lze ¥esit jakoukoli homogenni linedrni
rekurentni rovnici k-tého ¥adu: hleddme posloupnost X(n) prvki F,
které spliuji

X(n+k)=aX(n+k—-1)+aX(n+k—-2)+...aX(n)

pro viechna p¥irozena &isla n > 0, kde ay, ..., ax jsou v F.

Jediné, co potfebujeme, je diagonalisovatelnost generujici matice.

© Reseni rekurentnich rovnic hraje zasadni dlohu p¥i analyze
sloZitosti rekursivnich algoritmi.

© Podobné postupy funguji i pro linearni homogenni diferencidln{
rovnice k-tého ¥adu. Viz Dodatek O skript.
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic
Ptiklad (exponencidla matice) o
n
oy [ . : X
Vime, 7e funkce € ma Tayloriiv rozvoj e* = E -
n!
n=0
Pro &tvercovou diagonalisovatelnou matici X =T 1. D- T
def|nu1eme -
n 1 n
D IR I
n! n!
' j i=0
:eD

Konvergenci této fady musime chapat ve smyslu normy.?

Lze ukazat, e matice eP je diagonélni, a e plati P = (05 - edi).

?To je velmi technicky pojem, nebudeme o ném mluvit. Vice naptiklad
v knize Roger A. Horn, Charles J. Johnson, Matrix analysis, Cambridge
University Press, 2012, nebo v prednaice AOBO1PAN (Pokrotild analyza), nebo
v kapitole 13.2 skript. Analogicky exponencidle Ize postupovat pro obecnou
funkci f : R — R (p¥ipadn& f : C — C), kterd ma TaylorGv rozvoj.
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