Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni
Nilpotentni zobrazeni
Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Jordanuv tvar

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 11.1 a 11.3
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky
©Q Matice nékterych linedrnich zobrazeni mezi prostory kone¢nych
dimensi Ize (za urtitych predpokladil) diagonalisovat.

© Matice nékterych linedrnich zobrazeni mezi prostory

kone&nych dimensi diagonalisovat nelze.
Dnesni prednaska

© Budeme studovat obecnd lineadrni zobrazeni f : L — L, kde L
ma kone¢nou dimensi.
Vysvétlime, co je Jordaniv tvar zobrazeni f.?
Pijde o tvar: f = diagonalni + nilpotentni.
Nilpotentni = , témé&Ff nulové zobrazeni”.
To znamenad: Jordaniv tvar = , témé&F diagonalni tvar”.

?Jde o velmi technickou partii linedrni algebry. Nékteré dikazy tudiz
neuvedeme. Diikazy vSech tvrzeni naleznete v Kapitole 11 skript.
Zkouska: vypotet Jordanova tvaru nebude v pisemné &isti (mohou tam ale byt
nilpotentni matice), u dstni &3sti mohou byt vyZadovany pouze hlavni myZlenky
Jordanova tvaru (viz str 9 tohoto tématu).
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

P¥iklad (direktni rozklad rotace v roviné xy)

Pro

cosa —sina 0

sinae cosa 0| :R¥®=R3
) 0 0 1
je

@ R3 = span(er, e;) Vspan(es) a span(er,e) Nspan(es) = {o}.
Tento fakt budeme znatit R3 = span(er, e2) ® span(es3) a
budeme mluvit o direktnim rozkladu R3 na span(es, e;) a
span(es).

@ Direktné rozloZit lze i celé linedrni zobrazeni:

sina cosa 0] =

e )
0 0 1

protoZe podprostory span(ej, ez) a span(es) jsou invariantni
na dané zobrazeni.

cosae —sina O (
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

P¥iklad (diagonalisovatelna matice a direktni rozklad)

At A : F" — F" je diagonalisovatelnd matice:
D1, ...;dn) =T L. AT, kde T=(4,...0n)
Potom pro W; = span(;) plati
Q@ o F'=WvVv...vW,
@ W;n\ W, = {o} pro viechna i.

J#
Tato dvé& fakta budeme znatit F" = W1 @ ... & W, a budeme
Fikat, ze W1, ..., W, tvofi direktni rozklad prostoru F".

@ Pro kazdé x z W; je Ax opét z W;. To jest: kazdé W, je
A-invariantni podprostor prostoru F".
MiZeme tedy psat: A~ A; D ... DA,
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

Priklad
5 -2 2

AtA=|-1 4 —1| je matice nad R.
4 4 -1

Potom chara(x) = —(x — 3)% - (x — 2).
© Pro dvojndsobnou vlastni hodnotu A = 3:

1 -1
eigen(3,A) = ker(A —3E3) =span(| 1], 0 |).
0 1
© Pro jednondsobnou vlastni hodnotu A = 2:
-2
eigen(2,A) = ker(A — 2E3) =span(| 1 |).
4

Plati R = eigen(3, A) @ eigen(2,A) a A ~ (g g) ® (2).
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

P¥iklad (diagonalisovatelna matice a direktni rozklad, pokrat)

At A : F" — F" je diagonalisovatelnd matice:
DAt;...;2) =T - A- T, kde T=(1,...0n).

Direktni rozklad Ize zlepsit: pokud
chara(x) =a-(x —A1)™ ... (x — Ap)™, potom

Frf=Vi®...0V, AxBi&...4B,

To jest: A-invariantni podprostory V; miiZzeme zvolit tak, Ze
dlm(\/,) =m;.

Poznamka

Kdy A diagonalisovat nelze? Kdyz dim(V;) < m; pro alespoii jedno
i. Budeme muset vylepsit pojem invariantniho podprostoru.
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

P¥iklad (neexistence direktniho rozkladu pro
nediagonalisovatelnou matici)

2 4 -3
ProB= | -1 10 —6 | nadR je charg(x) = —(x —3)%-(x—2).
-1 8 —4

1 0
Ale eigen(3,B) =span(| 1 |) a eigen(2,B) =span(|3]).
1 4

To znamena:
© Prostory eigen(3,B) a eigen(2, B) jsou B-invariantni.
@ R3 # eigen(3, B) @ eigen(2, B).
Prostor eigen(3, B) vlastnich vektort pFislusnych hodnoté 3
md malou dimensi.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09A-2023: Jordaniiv tvar 7/20



Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

Prof:L;1 >l kdeLi =W .. oW, Lor=ViDH...®&Va
f(X) je z V;, jakmile X je z W;, piseme

To znamenad: f(X) = f1(x1) + ... + fi(Xk), kde X =X + ... + Xk.
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

Cil této prednasky (hlavni myslenky Jordanova tvaru)

© Pro linedrni zobrazeni f chceme psat f = fyi,g + firif, kde
@ fyiag je diagonalisovatelné.

@ fui se ,prilis nelisi* od nulového zobrazeni 0. Presngji:
(f.i1)X = o pro n&jaké k.
O fii - faiag = faiag - fril-

Tomuto sout¢tu budeme F¥ikat Jordantv tvar f.

K ¢emu je to dobré? Budeme moci poditat mocniny?

k
m . .
f7 = (fgiag + fait)” = Z < ) (Faiag) - (i)™
—0 J —— N———
= snadné —oprom—j>k
© Namisto Jordanova tvaru linedrniho zobrazeni hleddme
vétSinou Jordan(v tvar jeho matice.
V uréité bazi (které se ¥ikd Jordanova baze) bude tedy matice

mit ,,pfijemny tvar”.

?To je v nejriznéjsich aplikacich velmi dileZité.
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Nilpotentni zobrazeni

Cil této prednasky (pokrac.)

© VEtSinu vysledkl nedokaZeme, pouze uvedeme pfiklady.

Navic: nenaucime se hledat Jordanovu bazi. Je to velmi
technické, vice se Ize dotist v Kapitole 11 skript.

Znaceni

Pro linedrni zobrazeni f : L — L zna&ime fO = id a fxT1 = f . fk
pro k > 0.

Definice (nilpotentni zobrazeni)

Linedrnimu zobrazeni f : L — L, pro které existuje k tak, Ze
fk = o, ¥ikdme nilpotentni. Nejmensimu takovému k Fikdme index
nilpotence a znacime jej nil(f).
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Nilpotentni zobrazeni

P¥iklad (nilpotentni matice)
Matice

O O O o
o O o
O O = O
O O O O

je nilpotentni, plati nil(N) = 3.
Pojd me ,stopovat" cestu vektorii kanonické baze p¥i postupné
aplikaci matice N:

e +—o, e +—e +—o, ey3r—rer—e+r—o0, e€e—o0

Vsechny &tyfi bazové vektory se nakonec zobrazi na nulovy vektor,
protoze matice N je nilpotentni. Navic nil(N) je zjevn& rovna
nejvétsi z délek jednotlivych Yetézci, tj. nil(N) je maximalni z &isel
1,2, 3, 1.
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Nilpotentni zobrazeni

P¥iklad (nilpotentni matice)
Matice

N =

o O O
O O =
O = W

nad R je nilpotentni: jeji Fetézce jsou

e, (o]
e e (o]
e3 — 3e1+e — e — o0

a proto plati nil(N) = 3.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09A-2023: Jordaniiv tvar 12/20



Nilpotentni zobrazeni

Definice

Ctvercové matici

010 ... 0
0 01 0
: : | =(o,e1,e2,...,€,5-1)
0 0O 1
0 0O 0

fikame Jordanova burika.?

?Buiika v této definici ma rozmé&ry n x n.

Pozorovani

Kazda Jordanova burika je nilpotentni matice. Index nilpotence je
roven rozmériim buriky.
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Nalezeni Jordanova tvaru matice M : F" — F”
Postupujeme takto:

@ Spotteme charakteristicky polynom charpm(x) matice M.
©® Pokud charm(x) nelze v F[x] rozloZit na soutin ko¥enovych
faktor(i, vypolet kon&ime. Jordaniv tvar matice M neexistuje.
@ Pokud charm(x) =a-(x — A1)™ - ... (x = Xp)™ v F[x],
Jordaniiv tvar matice M existuje a my postupujeme podle
dalich bodd.
@ Jordaniv tvar bude mit p Jordanovych segmentid B;();),
i=1,...,p. Segment B;(\;) ma rozm&ry m; X m;.
© Nalezeni i-tého segmentu B;(\;):
@ Utvofime nilpotentni matici M — \; - E,. a nalezneme jeji
Jordaniv tvar N;.
@ Plati B;(A\;)) =N; + \; - E,.
Q Z Jordanovych segmentil utvotime Jordandv tvar matice M
jakoZto blokové diagonalni matici.
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni
Nilpotentni zobrazeni
Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Prakticky vyznam Jordanova tvaru matice M : F” — F”
Pokud charm(x) = a- (x —A1)™ ... (x = Xp)™ v F[x], pak plati

M ~ Mgisg + My
kde Myiag je diagonalni, My,; je nilpotentni a plati rovnost
Muyiag - Mnii = My - Myiag

To je velmi dilezity vysledek v aplikacich!
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Ptiklad
P¥ipomenuti: pro &tvercovou matici X nad R (nebo nad C) lze

definovat
+oo X"

exp(X) = Z "

n=0

a vysledkem je opét &tvercova matice nad R (nebo nad C).
Navic: pro funkci t — exp(tX) redlné prom&nné plati rovnost

d

— exp(tX) = X - exp(tX)

dt

a to umoZiiuje elegantné Yesit soustavy linearnich diferencalnich
prvniho ¥adu s konstantnimi koeficienty, viz Dodatek O skript.

Matici exp(tX) lze snadno spoéitat, zndme-li Jordaniiv tvar matice
X.
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Pyiklad
Pro matici
5 4 0 0 4 3
2 3 1 0 5 1
o -1 2 0 2 0
M= -8 -8 -1 2 -12 -7
0 0 0O 0 -1 o0
-8 -8 -1 0 -9 -5

nad R nalezneme jeji Jordandv tvar.
@ Plati charpm(x) = (x — 2)*(x + 1)2.
Jordaniiv tvar M bude mit dva Jordanovy segmenty:

@ Segment B1(2) velikosti 4 x 4, protoZe ndsobnost 2 jako
koFene charakteristické rovnice je 4.

@ Segment By(—1) velikosti 2 x 2, protoze ndsobnost —1 jako
kofene charakteristické rovnice je 2.
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Ptiklad (pokrat.)

@ Celkov&: Jordaniv tvar matice M je

M =~ 81(2) D B2(—]_) =

O Ol oo N
O OO N+
O OoO|loN = O
o O I\J‘OOO
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

P¥iklad (pokrat.)

Napftiklad: vime, Ze plati

5 4 0 0 4
2 3 1 0 5
0 -1 2 0 2

tM ~ t -8 -8 -1 2 -12
0 0 0 0 -1
-8 -8 -1 0 -9

pro kazdé t z R.
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3 2t 0 0 0 0 O
1 0 2t 0 0 0 O
ol _ |0 0 2t 0 0 O
71 7 o o o0 2t 0 O
0 0 0 0 0 -t O
-5 0 0 0 0 0 —t
:thiag
0t 0 0 0 O
00t 0 0 O
000 0 O0 O
T1lo 000 0 o0
000 0 0 O
0000 0 O
=tMp;
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

P¥iklad (pokrat.)

To znamen3, Ze?

exp(tM) ~ exp(thiag + tMn”) = exp(th;ag) . exp(tMn”)

2
= exp(tMgiag) - (E6 + tMpyj) + EMﬁn)

e te > 0 0
0 & e 0 0 0
—1o0 0 e’ 0 0 0
0 0 0 et 0 0
0 o0 0 0 et 0
0 0 0 0 0 et

“Exponencidla diagondini matice se po&ita snadno. Exponencidla nilpotentni
matice se potitd v kone&né krocich. V nasem p¥ipadé plati nil(Mni) = 3, proto

£2
exp(tMpil) = Es + tMui + EMﬁn-
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