
Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Abstraktńı skalárńı součin

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 12.1 a 12.2 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Dnešńı p̌rednáška

1 V této p̌rednášce (a ve všech p̌rednáškách týkaj́ıćıch se
skalárńıho součinu) se zamě̌ŕıme na lineárńı prostory nad R.a

2 Skalárńı součin zavedeme axiomaticky. Odvod́ıme geometrický
význam skalárńıho součinu.b

Axiomatické zavedeńı skalárńıho součinu nám umožńı p̌revést
známé významy z Rn (kolmost, délka vektoru, atd) do
obecných lineárńıch prostor̊u se skalárńım součinem.

aVelmi málo řekneme i o lineárńıch prostorech nad C. Důvod: fyzika a
kvantové poč́ıtáńı.

bSlogan: skalárńı součin je ḿıra
”
odchylky“ dvou vektor̊u.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Popis obecných skalárńıch součinů v prostorech Rn.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Definice (reálný skalárńı součin)

At’ L je lineárńı prostor nad R. Funkci x´ | ´y : Lˆ LÑ R ř́ıkáme
skalárńı součin,a pokud plat́ı následuj́ıćı, pro libovolné vektory ~x , ~y :

1 Komutativita: x~x | ~yy “ x~y | ~xy.

2 Linearita ve druhé soǔradnici: zobrazeńı x~x | ´y : LÑ R je
lineárńı.

3 Positivńı definitnost: x~x | ~xy ě 0, x~x | ~xy “ 0 iff ~x “ ~o.

aNaše značeńı pro skalárńı součin je obvyklé ve fyzice (tzv bra-ket notation
nebo Diracova notace) a má jisté výhody. Značeńı ~x ¨ ~y pro skalárńı součin
nebudeme použ́ıvat! Důvod: p̌ret́ıžeńı značky ¨ pro součin.

Poznámka (skalárńı součin pro prostory nad C)

V p̌ŕıpadě lineárńıho prostoru nad C mluv́ıme o skalárńım součinu,
pokud x´ | ´y : Lˆ LÑ C je positivně definitńı, lineárńı ve druhé
soǔradnici a ḿısto komutativity plat́ı rovnost x~x | ~yy “ x~y | ~xy.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklady skalárńıch součin̊u

1 Skalárńı součin v prostoru orientovaných úseček:
x~x | ~yy “ }~x} ¨ }~y} ¨ cosϕ, kde }~x} a }~y} jsou délky úseček ~x a
~y a ϕ je úhel, který sv́ıraj́ı:a

ϕ

~x

~y

Tento skalárńı součin splňuje všechny ťri požadované
vlastnosti: je komutativńı, lineárńı ve druhé soǔradnici a
positivně definitńı.

aDůležitá poznámka: v daľśı části p̌rednášky ukážeme, že pro libovolný
skalárńı součin je možné definovat pojmy délky }~x} vektoru ~x (také: normy
vektoru ~x) a úhlu ϕ mezi dvěma vektory tak, že plat́ı rovnost
x~x | ~yy “ }~x} ¨ }~y} ¨ cosϕ.

V prostoru s obecným skalárńım součinem se tud́ıž budeme moci
”
chovat

stejně“ jako v klasické geometrii. Bude tak nap̌ŕıklad platit Pythagorova věta, a
podobně.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklady skalárńıch součin̊u (pokrač.)

2 Standardńı skalárńı součin v Rn: xx | yy “ xT ¨ y “
n
ÿ

i“1

xi ¨ yi .

3 Standardńı skalárńı součin neńı jediný skalárńı součin v Rn.

Nap̌ŕıklada x

ˆ

x1

x2

˙

|

ˆ

y1

y2

˙

y “ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2 je

skalárńı součin v R2. (Jde o úmorné, ale užitečné cvičeńı.)

4 Standardńı skalárńı součin v Cn: xx | yy “
n
ÿ

i“1

xi ¨ yi .

Pozor! Plat́ı rovnost xx | yy “ xy | xy, nikoli xx | yy “ xy | xy.

aK tomuto skalárńımu součinu se vrát́ıme koncem této p̌rednášky. Po p̌ŕı̌st́ı
p̌rednášce budeme schopni (témě̌r) okamžitě uvidět, že jde o skalárńı součin.
Budeme také schopni popsat všechny možné skalárńı součiny v prostoru Rn.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Tvrzeńı (nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski)

Plat́ı |x~x | ~yy| ď
b

x~x | ~xy ¨
b

x~y | ~yy.

Důkaz.

Plat́ı 0 ď x~x ` a~y | ~x ` a~yy “ x~x | ~xy
loomoon

C

`a 2x~x | ~yy
looomooon

B

`a2 x~y | ~yy
loomoon

A

, pro

každé a P R.

Tud́ıž B2 ´ 4AC ď 0, neboli B2 ď 4AC . Z toho nerovnost

|x~x | ~yy| ď
b

x~x | ~xy ¨
b

x~y | ~yy plyne okamžitě.

Jednoduchý, ale d̊uležitý d̊usledek: úhel mezi vektory

Pro nenulové ~x , ~y plat́ı ´1 ď
x~x | ~yy

b

x~x | ~xy ¨
b

x~y | ~yy
looooooooooomooooooooooon

“cosϕ pro jediné ϕ P r0;πs

ď 1. Úhlu ϕ

ř́ıkáme úhel mezi vektory ~x a ~y .
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Definice (norma vektoru)

Normu vektoru ~x definujemea jako }~x} “
a

x~x | ~xy.

aNerovnost C-S-B tedy můžeme zapsat jako |x~x | ~yy| ď }~x} ¨ }~y}.

Tvrzeńı (vlastnosti normy)

Plat́ı:

1 }~x} ě 0, }~x} “ 0 iff ~x “ ~o.

2 }a ¨ ~x} “ |a| ¨ }~x}.

3 Trojúhelńıková nerovnost: }~x ` ~y} ď }~x} ` }~y}.

Důkaz.

Jediná netriviálńı vlastnost je trojúhelńıková nerovnost. Upravujte:
}~x ` ~y}2 “ x~x ` ~y | ~x ` ~yy “ }~x}2 ` 2x~x | ~yy ` }~y}2 a použijte
nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski:
}~x}2 ` 2x~x | ~yy ` }~y}2 ď }~x}2 ` 2}~x} ¨ }~y} ` }~y}2 “ p}~x} ` }~y}q2.
Celkově: }~x ` ~y}2 ď p}~x} ` }~y}q2, tedy }~x ` ~y} ď }~x} ` }~y}.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Důsledek

Pro nenulová ~x , ~y plat́ı rovnost x~x | ~yy “ }~x} ¨ }~y} ¨ cosϕ.

Poznámka

Předchoźı důsledek je stejná rovnost, která plat́ı pro
”
klasický“

skalárńı součin v prostoru orientovaných úseček!

Definice (ortogonalita vektor̊u)

Pokud x~x | ~yy “ 0, mluv́ıme o ortogonálńıch (také: navzájem
kolmých) vektorech.

Několik poznámek o ortogonalitě

1 Něrekli jsme, že vektory ~x a ~y jsou na sebe kolmé, pokud
sv́ıraj́ı úhel π2 . Taková úvaha plat́ı pouze pro nenulové vektory.
Chceme ovšem hovǒrit i o nulovém vektoru, proto jsme
definovali kolmost rovnost́ı x~x | ~yy “ 0.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Několik poznámek o ortogonalitě (pokrač.)

2 Pozor: nulový vektor ~o je kolmý na každý vektor ~x .
Důvod: z definice skalárńıho součinu v́ıme, že zobrazeńı

x~x | ´y : LÑ R

je lineárńı. Proto x~x | ´y muśı poslat nulový vektor na nulový
vektor, neboli muśı platit rovnost

x~x | ~oy “ 0

Obráceně: jestliže ~x je kolmý na každý vektor, pak ~x “ ~o.
Důvod: podle p̌redpokladu je x~x | ~xy “ 0. Z definice
skalárńıho součinu plyne, že ~x “ ~o.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Několik poznámek o ortogonalitě (pokrač.)

3 Chceme-li pro nějaký vektor ~x ově̌rit, že x~x | ~vy “ 0 pro každý
vektor ~v ze spanpMq, stač́ı ově̌rit, že plat́ı x~x | ~my “ 0 pro
všechny vektory ~m z M.

Důvod: pro obecný vektor ~v ze spanpMq nastane jedna ze
dvou situaćı:

1 ~v “ ~o. Pak x~x | ~vy “ 0.

2 ~v “
n
ÿ

i“1

ai ¨ ~mi pro nějaká ai z R a nějaká ~mi z M. Pak

x~x | ~vy “ x~x |
n
ÿ

i“1

ai ¨ ~miy “

n
ÿ

i“1

ai ¨ x~x | ~miy

Jestliže tedy je x~x | ~miy “ 0 pro každé i , plat́ı x~x | ~vy “ 0.

Slogan: ortogonalitu stač́ı ově̌rovat pouze pro množinu
generátor̊u podprostoru.

Ortogonalitou se budeme podrobněji zabývat v p̌ŕı̌st́ıch
p̌rednáškách.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklady (geometrie prostoru se skalárńım součinem)

1 Kosinová věta: Nenulové vektory ~x a ~y určuj́ı trojúhelńık

ϕ

~x

~y

Plat́ı: }~x ´ ~y}2 “ }~x}2 ` }~y}2 ´ 2 ¨ x~x | ~yy
loooomoooon

2¨}~x}¨}~y}¨cosϕ

.

Př́ıpadu, kdy x~x | ~yy “ 0, se ř́ıká Pythagorova věta.

2 Rovnoběžńıková rovnost: Dva nenulové vektory ~x a ~y určuj́ı
strany rovnoběžńıka s úhlop̌ŕıčkami ~x ´ ~y a ~x ` ~y .

~x

~y

Plat́ı: }~x ´ ~y}2 ` }~x ` ~y}2 “ 2p}~x}2 ` }~y}2q.

Upravujte:
}~x ´ ~y}2 ` }~x ` ~y}2 “ x~x ´ ~y | ~x ´ ~yy ` x~x ` ~y | ~x ` ~yy “ . . .
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Poznámky (vztah skalárńıho součinu, normy a metriky)

Skalárńı součin indukuje normu a ta indukuje metriku (také:
distanci) na množině L. Jde o funkci d : Lˆ LÑ R, která splňuje:

1 dp~x , ~yq ě 0, rovnost nastává právě tehdy, když ~x “ ~y .

2 dp~x , ~yq “ dp~y , ~xq.

3 dp~x , ~yq ď dp~x , ~zq ` dp~z , ~yq.

Stač́ı definovat dp~x , ~yq “ }~x ´ ~y}.
O prostoru L s metrikou d mluv́ıme jako o metrickém lineárńım
prostoru.
Pro lineárńı prostory plat́ı:a skalárńı součin ù norma ù metrika.

aObrácené implikace neplat́ı. Nap̌ŕıklad dpx , yq “

"

1, když x ­“ y ,
0, když x “ y ,

je

metrika na R, která nevznikla z žádné normy na R (tj }x} “ dp0, xq neńı

norma). Norma }

ˆ

x1

x2

˙

} “ |x1| ` |x2| na R2 nevznikla z žádného skalárńıho

součinu na R2, protože nesplňuje rovnoběžńıkovou rovnost.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Poznámka

Předchoźı úvahy ř́ıkaj́ı, že prostory se skalárńım součinem se
chovaj́ı tak, jak jsme zvykĺı z klasické geometrie. Daľśı p̌ŕıklad
ukazuje, že klasická geometrie nemuśı být vždy vhodná.

Př́ıklad (nikoli positivně definitńı
”
skalárńı součin“)

Na R4 definujte x

¨

˚

˝

t
x
y
z

˛

‹

‚

|

¨

˚

˝

t 1

x 1

y 1

z 1

˛

‹

‚

y “ tt 1 ´ xx 1 ´ yy 1 ´ zz 1. Protože

x

¨

˚

˝

0
1
0
0

˛

‹

‚

|

¨

˚

˝

0
1
0
0

˛

‹

‚

y “ ´1, nejde o positivně definitńı
”
skalárńı součin“.

Tento
”
skalárńı součin“ je velmi důležitý v teorii relativity.

Př́ıslušnému pojmu
”
vzdálenosti“ vektor̊u x a y v R4 se ř́ıká

Lorentzova metrika Minkowského časoprostoru.a

aV tomto časoprostoru je rychlost světla c rovna 1.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklad (Lorentzova transformace)

Pohyb podsvětelnou rychlost́ı v ve směru osy x v Minkowského
časoprostoru je lineárńı zobrazeńı L : R4 Ñ R4, pro které plat́ı

t 1 “ γ ¨ pt ´ vxq
x 1 “ γ ¨ px ´ vtq
y 1 “ y
z 1 “ z

kde 0 ď v ă c “ 1 a γ “
1

b

1´ v 2
.

Vzhledem ke kanonické bázi R4 má zobrazeńı L matici

Λ “

¨

˚

˝

γ ´v ¨ γ 0 0
´v ¨ γ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

coshϕ ´ sinhϕ 0 0
´ sinhϕ coshϕ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‚

kde ϕ “ lnpγp1` vqq. Pohyb ve směru osy x podsvětelnou rychlost́ı
v v Minkowského časoprostoru lze tedy interpretovat jako rotaci
(v rovině dané osami t a x) o úhel ϕ v hyperbolické geometrii.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklad (rotace a standardńı skalárńı součin)

Připomenut́ı: rotace o úhel α je Rα : R2 Ñ R2, kdea

Rα “

ˆ

cosα ´ sinα
sinα cosα

˙

Potom plat́ı:

xRα ¨ x | Rα ¨ yy “ pRα ¨ xq
T ¨ pRα ¨ yq

“ xT ¨ RT
α ¨ Rα ¨ y

“ xT ¨ R´1
α ¨ Rα ¨ y

“ xT ¨ y

“ xx | yy

Tud́ıž plat́ı: }x} “ }Rα ¨ x} a }x´ y} “ }Rα ¨ x´ Rα ¨ y}.

Ukázali jsme: rotace zachovává standardńı skalárńı součin, normu a
metriku.

aPovšimněme si: RT
α “ R´1

α .
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Tvrzeńı

Pro matici A : Rn Ñ Rn jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:

1 A zachovává standardńı skalárńı součin v Rn.

2 A je regulárńı a plat́ı AT “ A´1.

Důkaz.

Z (1) plyne (2):a δij “ xei | ejy “ xA ¨ ei | A ¨ ejy “ eTi ¨A
T ¨A ¨ ej ,

takže AT ¨ A “ En.
Ze (2) plyne (1):
xA ¨x | A ¨yy “ xT ¨AT ¨A ¨y “ xT ¨A´1 ¨A ¨y “ xT ¨y “ xx | yy.

aPřipomenut́ı: pro Kronecker̊uv symbol δ plat́ı δij “ 0 pro i ­“ j a δii “ 1.

Poznámka (základńı transformace prostoru R2)

Projekce na osy a změna mě̌ŕıtka nezachovávaj́ı standardńı skalárńı
součin! Rotace skalárńı součin zachovávaj́ı (viz p̌redchoźı p̌ŕıklad).
Reflexe podle os x a y standardńı skalárńı součin zachovávaj́ı.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklad (netradičńı skalárńı součin v R2)

Pro x

ˆ

x1

x2

˙

|

ˆ

y1

y2

˙

y “ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2 v R2 plat́ı

rovnost x

ˆ

1
0

˙

|

ˆ

´1
1

˙

y “ 0.

To znamená, že náš skalárńı součin
”
vid́ı“ vektory

ˆ

1
0

˙

,

ˆ

´1
1

˙

jako navzájem kolmé:

To může být velmi praktické. Jak tedy rozpoznat obecný skalárńı
součin? Všimněme si, že náš součin je zadán jistou matićı G:

x

ˆ

x1

x2

˙

|

ˆ

y1

y2

˙

y “
`

x1 x2

˘

¨

ˆ

1 1
1 2

˙

looomooon

G

¨

ˆ

y1

y2

˙

“ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Co dál?

Budeme cht́ıt pochopit, které matice G zadávaj́ı skalárńı součiny
v prostoru Rn.

Uvid́ıme, že skalárńı součiny v Rn p̌resně odpov́ıdaj́ı matićım,
kterým ř́ıkáme positivně definitńı.
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