
Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Charakterisace skalárńıch součin̊u v Rn

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 12.1, 12.2 a 12.3
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Dnešńı p̌rednáška

1 V této p̌rednášce (a ve všech p̌rednáškách týkaj́ıćıch se
skalárńıho součinu) se zamě̌ŕıme na lineárńı prostory nad R.

2 Charakterisace matic, které zadávaj́ı skalárńı součiny
v prostoru Rn.

3 Konstrukce skalárńıch součinů požadovaných vlastnost́ı.

Př́ı̌st́ı p̌rednášky ke skalárńımu součinu

1 Ortogonálńı báze a ortonormálńı báze.

2 Ortogonalisačńı proces a ortonormalisačńı proces.

3 Ortogonálńı projekce a ortogonálńı rejekce.
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Připomenut́ı (dva r̊uzné skalárńı součiny v R2)

1 Standardńı skalárńı součin:

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “ x1y1 ` x2y2

“
`

x1 x2
˘

¨

ˆ

1 0
0 1

˙

looomooon

E2

¨

ˆ

y1
y2

˙

2

”
Nezvyklý“ skalárńı součin:

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2

“
`

x1 x2
˘

¨

ˆ

1 1
1 2

˙

looomooon

G

¨

ˆ

y1
y2

˙

V obou p̌ŕıpadech je součin zadán jistou matićı typu 2ˆ 2. Je to
náhoda?
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Co dál?

Ukážeme, že skalárńı součiny v Rn odpov́ıdaj́ı p̌resně těm
čtvercovým matićım, kterým ř́ıkáme positivně definitńı.

Definice (positivně definitńı matice)

Řekneme, že matice G typu nˆ n nad R je positivně definitńı, když
existuje matice R s lineárně nezávislými sloupci tak, že G “ RT ¨R.

Poznámky

1 Protože GT “ pRT ¨ RqT “ RT ¨ R “ G, je každá positivně
definitńı matice G symetrická.
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Poznámky (pokrač.)

2 Positivně definitńı matice G zobecňuj́ı kladná reálná č́ısla:
matice R je

”
druhá odmocnina“a matice G.

Opravdu: Matice G “ pgq typu 1ˆ 1 je positivně definitńı
právě tehdy, když g ą 0.

1 At’ G “ pgq “ RT ¨R. Pak R “

¨

˚

˝

r1
...
rn

˛

‹

‚

a plat́ı g “ r21 ` ¨ ¨ ¨ ` r2n .

Protože jediný sloupec R muśı být lineárně nezávislý, je g ą 0.
2 Je-li g ą 0, plat́ı pgq “ p

?
gqT ¨ p

?
gq. Protože

?
g ą 0, je

jediný sloupec matice R “ p
?
gq lineárně nezávislý. Matice G

je tud́ıž positivně definitńı.

aJde jen o slogan: matice R neńı určena jednoznačně. Nap̌ŕıklad plat́ı

p4q “ p2qT ¨ p2q “

ˆ

2
0

˙T

¨

ˆ

2
0

˙

.
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Věta (charakterisace positivně definitńıch matic)

Pro matici G “ pgijqi“1,...,n,j“1,...,n nad R jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 G je positivně definitńı.

2 Matice G je symetrická a determinanty všech matic
Gk “ pgijqi“1,...,k,j“1,...,k , kde 1 ď k ď n, jsou kladné.a

3 Matice G je symetrická a nerovnost xT ¨ G ¨ x ě 0 plat́ı pro
všechna x z Rn (rovnost plat́ı pouze pro x “ o).

4 Matice G je symetrická a charGpxq má všechny kǒreny reálné
a kladné.

5 Existuje regulárńı matice R tak, že plat́ı G “ RT ¨ R.

aTento test positivńı definitnosti budete využ́ıvat v analýze pro určováńı
lokálńıch minim funkćı v́ıce proměnných.

Důkaz.

Bez důkazu (je těžký, pro zájemce: Tvrzeńı 12.3.4 skript).
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Poznámka o Choleskyho faktorisaci — nepovinné

1 Připomenut́ı definice: G je positivně definitńı právě tehdy,
když G “ RT ¨ R, kde R má lineárně nezávislé sloupce.

2 Předchoźı věta: G je positivně definitńı právě tehdy, když
G “ RT ¨ R, kde R je regulárńı.

3 Ześıleńı věty: G je positivně definitńı právě tehdy, když
G “ RT ¨ R, kde R je regulárńı v horńım blokovém tvaru.

Rovnosti G “ RT ¨ R pro regulárńı matici R v horńım
blokovém tvaru se ř́ıká Choleskyho faktorisace matice G.
Př́ıklad Choleskyho faktorisace:

˜

1 2 8
2 8 12
8 12 27

¸

“

˜

1 2 3
0 2 3
0 0 3

¸T

¨

˜

1 2 3
0 2 3
0 0 3

¸

Choleskyho faktorisaci lze nalézt algoritmem, viz skripta,
Př́ıklad 12.3.6. Tento algoritmus je nepovinný.
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Př́ıklady

1 Protože En “ ET
n ¨ En, je jednotková matice En positivně

definitńı.

Připomeňme: En zadává standardńı skalárńı součin
xx | yy “ xT ¨ En ¨ y “ xT ¨ y v Rn.

2 Matice G “

ˆ

1 1
1 2

˙

je positivně definitńı podle p̌redchoźı

věty: G je symetrická a plat́ı nerovnosti detpG1q “ detp1q ą 0
a detpG2q “ detpGq ą 0.

Připomeňme: G zadává
”
nezvyklý“ skalárńı součin

xx | yy “ xT ¨ G ¨ y v R2.
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Př́ıklady (pokrač.)

3 Matice

G “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

neńı positivně definitńı podle p̌redchoźı věty: plat́ı
detpG1q ą 0, detpG2q ă 0, detpG3q ą 0, detpG4q ă 0.

Připomeňme (minulá p̌rednáška): G zadává
”
skalárńı součin“

xx | yy “ xT ¨ G ¨ y v Minkowského časoprostoru R4.
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Věta (obecný tvar skalárńıho součinu v Rn)

1 At’ G je positivně definitńı matice typu n ˆ n nad R.
Potom maticový součin

xT ¨ G ¨ y

definuje skalárńı součin v Rn.

2 Každý skalárńı součin x´ | ´y v Rn definuje positivně
definitńıa matici G “ pgijqi“1,...,n,j“1,...,n, kde gij “ xei | ejy.
Potom plat́ı rovnost xx | yy “ xT ¨ G ¨ y.

aMatici G ř́ıkáme metrický tensor (také: Gramova matice) skalárńıho součinu
x´ | ´y.

Důkaz.

Přednáška.
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Př́ıklad (popis všech skalárńıch součin̊u v R2)

Matice G “

ˆ

a b
c d

˙

je positivně definitńı právě tehdy, když plat́ı:

1 G je symetrická matice, tj. když plat́ı c “ b.

2 detpG1q “ a ą 0 a detpG2q “ detpGq “ ad ´ b2 ą 0.

To znamená: výraz

ax1y1 ` bpx1y2 ` x2y1q ` dx2y2

zadává skalárńı součin x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y v R2 právě tehdy, když plat́ı

nerovnosti a ą 0 a ad ´ b2 ą 0.
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Př́ıklad (jednotková kružnice pro skalárńı součin v R2)

Pro positivně definitńıa matici G “

ˆ

a b
b d

˙

a p̌ŕıslušný skalárńı

součin x´ | ´y je množinab

t

ˆ

x1
x2

˙

| }

ˆ

x1
x2

˙

} “ 1u

jednotková kružnice. Rovnice této kružnice je

ax21 ` 2bx1x2 ` dx22 “ 1

a my ukážeme, že v bázi vlastńıch vektor̊u matice G, jde o elipsu.

aPřipomenut́ı: plat́ı a ą 0 a ad ´ b2
ą 0.

bPřipomenut́ı: } ´ } je norma vytvǒrená skalárńım součinem

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “
`

x1 x2
˘

¨

ˆ

a b
b d

˙

¨

ˆ

y1
y2

˙

.
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Př́ıklad (jednotková kružnice, pokrač.)

1 Positivně definitńı matice G “

ˆ

a b
b d

˙

má charakteristický

polynom charGpxq “ x2 ´ pa` dqx ` pad ´ b2q
s diskriminantem D “ pa´ dq2 ` 4b2 ě 0.

2 V p̌ŕıpadě D “ pa´ dq2 ` 4b2 “ 0 plat́ı b “ 0 a a “ d ą 0.

Pak matice G je diagonálńı, vlastńı vektory jsou e1 a e2 a
v bázi pe1, e2q má rovnice jednotkové kružnice tvar

x21 ` x22 “

ˆ

1
?
a

˙2
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Př́ıklad (jednotková kružnice, pokrač.)

3 V p̌ŕıpadě D “ pa´ dq2 ` 4b2 ą 0 rozlǐśıme dva p̌ŕıpady:
1 b “ 0. Pak G je diagonálńı a a ­“ d . Vlastńı vektory G jsou e1

a e2 a v bázi pe1, e2q má rovnice jednotkové kružnice tvar
ˆ

x1
?
d

˙2

`

ˆ

x2
?
a

˙2

“

ˆ

1
?
ad

˙2

protože d ą 0, nebot’ G je positivně definitńı. Jde tedy o elipsu.
2 b ­“ 0. Matice G pak má dvě r̊uzné kladné vlastńı hodnoty

λ1 “
a` d `

?
D

2
λ2 “

a` d ´
?
D

2

V bázi pv1, v2q vlastńıch vektor̊u má rovnice jednotkové
kružnice tvar

ˆ

t1
?
λ2

˙2

`

ˆ

t2
?
λ1

˙2

“

ˆ

1
?
λ1λ2

˙2

Jde tedy o elipsu.
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Připomenut́ı

Minulá p̌rednáška: každý skalárńı součin vytvá̌ŕı normu.
Je-li x´ | ´y skalárńı součin na Rn, pak

1 vektory x a y jsou ortogonálńı (také: navzájem kolmé), pokud
xx | yy “ 0,

2 norma (také: velikost) vektoru x je }x} “
b

xx | xy,

3 vektor x je normovaný, pokud }x} “ 1.

Tvrzeńı (kanonická báze Rn a standardńı skalárńı součin v Rn)

Pro standardńı skalárńı součin xx | yy “ xT ¨ y a kanonickou bázi

pe1, . . . , enq v Rn plat́ı:a xei | ejy “ eTi ¨ ej “ δij “

"

0, pro i ­“ j
1, pro i “ j

.

aTakovým báźım budeme ř́ıkat ortonormálńı a obecně je budeme studovat
p̌ŕı̌stě. To jest: vektory takové báze jsou na sebe navzájem kolmé a každý vektor
takové báze má normu 1.
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Věta (každou bázi Rn lze považovat za ortonormálńı)

At’ pb1, . . . ,bnq je jakákoli uspǒrádaná báze Rn. Potom existuje
jediný skalárńı součin x´ | ´y takový, že xbi | bjy “ δij .

Důkaz.

Označme B “ pb1, . . . ,bnq, p̌ripomenut́ı (téma 5B):
TB ÞÑKn ¨ ei “ bi , čili TKn ÞÑB ¨ bi “ ei , pro vš i “ 1, . . . , n.

1 Existence hledaného skalárńıho součinu.
Definujte G “ pTKn ÞÑBq

T ¨ TKn ÞÑB . Potom matice G je
positivně definitńı a plat́ı

xbi | bjy “ bT
i ¨ G ¨ bj

“ bT
i ¨ pTKn ÞÑBq

T
loooooooomoooooooon

“pTKn ÞÑB ¨bi q
T“eTi

¨TKn ÞÑB ¨ bj
looooomooooon

“ej

“ eTi ¨ ej “ δij
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Důkaz (pokrač.)

2 Jednoznačnost hledaného skalárńıho součinu.
At’ bT

i ¨ G1 ¨ bj “ bT
i ¨ G2 ¨ bj “ δij . Ukážeme G1 “ G2.

Opravdu: plat́ı bT
i ¨ pG1 ´ G2q ¨ bj “ 0 pro vš. i , j .

To znamená pTB ÞÑKn ¨ ei q
T ¨ pG1 ´ G2q ¨ pTB ÞÑKn ¨ ejq “ 0 pro

vš. i , j , neboli eTi ¨ pTB ÞÑKnq
T ¨ pG1 ´G2q ¨TB ÞÑKn ¨ ej “ 0 pro

vš. i , j .

Ukázali jsme rovnost pTB ÞÑKnq
T ¨ pG1 ´ G2q ¨ TB ÞÑKn “ On,n.

Protože TB ÞÑKn i pTB ÞÑKnq
T jsou regulárńı, plat́ı

G1 ´ G2 “ On,n.

Tud́ıž G1 “ G2.
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Př́ıklad

Najděte skalárńı součin v R2 takový, aby vektory

ˆ

2
´3

˙

a

ˆ

5
´3

˙

byly navzájem kolmé a každý měl normu 1.
Obrázek:

Skalárńı součin nalezneme podle p̌redchoźıho tvrzeńı:

1 Pro B “

ˆ

2 5
´3 ´3

˙

jea B´1 “
1

9
¨

ˆ

´3 ´5
3 2

˙

. Tud́ıž

G “ pB´1qT ¨ B´1 “
1

81
¨

ˆ

18 21
21 29

˙

.

aMatici B´1 nalezneme nejrychleji pomoćı adjungované matice.
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Př́ıklad (pokrač.)

2 Hledaný skalárńı součin je

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “
18

81
¨ x1y1 `

21

81
¨ x1y2 `

21

81
¨ x2y1 `

29

81
¨ x2y2.

3 x

ˆ

2
´3

˙

|

ˆ

5
´3

˙

y “

18

81
¨ 2 ¨ 5`

21

81
¨ 2 ¨ p´3q `

21

81
¨ p´3q ¨ 5`

29

81
¨ p´3q ¨ p´3q “ 0.

4 x

ˆ

2
´3

˙

|

ˆ

2
´3

˙

y “

18

81
¨ 2 ¨ 2`

21

81
¨ 2 ¨ p´3q `

21

81
¨ p´3q ¨ 2`

29

81
¨ p´3q ¨ p´3q “ 1.

5 x

ˆ

5
´3

˙

|

ˆ

5
´3

˙

y “

18

81
¨ 5 ¨ 5`

21

81
¨ 5 ¨ p´3q `

21

81
¨ p´3q ¨ 5`

29

81
¨ p´3q ¨ p´3q “ 1.
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K čemu jsou takové výpočty dobré?

Skalárńı součin

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “
18

81
¨ x1y1 `

21

81
¨ x1y2 `

21

81
¨ x2y1 `

29

81
¨ x2y2

z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu
”
vid́ı“

jako jednotkovou pravoúhlou śıt’.
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Co zat́ım v Rn uḿıme

Pro zadanou bázi pb1, . . . ,bnq prostoru Rn uḿıme sestrojit skalárńı
součin x´ | ´y v Rn tak, že pb1, . . . ,bnq je ortonormálńı báze
vzhledem k x´ | ´y.

Př́ı̌stě se v Rn nauč́ıme

Pro zadanou bázi pb1, . . . ,bnq prostoru Rn a zadaný skalárńı součin
x´ | ´y v Rn nalezneme novou bázi pc1, . . . , cnq, která je
ortonormálńı vzhledem k x´ | ´y.

Hledaná báze bude nav́ıc splňovat rovnost
spanpb1, . . . ,bkq “ spanpc1, . . . , ckq pro všechna k “ 1, . . . , n.

K tomu bude zapoťreb́ı zavedeńı nových pojmů: ortogonálńı
projekce a ortogonálńı rejekce.
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