Positivné definitni matice
Konstrukce specidlnich skaldrnich sougini

Charakterisace skalarnich souéinu v R”

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 12.1, 12.2 a 12.3
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Dnesni pfednaska
© V této prednasce (a ve viech predndskach tykajicich se
skaldrniho soutinu) se zam&Fime na linedrni prostory nad R.

@ Charakterisace matic, které zaddvaji skalarni soudiny
v prostoru R".

© Konstrukce skalarnich soudinii poZadovanych vlastnosti.

P¥isti pfednasky ke skalarnimu soucinu
@ Ortogondlni baze a ortonormalni baze.
@ Ortogonalisaéni proces a ortonormalisaéni proces.

© Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce.
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Positivné definitni matice

P¥ipomenuti (dva riizné skaldrni soutiny v R?)

@ Standardni skalarni souéin:

(@)

= X1y1 + X2)2
_ 1 0 (»n
- a0 1) C2)
@ ,Nezvykly” skalarni sou€in:

E>

<(2> | <§;>> = Xx1y1 +Xoy1 + X1y2 + 2x2)2

(0

V obou p¥ipadech je soucin zadan jistou matici typu 2 x 2. Je to
nahoda?
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Positivné definitni matice

Co dal?

UkaZeme, Ze skaldrni souciny v R" odpovidaji pfesné t&€m
Etvercovym maticim, kterym ¥ikdme positivné definitni.

Definice (positivné definitni matice)

Rekneme, ¥e matice G typu n x n nad R je positivné definitni, kdyz
existuje matice R s linedrn& nezavislymi sloupci tak, ¢ G = RT - R.
Poznamky

@ Protore GT = (RT-R)T = RT - R = G, je kazd4 positivn&
definitni matice G symetricka.
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Positivné definitni matice

Poznamky (pokrat.)

@ Positivné definitni matice G zobecriuji kladna realna &isla:
matice R je ,,druhd odmocnina“? matice G.

Opravdu: Matice G = (g) typu 1 x 1 je positivné definitn{
pravé tehdy, kdyz g > 0.
rn
O AtG=(g)=RT-R.PakR=|: |aplatig=ri+ - +r2
rn
ProtoZe jediny sloupec R musi byt linedrné nezavisly, je g > 0.
@ Jelig >0, plati (g) = (/&) - (\/&). Protoze /g >0, je
jediny sloupec matice R = (,/g) linedrn& nezdvisly. Matice G
je tudiz positivné definitni.

?Jde jen o slogan: matice R neni uréena jednozna¢n&. Naptiklad plati
T
T _ (2 (2
W=7 @ = (O o).
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Positivné definitni matice

Véta (charakterisace positivné definitnich matic)
Pro matici G = (gjj)i=1,....nj=1,...,n nad R jsou nésledujici podminky
ekvivalentni:
O G je positivné definitni.
© Matice G je symetrickd a determinanty vSech matic
Gi = (8jj)i=1,.. kj=1,..k kde 1 < k < n, jsou kladné.?
© Matice G je symetrickd a nerovnost x” - G - x > 0 plati pro
vdechna x z R” (rovnost plati pouze pro x = 0).

© Matice G je symetrickd a charg(x) ma viechny kofeny redlné
a kladné.

@ Existuje regularni matice R tak, ¥e plati G = R - R.

“Tento test positivni definitnosti budete vyuZivat v analyze pro uréovéani
lokdlnich minim funkci vice promé&nnych.

Diikaz.
Bez dikazu (je t&Zky, pro zdjemce: Tvrzeni 12.3.4 skript). |
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Positivné definitni matice

Poznamka o Choleskyho faktorisaci — nepovinné
© P¥ipomenuti definice: G je positivné definitni pravé tehdy,
kdyz G = R7 - R, kde R m3 linedrn& nezavislé sloupce.

@ Ptedchozi véta: G je positivné definitni pravé tehdy, kdyz
G = R7 - R, kde R je regulérni.

© Zesileni véty: G je positivné definitni pravé tehdy, kdyz
G=R".R, kde R je reguldrni v hornim blokovém tvaru.

Rovnosti G = RT - R pro reguldrni matici R v hornim
blokovém tvaru se ¥ikd Choleskyho faktorisace matice G.
P¥iklad Choleskyho faktorisace:

1 2 8 12 3\" /1 2 3

2 8 12| =10 2 3 -0 2 3

8 12 27 0 0 3 0 0 3
Choleskyho faktorisaci lze nalézt algoritmem, viz skripta,

P¥iklad 12.3.6. Tento algoritmus je nepovinny.
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Positivné definitni matice

Priklady
@ Protoze E, = E] - E,, je jednotkova matice E, positivng
definitni.

P¥ipomeiime: E,, zadava standardni skalarni soudin

x|y)=xT Ey-y=xT-yvR"

Q@ Matice G = G ;) je positivné definitni podle p¥edchozi
véty: G je symetrickd a plati nerovnosti det(Gy) = det(1) > 0
a det(Gy) = det(G) > 0.

P¥ipomefime: G zadava ,nezvykly" skaldrni soudin
x|y)=xT-G-yvR2%
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Positivné definitni matice

P¥iklady (pokrat.)

© Matice
1 0 0 0
0 -1 0 0
G=1o0 0 -1 o0
00 0 -1

neni positivné definitni podle pfedchozi véty: platf
det(Gy) > 0, det(Gy) < 0, det(G3) > 0, det(G4) < 0.

P¥ipomeiime (minuld pfednaska): G zadavd ,skaldrni souin®
(x|y)=xT-G-y v Minkowského &asoprostoru R*.
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Positivné definitni matice

Véta (obecny tvar skalarniho soutinu v R")

© At G je positivné definitni matice typu n x n nad R.
Potom maticovy soudin

x" - G-y

definuje skaldrni sou&in v R".

@ Kazdy skaldrni soutin (— | —) v R" definuje positivné
definitni? matici G = (g,'j),'=17,_,7,,’j=17,__7n, kde 8ij = <e,- ‘ ej>.
Potom plati rovnost (x | y> = x" - G -y.

“Matici G ¥ikdme metricky tensor (také: Gramova matice) skaldrniho souginu
Diikaz.
Predndska. |
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Positivné definitni matice

P¥iklad (popis viech skalarnich soutinii v R?)
. b\ . i VR Y ;
Matice G = <i d> je positivné definitni pravé tehdy, kdyz plati:

© G je symetrickd matice, tj. kdyz plati ¢ = b.
@ det(Gy) = a > 0 a det(G,) = det(G) = ad — b > 0.

To znamen4d: vyraz

axiy1 + b(x1y2 + xay1) + dxoy»

zaddva skaldrni sougin <<2) | <Q>> v R? pravé tehdy, kdy? plati

nerovnosti a > 0 a ad — b? > 0.
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Positivné definitni matice

P¥iklad (jednotkova kruznice pro skaldrni souéin v R?)

a b

Pro positivné definitni® matici G = (b d

) a pfislusny skalarni

souin (— | —) je mno¥ina®

(SIISIE

jednotkova kruZnice. Rovnice této kruZnice je
ax12 + 2bxy x> + dx22 =1

a my ukdzeme, Ze v bazi vlastnich vektorti matice G, jde o elipsu.

?P¥ipomenuti: plati a> 0 a ad — b*> > 0.
bPipomenuti: | — | je norma vytvofena skaldrnim sou&inem

G Cp=t =G a) ()
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Positivné definitni matice

P¥iklad (jednotkova kruznice, pokrat.)

© Positivné definitni matice G = (Z Z) ma charakteristicky

polynom charg(x) = x? — (a + d)x + (ad — b?)
s diskriminantem D = (a — d)? + 4b° > 0.
Q Vpfipadé D= (a—d)?>+4b>=0platib=0aa=d > 0.

Pak matice G je diagonilni, vlastni vektory jsou e; a e a
v bazi (e1,e2) ma rovnice jednotkové kruZnice tvar

1 2
4= ()
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Positivné definitni matice

P¥iklad (jednotkova kruznice, pokrat.)

© V p¥ipadé D = (a — d)? + 4b% > 0 rozli§ime dva p¥ipady:
©® b =0. Pak G je diagondlini a a & d. Vlastni vektory G jsou e;
a e a v bazi (e1,ez) ma rovnice jednotkové kruZnice tvar

2 2 2
() + (%) - ()
vd NE] ad
protoZe d > 0, nebot G je positivn& definitni. Jde tedy o elipsu.
@ b & 0. Matice G pak ma dvé& riizné kladné vlastni hodnoty

a+d++/D \ a+d—+D
ata+vpb ,oatd=vy

M= 2 2

V bazi (vi, v2) vlastnich vektorli m3 rovnice jednotkové
kruZnice tvar

2 2 2
(%) (%) - (55)
V2 VvV A1 Ao
Jde tedy o elipsu.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int
P¥ipomenuti

Minuld pfednaska: kazdy skaldrni soudin vytva¥i normu.
Je-li (— | —) skaldrni soutin na R", pak

© vektory x a y jsou ortogonalni (také: navzajem kolmé), pokud

xly)=0,
@ norma (také: velikost) vektoru x je ||x| = 4/{x | x),

© vektor x je normovany, pokud |x|| = 1.

Tvrzeni (kanonicka baze R” a standardni skalarni soucin v R")
Pro standardni skalarni souin (x | y> = x” -y a kanonickou bazi

’ 0, proi =
. T ’
(e1,...,e,) v R" plati:? (e; | e;) = €, -ej:(S,-j:{ 1 pro =

“Takovym bdzim budeme Fikat ortonormaini a obecné je budeme studovat

p¥ist&. To jest: vektory takové baze jsou na sebe navzdjem kolmé a kaZdy vektor
takové baze ma normu 1.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

Véta (kazdou bazi R” Ize povaZovat za ortonormalni)

At (by,...,b,) je jakdkoli usporddana bize R". Potom existuje
jediny skalarni soutin (— | —) takovy, Ze (b; | b;) = 0;;.

Diikaz.
Oznatme B = (by,...,b,), pfipomenuti (téma 5B):
Teok, € =b; &l Tk, p-bj=e;, provsi=1,...,n.

@ Existence hledaného skalarniho soudinu.
Definujte G = (Tk,5)" - Tk,5. Potom matice G je
positivné definitni a plati

(bi [bj) = bl -G-b

= b/ (Tk,o8)" - Tk,5- b£'

J

=(Tk,—g'bi)T=e] =€j

— T 6. —§-
= e .eJ_(SU
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

Diikaz (pokrat.)

@ Jednoznadnost hledaného skaldrniho souéinu.
Af bIT . Gl . bj = bIT . G2 . bj = 6’] Ukazeme G1 = G2.

Opravdu: plati b/ - (G; — Gy) - b; =0 prov&. i/, j.

To znamena (TB»—>Kn -e;)T . (Gl — G2) : (TB»—>K,, : ej) =0 pro
vs. |, j, neboli e,-T . (TBHK,,)T . (Gl — Gz) . TB»—»K,, -€j = 0 pro
vs. i, J.

Ukazali jsme rovnost (Tgk,)" - (G1 — G2) - Task, = Op.

Protoze Taok, i (Taok,)| jsou regulami, plati
G —G2=0,,.

Tudiz G1 = G2.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

Ptiklad

Najdéte skaldrni soutin v R? takovy, aby vektory (_23> a (_53>
byly navzdjem kolmé a kazdy mél normu 1.

Obrazek:

Skalarni sou&in nalezneme podle pfedchoziho tvrzeni:

1 [_3 _
o ProB=<_23 _53> je? B—1=9.<33 25>.Tud|’i

?Matici B™! nalezneme nejrychleji pomoci adjungované matice.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

P¥iklad (pokrat.)

@ Hledany skaldrni soucin je

18 21 21 ?
()1 G) =5t G G s o

o (2)1(%)-

18 21 21 29
G125+ 52 (95 (-3) 5+ = (-3)-(-3) =0,

) <(23> | (23>>

18 21 21 29

2224 2 (=3)+ 2 (-3) 24+ 51+ (-3) - (-3) = L
o <(_53) | (_53)> -

18 21 21 29

G155+ 5 (5 (-3) 5+ (-3 (-3) =1,
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

K €emu jsou takové vypocty dobré?

Skalarni soudin

18 21 21 29
X1 Yy
<(X2> | <y2>> ~ 81 CX1y1 + 81 “X1Y2 + 81 - Xxoy1 + 81 “Xo¥2

z predchoziho ptikladu ,vidi"

jako jednotkovou pravotihlou sit.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

Co zatim v R"” umime

Pro zadanou bézi (by,...,b,) prostoru R” umime sestrojit skaldrnf
soutin {— | =) v R" tak, Ze (by,...,b,) je ortonormaini baze
vzhledem k (— | —).

P¥isté se v R” nauc€ime

Pro zadanou bazi (by,...,b,) prostoru R"” a zadany skalarni soucin
(=] =) v R" nalezneme novou bazi (cy,...,cp), kterd je
ortonormalni vzhledem k (— | —).

Hledana baze bude navic spliiovat rovnost
span(by,...,bg) = span(cy,...,ck) pro v8echna k =1,...,n.

K tomu bude zapot¥ebi zavedeni novych pojmi: ortogonalni
projekce a ortogonalni rejekce.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 10A-2023: Skalarni soutiny v R" 21/21



	Positivne definitní matice
	Konstrukce speciálních skalárních soucinu

