
Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Ortogonalisace a ortogonálńı projekce

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 12.4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Minulé p̌rednášky

1 Definice skalárńıho součinu v lineárńıch prostorech nad R.

2 Úplný popis skalárńıch součinů v prostoru Rn.

Dnešńı p̌rednáška

1 V této p̌rednášce (a ve všech p̌rednáškách týkaj́ıćıch se
skalárńıho součinu) se zamě̌ŕıme na lineárńı prostory nad R.

2 Ortogonálńı báze a ortonormálńı báze.

3 Ortogonálńı projekce. Ortogonalisace a ortonormalisace.

Důležitá aplikace — viz p̌ŕı̌st́ı p̌rednášku

1 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Připomenut́ı vlastnost́ı ortogonality (minulé p̌rednášky)

Plat́ı-li 〈~x | ~y〉 = 0, ř́ıkáme, že vektory ~x a ~y jsou ortogonálńı
(také: navzájem kolmé).

1 Pozor: nulový vektor ~o je kolmý na každý vektor ~x .
Obráceně: jestliže ~x je kolmý na každý vektor, pak ~x = ~o.

2 Abychom ukázali, že rovnost 〈~x | ~v〉 = 0 plat́ı pro každý
vektor ~v ze span(M), stač́ı ukázat, že všechny vektory ~m z M
plat́ı rovnost 〈~x | ~m〉 = 0.

Speciálńı p̌ŕıpad výše uvedeného je:a

At’ (~b1, . . . , ~bk) je báze lineárńıho podprostoru W lineárńıho
prostoru L. Jestliže plat́ı 〈~x | ~bi 〉 = 0 pro všechna i = 1, . . . , k ,
potom plat́ı 〈~x | ~w〉 = 0 pro všechny vektory ~w z W .

aTento speciálńı p̌ŕıpad několikrát (bez daľśıch komentá̌r̊u) v dnešńı
p̌rednášce použijeme.
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Tvrzeńı (lineárńı nezávislost ortogonálńı množiny vektor̊u)

At’ M je jakákoli množina nenulových vektor̊u s vlastnost́ı
〈~x | ~y〉 = 0 pro jakékoli r̊uzné vektory ~x , ~y z M.a Pak M je lineárně
nezávislá množina.

aTakové množině ř́ıkáme ortogonálńı množina.

Důkaz.

At’ {~x1, . . . , ~xn} je jakákoli konečná podmnožina M. At’
n∑

i=1

ai · ~xi = ~o. Pro libovolné pevné i0 ∈ {1, . . . , n} plat́ı:

0 = 〈~xi0 | ~o〉 = 〈~xi0 |
n∑

i=1

ai · ~xi 〉 =
n∑

i=1

ai · 〈~xi0 | ~xi 〉 = ai0 · 〈~xi0 | ~xi0〉.

Protože ~xi0 6= ~o, plat́ı〈~xi0 | ~xi0〉 6= 0. Proto ai0 = 0.
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Několik slogan̊u

1 Jestliže dim(L) = n, potom každá ortogonálńı množina v L
má nejvýše n prvk̊u.

Slogan: v prostoru dimense n může existovat maximálně n
navzájem na sebe kolmých nenulových vektor̊u.

2 Ortogonálńı množině v L, která tvǒŕı bázi L, ř́ıkáme
ortogonálńı báze.

Slogan:a ortogonálńı báze je pravoúhlý soǔradnicový systém.

3 Každou bázi (~b1, . . . , ~bn) lze normalisovat: v bázi

(
~b1

‖~b1‖
, . . . ,

~bn

‖~bn‖
) maj́ı všechny vektory normu 1.

Slogan: normálńı báze má jednotkové úseky na jednotlivých
soǔradnicových osách.

aPozor: jde jen o slogan. V́ıme, že nap̌ŕıklad leckterý skalárńı součin v rovině
může jako ortogonálńı vidět vektory, které

”
ve skutečnosti“ nesv́ıraj́ı pravý úhel.
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Definice (ortonormálńı báze, čili normálńı a ortogonálńı báze)

Bázi (~b1, . . . , ~bn) prostoru se skalárńım součinem, která splňuje
rovnost 〈~bi | ~bj〉 = δij ,

a ř́ıkáme ortonormálńı.

aKronecker̊uv symbol δ splňuje: δii = 1, δij = 0 pro i 6= j .

Poznámky

1 Kanonická báze (e1, . . . , en) prostoru Rn je ortonormálńı
vzhledem ke standardńımu skalárńımu součinu.

2 Pro jakoukoli bázi (b1, . . . ,bn) prostoru Rn existuje
jednoznačně určený skalárńı součin, ve kterém je tato báze
ortonormálńı (viz minulou p̌rednášku).

Stejnou větu lze dokázat pro obecné prostory nad R konečné
dimense. To dokazovat nebudeme.

3 Ortonormálńı báze jsou důležité: umožňuj́ı
”
zp̌ŕıjemnit“ řadu

výpočt̊u. Viz dále.
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Tvrzeńı (výpočet soǔradnic v ortonormálńı bázi)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je ortonormálńı báze prostoru se skalárńım

součinem. Pak ~x =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · ~bi , čili coordB(~x) =

〈~b1 | ~x〉...

〈~bn | ~x〉

.

Důkaz.

Definujeme: ~y =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · ~bi . Muśıme ukázat: ~y = ~x .

Pro libovolné pevné i0 ∈ {1, . . . , n} plat́ı:

〈 ~bi0 | ~y〉 = 〈 ~bi0 |
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · ~bi 〉 =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bi0 | ~bi 〉 = 〈~bi0 | ~x〉.

Takže 〈~bi0 | ~x − ~y〉 = 0, pro libovolné pevné i0 ∈ {1, . . . , n}.
Kdyby ~x − ~y 6= ~o, byla by (n + 1)-prvková množina nenulových
vektor̊u {~x − ~y , ~b1, . . . , ~bn} lineárně nezávislá.
To neńı možné: proto je ~y = ~x .
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Důsledek (skalárńı součin v ortonormálńı bázi)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je ortonomálńı báze prostoru se skalárńım

součinem. Pak plat́ı:a 〈~x | ~y〉 =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bi | ~y〉.

aPodle p̌redchoźıho to znamená: 〈~x | ~y〉 = xT · y, kde coordB(~x) = x a
coordB(~y) = y. Slogan: skalárńı součin v ortonormálńı bázi se poč́ıtá jako
standardńı skalárńı součin soǔradnic.

Důkaz.

〈~x | ~y〉 = 〈
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · ~bi |
n∑

j=1

〈~bj | ~y〉 · ~bj〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bj | ~y〉 · 〈~bi | ~bj〉 =
n∑

i=1

n∑
j=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bj | ~y〉 · δij =

n∑
i=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bi | ~y〉.
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Poznámka pro ty, ktěŕı chtěj́ı vidět souvislosti (nepovinné)

Předchoźı dvě tvrzeńı (výpočet soǔradnic v ortonormálńı bázi a
výpočet skalárńıho součinu v ortonormálńı bázi) jsou pouhou
instanćı toho, že pro ortonormálńı bázi B = (~b1, . . . , ~bn) prostoru L
tvǒŕı seznam

B∗ = (〈~b1 | −〉, . . . , 〈~bn | −〉)

bázi duálńıho prostoru L∗, která je duálńı báźı k bázi B.

V́ıce se lze dozvědět v kapitole 3.5 skript.

Zde se objevuj́ı výhody Diracovy (také: bra-ket) notace pro skalárńı
součin. Ve fyzice se vektor ~x často ṕı̌se jako |~x〉 (čteme: ket ~x).
Př́ıslušný kovektor se ṕı̌se jako 〈~x | (čteme: bra ~x). Skalárńı součin
〈~x | ~y〉 je pak aplikaćı kovektoru 〈~x | na vektor |~y〉. Tud́ıž 〈~x | ~y〉 je
bra-keta ~x a ~y .

aSamožrejmě: bra-ket je jazyková ȟŕıčka, správně by mělo být bracket.
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Daľśı d̊usledek (úhly vektoru se soǔradnicovými osami)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je ortonormálńı báze prostoru se skalárńım
součinem. At’ vektor ~x je nenulový. Potom pro úhel ϕi0 , který

vektor ~x sv́ırá se soǔradnicovou osou ~bi0 , plat́ı rovnosta

cosϕi0 =
〈~bi0 | ~x〉
‖~x‖

. Nav́ıc plat́ı
n∑

i=1

cos2 ϕi = 1.

aVšimněme si: tvrd́ıme, že 〈~bi0 | ~x〉, tj. i0-tá soǔradnice vektoru ~x vzhledem
k bázi B, se poč́ıtá jako součin ‖~x‖ · cosϕi0 . To je zobecněńı známého faktu
z elementárńı geometrie roviny (viz daľśı stranu).

Důkaz.

Protože 〈~bi0 | ~x〉 = ‖~bi0‖︸ ︷︷ ︸
=1

·‖~x‖ · cosϕi0 , plat́ı cosϕi0 =
〈~bi0 | ~x〉
‖~x‖

.

Dále:
n∑

i=1

cos2 ϕi =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉2

‖~x‖2
=

n∑
i=1

〈~bi | ~x〉2

‖~x‖2
=
〈~x | ~x〉
‖~x‖2

= 1.
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Předchoźı tvrzeńı v rovině s ortonormálńı báźı (e1, e2)

e1

e2

x

〈e1 | x〉

〈e2 | x〉

ϕ1

ϕ2

cosϕ1 =
orientovaná délka p̌rilehlé odvěsny

délka p̌repony
=
〈e1 | x〉
‖x‖

cosϕ2 =
orientovaná délka p̌rilehlé odvěsny

délka p̌repony
=
〈e2 | x〉
‖x‖

ϕ1 + ϕ2 =
π

2
, čili cosϕ2 = cos

(π
2
− ϕ1

)
= sinϕ1

Tud́ıž cos2 ϕ1 + cos2 ϕ2 = cos2 ϕ1 + sin2 ϕ1 = 1.
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Ortogonálńı projekce na p̌ŕımku a ortogonálńı rejekce
p̌ŕımkou
At’ ~s 6= ~o je vektor v prostoru L se skalárńım součinem 〈− | −〉.
Potom pro každý vektor ~x plat́ı:

1 Vektor 〈~s|~x〉〈~s|~s〉 · ~s zjevně lež́ı na p̌ŕımce span(~s).

2 Vektor ~x − 〈~s|~x〉〈~s|~s〉 · ~s je kolmý na p̌ŕımku ~s, protože plat́ı

〈~s | ~x − 〈~s|~x〉〈~s|~s〉 · ~s〉 = 〈~s | ~x〉 − 〈~s | ~x〉 · 〈~s|~s〉〈~s|~s〉︸︷︷︸
=1

= 0

Dostáváme tedy ortogonálńı rozklada vektoru ~x :

~s

〈~s|~x〉
〈~s|~s〉 · ~s︸ ︷︷ ︸

ortogonálńı projekce na p̌ŕımku span(~s)

~x − 〈~s|~x〉〈~s|~s〉 · ~s︸ ︷︷ ︸
ortogonálńı rejekce p̌ŕımkou span(~s)

~x

aSlovńık: projekce=proḿıtnut́ı, rejekce=odḿıtnut́ı.
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Zobecněńı: projekce na podprostor a rejekce podprostorem

At’ W je podprostor lineárńıho prostoru L se skalárńım součinem,
at’ ~x je libovolný vektor v L.
Vektoru projW (~x), který lež́ı ve W a pro který je ~x − projW (~x)
kolmý na všechny vektory z W , ř́ıkáme ortogonálńı projekce
vektoru ~x na podprostor W .

~x

projW (~x)

~x − projW (~x)

W

Vektoru ~x − projW (~x) budeme ř́ıkat ortogonálńı rejekce vektoru ~x
podprostorem W a budeme jej značit rejW (~x).
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Ortogonálńı rejekce je
”
nejkraťśı“ ze všech rejekćı

Pro jakýkoli vektor ~x , který nelež́ı ve W , a pro jakýkoli vektor ~w ,
který ve W lež́ı, vzniká pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami
projW (~x)− ~w a ~x − projW (~x), a s p̌reponou ~x − ~w .

~x

projW (~x)

~w

W

D́ıky Pythagorově větě tedy pro všechny vektory ~w z W plat́ıa

‖~x−projW (~x)‖2 ≤ ‖~x−projW (~x)‖2+‖projW (~x)− ~w‖2︸ ︷︷ ︸
≥0

= ‖~x−~w‖2

aNa této nerovnosti je založena metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, viz cvičeńı a
Dodatek C skript.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 10B-2023: Ortogonalisace a ortogonálńı projekce 14/21
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Věta (ortogonálńı projekce na podprostor s ortogonálńı báźı)
At’ M = {~u1, . . . , ~uk} je konečná neprázdná ortogonálńı množina
vektor̊u. Označme W = span(M). Pro libovolný vektor ~x je

projW (~x) =
k∑

i=1

projspan(~ui )(~x) =
k∑

i=1

〈~ui | ~x〉
〈~ui | ~ui 〉

· ~ui

ortogonálńı projekce vektoru ~x na podprostor W .
Důkaz.
Evidentně: projW (~x) lež́ı ve W .
Pro každé i0 = 1, . . . , k plat́ı 〈~ui0 | ~x − projW (~x)〉 = 0, protože:

〈~ui0 | ~x − projW (~x)〉 = 〈~ui0 | ~x〉 − 〈~ui0 | projW (~x)〉 =

〈~ui0 | ~x〉 − 〈~ui0 |
k∑

i=1

〈~ui | ~x〉
〈~ui | ~ui 〉

· ~ui 〉 =

〈~ui0 | ~x〉−
k∑

i=0

〈~ui | ~x〉
〈~ui | ~ui 〉

· 〈~ui0 | ~ui 〉 = 〈~ui0 | ~x〉− 〈~ui0 | ~x〉 = 0.
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Ortogonalisačńı proces (Gram-Schmidt)

Každou bázi B = (~b1, . . . , ~bn) prostoru se skalárńım součinem lze
p̌revést na bázi C = (~c1, . . . , ~cn) s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1 C je ortogonálńı, tj 〈~ci | ~cj〉 = 0 pro i 6= j .

2 Pro každé k ∈ {1, . . . , n} plat́ı
span{~b1, . . . , ~bk} = span{~c1, . . . , ~ck}.

Důkaz.

Definujemea

~c1 := ~b1, ~ck+1 := rejspan{~c1,...,~ck}(
~bk+1)︸ ︷︷ ︸

rejekce vektoru ~bk+1 podprostorem span{~c1, . . . , ~ck}

D́ıky definici je splněno span{~b1, . . . , ~bk} = span{~c1, . . . , ~ck}, pro
každé k ∈ {1, . . . , n}.
Prvńı podḿınka je splněna z definice ortogonálńı rejekce.

aSlogan: Gram-Schmidt je posloupnost postupných ortogonálńıch rejekćı.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 10B-2023: Ortogonalisace a ortogonálńı projekce 16/21
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Poznámka (ortonormalisačńı proces)

Pokud je C = (~c1, . . . , ~cn) ortogonálńı bázea prostoru L, je seznam

(
~c1
‖~c1‖

, . . . ,
~cn
‖~cn‖

) ortonormálńı báze prostoru L (tj je ortogonálńı a

norma každého prvku je 1):

〈
~ci
‖~ci‖

|
~cj
‖~cj‖
〉 =

1

‖~ci‖ · ‖~cj‖
· 〈~ci | ~cj〉 = δij

Každou konečnou bázi B v prostoru se skalárńım součinem tedy lze
ortonormalisovat:

1 Nejprve provedeme Gram-Schmidt̊uv ortogonalisačńı proces na
bázi B. Dostaneme ortogonálńı bázi C .

2 Ortogonálńı bázi C znormalisujeme výše uvedeným postupem.

aEvidentně pro každé i plat́ı ‖~ci‖ 6= 0, protože C je báze.
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Př́ıklad (ortogonalisace vektor̊u — Gram-Schmidt)

Vektory b1 =


1
1
1
1

, b2 =


0
1
1
1

 a b3 =


0
0
1
1

 jsou lineárně

nezávislé v R4. Př́ıslušnou bázi (b1,b2,b3) podprostoru W dimense
3 označ́ıme B.

Báze B neńı ortogonálńı vzhledem ke standardńımu skalárńımu
součinu v R4. Bázi B nyńı ortogonalisujeme. Výsledné vektory
v nové (ortogonálńı) bázi označ́ıme c1, c2, c3. Budeme postupovat
Gram-Schmidtovou metodou.

1 Prvńı vektor: c1 = b1 =


1
1
1
1

.
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Př́ıklad (pokrač.)

2 Druhý vektor: spočteme

b2 − projspan{c1}(b2) =


0
1
1
1

− 3
4 ·


1
1
1
1

 =


−3

4
1
4
1
4
1
4

.

Užitečný trik: protože skalárńı násobek neměńı ortogonalitu,

polož́ıme c2 = 4 ·


−3

4
1
4
1
4
1
4

 =


−3
1
1
1

.

T́ım se zbav́ıme pozděǰśıch nep̌ŕıjemných výpočt̊u se zlomky.
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Př́ıklad (pokrač.)

3 Třet́ı vektor: spočteme

b3 − projspan{c1,c2}(b3) =


0
0
1
1

− 2
4 ·


1
1
1
1

− 2
12 ·


−3
1
1
1

 =


0
−2

3
1
3
1
3



Opět se zbav́ıme zlomk̊u: c3 = 3 ·


0
−2

3
1
3
1
3

 =


0
−2
1
1

.

Výpočet je u konce: seznam (c1, c2, c3) je hledaná ortogonálńı
báze.
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Př́ıklad (normalisace ortogonálńı báze)

Normalisace ortogonálńı báze c1 =


1
1
1
1

, c2 =


−3
1
1
1

,

c3 =


0
−2
1
1

 podprostoru W v prostoru R4 se standardńım

skalárńım součinem je tvǒrena vektory

c1
‖c1‖

=
1

2
·


1
1
1
1

 ,
c2
‖c2‖

=
1√
12
·


−3
1
1
1

 ,
c3
‖c3‖

=
1√
6
·


0
−2
1
1


Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 10B-2023: Ortogonalisace a ortogonálńı projekce 21/21
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