Ortogonalni projekce v R"
Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim sou&inem

Matice ortogonalni projekce a metoda
nejmensich Ctverci

Odprednesenou l4tku naleznete v kapitole 12.4 a Dodatku C
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Minula prednaska
@ Ortogonalisa¢ni proces (Gram-Schmidt).
@ Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce.

© Ortogonalni projekce na podprostor s ortogondini bazi.

Dnesni pfednaska
V této predndsce se zaméFime pouze na linedrni prostory R” nad R.

© Vypolet matice ortogondlni projekce na podprostor
(s libovolnou bézi) v R".

@ Charakterisace matic ortogonalnich projekci v R".

© Aplikace projekci na ¥eSeni soustav linedrnich rovnic (metoda
nejmensich ¢tverci).?

?Budeme se v&novat pouze nejjednodussi form& metody nejmensich &tverci
v R" se standardnim skaldrnim souinem. V3e je podrobn& popsdno v tomto
vytahu z predndsky.
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Ortogonalni projekce v R”

PFipomenuti: projekce na podprostor a rejekce podprostorem

At W je podprostor linedrniho prostoru L se skaldrnim sou&inem,
at X je libovolny vektor v L.

Vektoru projy,(X), ktery lezi ve W a pro ktery je X — projy, (X)
kolmy na v8echny vektory z W, ¥ikdme ortogonalni projekce
vektoru X na podprostor W.

X — pijW(z)

Vektoru X — projy (X) ¥ikdme ortogondlini rejekce vektoru x
podprostorem W a zna&ime jej rejy, (X).?

?Slovnik: projekce=promitnuti, rejekce=odmitnuti.
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Ortogonalni projekce v R”

~ 766

Ortogonalni rejekce je ,nejkratsi* ze vSech rejekci

Pro jakykoli vektor X, ktery neleZi ve W, a pro jakykoli vektor w,
ktery ve W leZi, vznikd pravolhly trojihelnik s odvésnami

projy (X) — w a X — projy(X), a s pfeponou X — w.

Diky Pythagorové vét& tedy pro vsechny vektory w z W plati®

IX=proju (%) < [IX—proju (X)[|*+|[projw (%) — wl|* = [[x—w|

>0
?Na této nerovnosti je zaloZena metoda nejmensich &Etvercil, viz cvigeni a
druhd &ast této prednasky.
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Ortogonalni projekce v R”

Projekce na podprostor, u kterého nezname ortogonalni bazi

© V obecném pfipadé je vidy moZno nejprve obecnou bazi
ortogonalisovat (Gram-Schmidt) a poté pouZit vzorec pro
projekci na podprostor s ortogonalni bazi.

@ V ptipadé R" Ize vyuZzit znalosti metrického tensoru, viz nize.
Tvrzeni

At W je podprostor prostoru R” se skaldrnim sou&inem zadanym

metrickym tensorem G. At vektory a1, ..., aj tvo¥i jakoukoli bazi
podprostoru W. Ozna&me jako A = (ay,...,ax) pFislusnou matici.
Potom?

projy(x) =A-(AT-G-A)"1.AT .G x

“Tento divoky vzorec ma krotkou podobu pro standardni skalarni souéin:
plati proj,, (x) = A- (AT -A)~'- AT . x, protoze G = E,.

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Ortogonalni projekce v R”

P¥iklad (vypotet matice ortogonalni projekce)

V prostoru R3 se standardnim? skaldrnim sou&inem nalezn&te

1 1
matici projekce na rovinu W =span(|1],{1]). Vime: pro
1 1 1 0]
A=1|1 1],jePy=A-(AT-A)"1.AT matice ortogonalni
1 0

projekce na W.

-1
S W N CI AN Y
W= 2 2 110/ 9
10 0 0 2

—20
Napf¥iklad projekci vektoru [ 4 | na W spocitdme soucinem
6
1 1 1 0 —20 -8 1 1
—-l1 1 o|-( 4 |=(-8)=6-|1]+(-14)-(1
2 \o 0 2 6 6 1 0

?Metricky tensor tedy je G = Es.
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Ortogonalni projekce v R”

P¥iklad (vypocet matice ortogonalni projekce)
V prostoru R? se skaldrnim souinem s metrickym tensorem?

G= (1 ;) spottéte matici projekce na p¥imku W = span((i)).

Vime: pro A = G) jePw=A-(AT-G-A)"!.-AT .G matice
ortogonalni projekce.

TudizZ je

pu= ()0 0 (2 D) (e 0 (B D=L )

Napftiklad projekci vektoru na W spotitdme souinem

4
6

(2 (0)-5)-2()

?Jde o nestandardni skaldrni sou&in: to znamend, Ze jde o ortogonalni
projekci vzhledem ke skaldrnimu soutinu (x | y) =x" -G -y.
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Ortogonalni projekce v R”

Véta (charakterisace matic ortogonalnich projekci)
At R" je vybaven skaldrnim soutinem (— | —) s metrickym
tensorem G. Pro matici P : R" — R” je ekvivalentni:

© P je matice ortogondlni projekce na podprostor im(P)
dimense k.

@ rank(P) = kaplatiP2=Pa (P-x|y) = (x| P-y).

Dukaz.
P¥ednagka. [ |

Poznamka

Pro standardni skalarni sou&in v R” (tj. pro G = E,,) Ize druhou
podminku p¥eformulovat takto:

Q rank(P) =k aplatiP?=P a P = P.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Uvaha o bodech na pfimce

At {x1,x2,...,Xn} je alespoti dvouprvkovd mnoZina redlnych &isel.

Body
X1 X2 Xn
Vi y Vs g ey Vi

v R? le¥f na p¥imce tvaru y = ax + b pravé tehdy, kdy? soustava

rovnic
xx 1|y
x2 1|y
Xn 1| Yn

nad R ma Yedeni (Z)

DaleZité pozorovani: protoze {xj, x2,...,%,} je alespofl
dvouprvkovd mnozina realnych &isel, ma matice vySe uvedené
soustavy hodnost 2.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Uvaha o bodech na p¥imce (pokrat.)

At {x1,x2,...,xn} je alespoli dvouprvkovd mnoZina redlnych Cisel.

Co délat, kdyZ body
X1 X2 Xn
wlo )

v R? na p¥imce tvaru y = ax + b nelezi?

Lze nalézt p¥imku tvaru y = ax + b, kterd je (pro zadané body)
nejlep$i moznou volbou??

Dilezité pozorovani: soustava rovnic

xx 1lin
X2 1 Y2
Xp 1| yn

FeSeni mit nemizZe, hodnost matice soustavy je ale stale 2.

@Zatim nevime, co myslime slovem nejlepsi. Pravd&€podobné& chceme
minimalisovat chybu, které se dopustime.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Priklad

T¥i body (g) : ( > ( 0> na pfimce nelei.?
3
4
5

1
1 9 jako (A | b).
1110

Ozna¢me soustavu
Vime:
© (A | b) nema YeZeni, tj. vektor b neleZi v prostoru W = im(A).
@ Sloupce matice A tvofi bazi prostoru W.
© Soustava (AT - A | AT -b) mé pravé jedno Feeni, protoze
AT . A je positivng definitni (tudiz reguldrni).
Ozna&me toto Fedeni X. Plati tedy X = (AT - A)"1. AT . b
Q Matice Py ortogonalini projekce na W je tvaru
Py=A-(AT-A)"1.AT Tudiz A-X=Py -b.
@ Takze: |[rejy(b)[|?> = |b— A -%||?> < |lb— A -x||? pro v x.
To je ono: minimalisovali jsme &tverec chyby ||b — A - x||.

vt

?Body na prvni pohled ,,témé&F" lezi na pfimce y = 2x.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

P¥iklad (pokrat.) 3 1|6
Vy¥edime tedy soustavu (A |b)=| 4 1| 9 | metodou
5 1110

nejmensich &tvercd.?

@ Soustava (AT -A | AT .b) m4 tvar < i’g 132 ‘ 104 > a ma

iadiné Feeni 2
jediné Teseni { ;'3 |.
© Hledana pfimka ma tvar y = 2x + %

y
y:2x+%

?Regenim ziskdme ,,nejlepsi moZnou" p¥imku, kterou lze proloZit zadanymi

body. Rika se ji regresni pfimka.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Ptiklad (pokrat.)

5 3 1|6
Vektor <1/3> neni feSenim soustavy | 4 1] 9
5 1|10
31 ) 19/3
Plati {4 1 -(1/3>: 25/3
5 1 31/3
Ctverec chyby, které jsme se dopustili, je
6 19/3\ -1/3\
o) = (23)IP=1{23])1P=2/3
10 31/3 -1/3

a jde o nejmensi ¢tverec chyby.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 11A-2023: Projekce a metoda nejmensich &tverci  13/21



Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Reseni soustavy rovnic metodou nejmensich ¢tverci

At (A | b) je soustava nad R, kde matice A m3 linedrn& nezavislé
sloupce. Regeni soustavy (A | b) metodou nejmensich &tverci
probiha nasledovné:

@ Proto¥e A ma linedrn& nezavislé sloupce, je matice AT - A
positivné definitni, tedy regularni.

@ Soustava (AT -A| AT - b) m4 tedy jediné Fefeni, oznatme
toto Yedenix = (AT -A)"1- AT .b.
Tomuto jedinému YeZeni X se ¥ika Feseni soustavy (A | b)
metodou nejmensich &tverci.

M3 to ndsledujici diivod:
O Plati rovnost A-x=A- (AT -A)"1. AT .b. To znamens, ze
A - X je ortogondlIni projekce vektoru b na im(A).
@ ProtoZe ortogondini rejekce b — A - X vektoru b podprostorem

im(A) je ,nejkrat3i* rejekci vektoru b podprostorem im(A),
plati [b — A -X||?> < ||lb — A - x||?, pro kazdé x.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

llustrace ¥eseni soustavy (A | b) metodou nejmensich &tverci

Pokud ma matice soustavy (A | b) linedrn& nezavislé sloupce,
potom plati:

© Soustava (A | b) ma pravé jedno Fedeni X metodou nejmensich
¢tvercd.

@ Pro kazdé x plati nerovnost |[b — A -X||? < ||b — A - x]|2.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Dalsi pohled na feseni soustavy (A | b) metodou nejmensich

Ctvercii
Pro matici A = (a1, ...,ak) s linedrn& nezavislymi sloupci tvofi
seznam (ay, ..., ax) usporadanou bazi podprostoru W = im(A).

Regeni X soustavy (A | b) metodou nejmenich Etvercii je vektor
soufadnic vektoru Py - b vzhledem k uspofadané bazi (as,...,ax).
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

P¥iklad (FeSeni soustavy rovnic metodou nejmensich &tvercii)

1 1|2
Soustava (A | b) = 1 1|3 | nema fedeni (Frobeniova vé&ta).
0 2
1 3 2
Vnaéemp?p = 1], b= 3 ,AT~A—<2 2),
1 0
T TV RIS 2
Soustava ( ) m3 jediné feSeni x = <0 5).
2.5
Protoze A-X = [ 25 |, vektor X neni feSenim soustavy (A | b).
2

LAV

Ovsem jakykoli jiny vektor x by ,,dopadl jesté hire”. Pro vSechny
vektory x z R? toti? plati nerovnost

05=|b—A-x|><|b—A-x|?
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Ptiklad (proloZeni paraboly)

At {x1,x2,...,Xn} je alespofi t¥iprvkovd mnoZina redlnych &isel.

Body
X1 X2 Xn
wlo )y,

v R? le#f na parabole tvaru y = ax® 4+ bx + ¢ pravé tehdy, kdy?
soustava rovnic

X2 x 1 §%1

x22 x2 1|y

a
ma feSeni | b
C
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

P¥iklad (proloZeni paraboly, pokrat.)
DaleZité pozorovani: protoze {xj,x2,...,x,} je alespoii tfiprvkova
mnoZzina redlnych &isel, ma matice soustavy

2
xx x1 1wy
2
X x2 1|y

hodnost 3.
Opravdu: at x;, xj, xk jsou tfi navzdjem riizné hodnoty z mnoZiny
{x1,x2,. .., Xn}

Potom
X,-2 x;i 1
g 1= 06— xk) (i —xk) (x5 —xk) #0
xt xe 1
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

P¥iklad (proloZeni paraboly, pokrat.)

At {x1,x2,...,Xn} je alespofi t¥iprvkovd mnoZina redlnych &isel.

X2 Xn
Vs goeny Y

Body

()

v R? Ize prolozit parabolu y = ax® 4+ bx + ¢, kde | b

soustavy rovnic

metodou nejmensich &tverci.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

a
c
xx 1|y
x2 1|y
X, 1 Yn
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Zavéretna poznamka

ReSeni soustav metodou nejmensich ¢tvercl ma ¥adu aplikaci. Je
zdkladem regresnich metod v matematické statistice, viz naptiklad
knihu

@ Douglas C. Montgomery a George C. Runger, Applied

statistics and probability for engineers, 3.ed, John Wiley &
Sons, New York, 2003.

Historicka poznamka

Autorem metody nejmensich ¢tvercii je némecky matematik Karl
Friedrich Gauss (1777-1855). V roce 1801 Gauss tuto metodu
pouzil pro predikci drahy planetky Ceres, ktera 40 dni po objevenf{
zmizela evropskym astronomim za Sluncem. Gauss predpovédél
polohu, kde se planetka za 10 mésicli opét objevi.
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