
Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad a pseudoinverse

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 14 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Ćıle této p̌rednášky
1 Každá symetrická matice A : Rn → Rn má pouze reálné

vlastńı hodnoty a je diagonalisovatelná.a

Nav́ıc: vlastńı vektory symetrické matice tvǒŕı
”
hezkou bázi“

prostoru Rn.

2 Jako důsledek p̌redchoźıho ukážeme, že každou matici
M : Rs → Rr lze napsat jakob

M = USVT︸ ︷︷ ︸
SVD rozklad M

kde S je
”
diagonálńı“ a U−1 = UT a V−1 = VT .

3 Ukážeme aplikace SVD rozkladu.

aTento výsledek nebudeme dokazovat, vyžaduje hlubš́ı znalosti z reálné
analýzy.

bVýpočty z této p̌rednášky jsou časově velmi náročné. U ústńı zkoušky může
být vyžadováno základńı pochopeńı teorie (str 7 a 8 tohoto tématu), nikoli
výpočty.
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Věta o hlavńıch osách (pro standardńı skalárńı součin)

Pro každou symetrickou reálnou matici A : Rn → Rn existuje
ortonormálńı báze Rn složená z vlastńıch vektor̊u matice A. Nav́ıc
matice A má pouze reálné vlastńı hodnoty.

Důkaz.

Bez důkazu (je těžký). Viz Důsledek 14.1.5 skript.

Vysvětleńı

A zobrazuje jednotkovou kouli na (p̌ŕıpadně degenerovaný) elipsoid.
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Důsledek — SVD rozklad matice pro stand. skalárńı součin

Libovolnou matici M : Rs → Rr lze zapsat ve tvaru USVT , kde

1 V : Rs → Rs a U : Rr → Rr jsou ortogonálńı, tj. VT = V−1 a
UT = U−1.

2 S : Rs → Rr má na hlavńı diagonále kladná č́ısla
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σh (tzv. singulárńı hodnoty matice M), kde
h = rank(M). Všude jinde má matice S nuly.

Myšlenka d̊ukazu.
1 Matice A = MTM : Rs → Rs je symetrická. Jej́ı vlastńı

hodnoty jsou nezáporné. Sěrad’te je: λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λs ≥ 0.
Označte p̌ŕıslušnou ortonormálńı bázi jako (v1, . . . , vs).

2 Definujte σ1 =
√
λ1, . . . , σs =

√
λs . Vyberte nenulová σi :

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σh > 0 a definujte ui = Mvi/σi pro
i = 1, . . . , h a doplňte na ortonormálńı bázi (u1, . . . ,ur ).
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklad (SVD rozklad)

Nalezneme SVD rozklad pro M =

(
14 4 11
−2 8 7

)
.

1 MTM =

(
14 −2
4 8

11 7

)
·
(

14 4 11
−2 8 7

)
=

(
200 40 140
40 80 100

140 100 170

)
2 Vlastńı hodnoty MTM jsou λ1 = 360, λ2 = 90, λ3 = 0.

Př́ıslušná ortonormálńı báze vlastńıch vektor̊u je

(

(
2/3
1/3
2/3

)
,

(
−2/3
2/3
1/3

)
,

(
1/3
−2/3
2/3

)
). Tud́ıž V =

(
2/3 −2/3 −1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)
.

3 Singulárńı hodnoty M jsou σ1 =
√
λ1 = 6

√
10,

σ2 =
√
λ2 = 3

√
10.
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklad (SVD rozklad, pokrač.)

4 u1 = Mv1/σ1 a u2 = Mv2/σ2:

1

6
√

10
·
(

14 4 11
−2 8 7

)
·

(
2/3
1/3
2/3

)
=

(
3/
√

10

1/
√

10

)
1

3
√

10
·
(

14 4 11
−2 8 7

)
·

(
−2/3
2/3
1/3

)
=

(
−1/
√

10

3/
√

10

)
5 Plný SVD rozklad M je:(

14 4 11
−2 8 7

)
=

(
3/
√

10 −1/
√

10

1/
√

10 3/
√

10

)
·
(

6
√

10 0 0

0 3
√

10 0

)
·

(
2/3 −2/3 1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)T
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Geometrie SVD rozkladu M = USVT

Matice V = (v1, . . . , vs) a U = (u1, . . . ,ur ) jsou tvǒreny vektory
nových ortonormálńıch báźı V a U prostor̊u Rs a Rr , ve kterých se
M : Rs → Rr jev́ı jako změna mě̌ŕıtka S : Rs → Rr .

Rs
TKs 7→V

// Rs S // Rr
TU 7→Kr // Rr

Protože TKs 7→V = (TV 7→Ks )
−1 = V−1 = VT a TU 7→Kr = U,

znázorňuje vrchńı obrázek opravdu

Rs VT
// Rs S // Rr U // Rr

A to je p̌resně SVD rozklad matice M.
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Geometrie SVD rozkladu M = USVT (pokrač.)

Obraz jednotkové koule v Rs p̌ri zobrazeńı x 7→Mx:

1 Rotace (p̌ŕıpadně nevlastńı) VT : Rs → Rs :

VT

2 Změna mě̌ŕıtka (p̌ŕıpadně i s degeneraćı) S : Rs → Rr :

S

3 Rotace (p̌ŕıpadně nevlastńı) U : Rr → Rr :

U
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Redukce SVD rozkladu a aproximace SVD rozkladem

Plný SVD rozklad USVT matice M hodnosti h lze psát jako

M =
h∑

j=1

σj · uj · vTj

kde uj jsou sloupce U a vj jsou sloupce V.
Částečné součty

Mk =
k∑

j=1

σj · uj · vTj

pro k ≤ h maj́ı hodnost k a plat́ı

‖M−Mk‖F = min {‖M− X‖F | X : Rs → Rr , rank(X) ≤ k}
kde

‖X‖F =

√√√√ s∑
j=1

xTj · xj =

√√√√ s∑
j=1

r∑
i=1

x2
ij

je Frobeniova norma matice X = (x1, . . . , xs) = (xij).
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklad

Pro M =

(
14 4 11
−2 8 7

)
lze psát jej́ı SVD rozklad

M =

(
3/
√

10 −1/
√

10

1/
√

10 3/
√

10

)
·
(

6
√

10 0 0

0 3
√

10 0

)
·

(
2/3 −2/3 1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)T

jako

M = 6
√

10·
(

3/
√

10

1/
√

10

)
·(2/3 1/3 2/3)+3

√
10·
(
−1/
√

10

3/
√

10

)
·(−2/3 2/3 1/3)

a

M1 = 6
√

10 ·
(

3/
√

10

1/
√

10

)
· (2/3 1/3 2/3) =

(
18/15 9/15 18/15
6/15 3/15 6/15

)
Plat́ı ‖M−M1‖F

‖M‖F
=

3
√

10√
450
≈ 0.477
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Chyba p̌ri nahrazeńı částečným součtem SVD rozkladu

Plat́ı rovnost:

‖M−Mk‖F =
√
σ2
k+1 + . . .+ σ2

h

Speciálně:

‖M‖F =
√
σ2

1 + . . .+ σ2
h

Pod́ılu

‖M−Mk‖F
‖M‖F

=

√
σ2
k+1 + . . .+ σ2

h

σ2
1 + . . .+ σ2

h

ř́ıkáme relativńı změna matice M (p̌ri nahrazeńı M k-tým
částečným součtem jej́ıho SVD rozkladu).

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 11B-2023: SVD rozklad a pseudoinverse 11/21
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad matice lze použ́ıt ke kompresi dat

Obrázek

lze zadat matićı

M =



0 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0 0
0 0.5 0 0 0 0 0.5 0

0.5 0 0 0 0 0 0 0.5
0.5 0 1 0 0 1 0 0.5
0.5 0 0 0 0 0 0 0.5
0.5 0 1 0 0 1 0 0.5
0.5 0 0 1 1 0 0 0.5
0 0.5 0 0 0 0 0.5 0
0 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0 0


kde 0 = b́ılá, 0.5 = šedá, 1 = černá.
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad matice lze použ́ıt ke kompresi dat (pokrač.)

SVD rozklad matice M má tvar USVT , kde matice S je:

S =



2.57 0 0 0 0 0 0 0
0 1.61 0 0 0 0 0 0
0 0 1.13 0 0 0 0 0
0 0 0 1.00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


Ke kompresi stač́ı použ́ıt prvńı čty̌ri singulárńı hodnoty (prvky na
hlavńı diagonále S) matice M, protože pátá až osmá singulárńı
hodnota je rovna nule.
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SVD rozklad matice lze použ́ıt ke kompresi dat (pokrač.)

Obrázky pro prvńı čty̌ri aproximace matice M vypadaj́ı takto:

Relativńı změny matice M jsou následuj́ıćı:
‖M−M1‖F
‖M‖F

≈
√

1.612 + 1.132 + 1.002

2.572 + 1.612 + 1.132 + 1.002
≈ 0.65

‖M−M2‖F
‖M‖F

≈
√

1.132 + 1.002

2.572 + 1.612 + 1.132 + 1.002
≈ 0.45

‖M−M3‖F
‖M‖F

≈
√

1.002

2.572 + 1.612 + 1.132 + 1.002
≈ 0.30

‖M−M4‖F
‖M‖F

≈
√

0

2.572 + 1.612 + 1.132 + 1.002
= 0.00
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Co dělat, když matice A : Rs → Rr nemá inversi?

o

ker(A)
im(A+)

o

im(A)

ker(A+)

A+b

b

projim(A)(b)

rejim(A)(b)

Rs RrA+

A
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Tvrzeńı

At’ A : Rs → Rr je matice. Potom existuje nanejvýš jedna matice
A+ : Rr → Rs , která splňuje následuj́ıćı čty̌ri podḿınkya

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A, (AA+)T = AA+

aMatici A+, která tyto čty̌ri podḿınky splňuje, ř́ıkáme pseudoinverse matice
A.

Důkaz.

Bez důkazu (neńı těžký, ale neńı zaj́ımavý). Pro zájemce, viz
Tvrzeńı 14.4.1 skript.
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklady pseudoinverśı

1 At’ A : Rn → Rn je regulárńı matice. Potom A+ = A−1.

Plat́ı totiž rovnosti:
1 AA−1A = A
2 A−1AA−1 = A−1

3 (A−1A)T = En = A−1A
4 (AA−1)T = En = AA−1

2 At’ Os,r : Rs → Rr . Potom (Os,r )+ = Or ,s .

Plat́ı totiž rovnosti:
1 Os,rOr ,sOs,r = Os,r

2 Or ,sOs,rOr ,s = Or ,s

3 (Or ,sOs,r )
T = Os,s = Or ,sOs,r

4 (Os,rOr ,s)T = Or ,r = Os,rOr ,s
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklady pseudoinverśı (pokrač.)

3 At’ A : Rk → Rn má hodnost k. Potom A+ = (ATA)−1AT .

Plat́ı totiž rovnosti:
1 A(ATA)−1ATA = A
2 (ATA)−1ATA(ATA)−1AT = (ATA)−1AT

3 ((ATA)−1ATA)T = (ATA)−1ATA
4 (A(ATA)−1AT )T = A(ATA)−1AT

Pozorováńı: v tomto p̌ŕıpadě plat́ı

AA+b = projim(A)(b)

To nás nep̌rekvapuje: tak jsme pseudoinversi vymysleli!
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Věta (nalezeńı pseudoinverse pomoćı SVD rozkladu)

At’ A = USVT je plný SVD rozklad matice A : Rs → Rr . Potom
plat́ı:

1 Matice

S+ = (
1

σ1
e1, . . . ,

1

σh
eh, o, . . . , o︸ ︷︷ ︸

(r − h)-krát

)

je pseudoinverse matice S.

2 Matice
A+ = VS+UT

je pseudoinverse matice A.

Důkaz.

Bez důkazu. Viz Důsledek 14.4.5 skript.
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Př́ıklad (výpočet pseudoinverse pomoćı SVD rozkladu)

Nalezneme M+ pro matici

M =

(
14 4 11
−2 8 7

)
Plný SVD rozklad matice M je roven(

3/
√

10 −1/
√

10

1/
√

10 3/
√

10

)
·
(

6
√

10 0 0

0 3
√

10 0

)
·

(
2/3 −2/3 1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)T

a proto

M+ =

(
2/3 −2/3 1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)
·

(
1/(6
√

10) 0

0 1/(3
√

10)
0 0

)
·
(

3/
√

10 −1/
√

10

1/
√

10 3/
√

10

)T

= 1
180 ·

(
10 −10
7 13
4 8

)
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Daľśı aplikace SVD rozkladu — nepovinné

1 Pseudoinverse matic souviśı s metodou nejmenš́ıch čtverc̊u,
viz Dodatek C skript.
Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u slouž́ı k

”
proložeńı optimálńı

ǩrivky“ namě̌renými daty s nejmenš́ı kvadratickou chybou.

2 Latentńı sémantické indexováńı databáźı (také: LSI), viz
Dodatek G skript.
Pro databáze lze vytvǒrit vektorový model a SVD rozklad lze
použ́ıt k vyhledáńı skrytých sémantických koncept̊u v databázi.

3 Analýza hlavńı komponenty (také: PCA), viz Dodatek G
skript.
Při analýze multidimensionálńıch dat lze objevit

”
hlavńı

komponenty dat“, tj. lze nalézt podstatné namě̌rené veličiny.

4 A mnoho daľśıch aplikaćı. . .
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