Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha
Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Vzajemna poloha afinnich podprostorii

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitolach 7.1, 7.2
a 7.3 skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Co jiz vime? (pfednasky z teorie soustav linearnich rovnic)
©Q ProA:F° — F abzF jeobecné feseni soustavy Ax = b
tvaru p + ker(A).
MnoZina p + ker(A) je d-dimensionalni afinni podprostor (kde
d = def(A)) v prostoru F*. Tato plocha prochazi bodem p.
@ Jakoukoli podmnoZinu prostoru F° tvaru p + W, kde W je
linedrni podprostor prostoru F° a p je bod F*, Ize povaZovat
za mnozinu YeSeni n&jaké vhodné soustavy rovnic Ax = b.
Dnes$ni prednaska
© ZaméFime? se na afinni podprostory prostoru R"” nad R.
© Budeme studovat vzdjemnou polohu afinnich podprostorii
prostoru R".
© Porovname dva popisy afinnich podprostorii: parametricky
zapis a rovnicovy z3pis.

?Celd dnesdni pfednaska projde v prostorech typu F" nad F, kde F je t&leso.
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha
Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Definice

Mnozing p+ W = {p+x | x € W}, kde W je linedrni podprostor
prostoru R" a p je bod z R", ¥ikdme afinni podprostor prostoru R".
Dimense? afinniho prostoru p + W je &islo dim(W). Linedrnimu
prostoru W ¥ikdme smér afinniho podprostoru p + W.

?Afinnim podprostorim v R" dimense 0 budeme ¥ikat body, afinnim
podprostorim v R" dimense 1 budeme ¥ikat pfimky, afinnim podprostorim v R”
dimense 2 budeme ¥ikat roviny.
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Ptiklady afinnich podprostorii prostoru R*

Mnoziny
1 10 1 1 2 0
-2 9 4 3 2
6 | | 3] tsean(]s)) g | tspan(f 1[5 ])
7 -1 0 9 0 0
1 1 1 1
0 + span( 1 1 0 )
0 PAL 1 [ o] |0
1 0 0 0

jsou afinni podprostory prostoru R*. Jejich dimense jsou postupn&
0, 1, 2 a 3. A jejich sméry jsou:

0 1 2 0 1\ /1\ /1
0 4 3 2 1| [1] [o
0 0 0 0 o/ \o/ \o
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

P¥iklad (vzdjemna poloha p¥imek v R3, intuitivni vypocet)

0 0 0 0
@ Primky | -1 ] +span({2])a [1] +span(2]) jsou
2 1 2 1
rovnob&Zné.
0

Obé& p¥imky maji stejny smér, je jim vektor | 2
1

0 0 0 3
@ P¥imky (—1) + span( (2)) a (—1) + span( <2>)jsou
2 1 2 1

riiznobézné.
To zjistime ndsledujicim zplsobem: p¥imky nejsou rovnobézné:
rovnost span( | 2 |) = span(| 2 |) neplati. Navic maji ob&
1 1
0
p¥imky spole¢ny bod, je jim vektor [ —1
2
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

P¥iklad (vzadjemna poloha p¥imek v R3, pokra&.)

3 0 3 3
© P¥imky (3] +span({2])a [3] +span(|2]) jsou
1 1 0 1

mimob&zné.

To zjistime nasledujicim zplsobem: p¥imky nejsou rovnobézné:

0
rovnost span( | 2 |) = span(| 2 |) neplati. Navic ob& p¥imky
1 1
nemaji spole¢ny bod: neexistuji redInd &isla s, t tak, ze
3
3
1

O tom se Ize snadno pfesvédiit feSenim prisluiné soustavy
rovnic.

Jak postupovat v R"?

Potfebujeme dobré definice a dobrd kritéria vzajemné polohy!
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Definice (vzajemna poloha afinnich podprostorii)

At m=p+ W an’/ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R". Rekneme, Ze

@ = a 7’ jsou rovnob&zné, pokud plati W C W’ nebo W' C W.

@ m a 7 jsou riiznob&zné, pokud nejsou rovnob&zné a maji
alespofi jeden spole¢ny bod.

© m a 7' jsou mimob&Zné, pokud nejsou rovnob&zné a nemaji
zadny spoleény bod.
Dimensi linedrniho podprostoru W N W' budeme ¥ikat stupefi
rovnob&znosti afinnich podprostorii  a 7.

Poznamka
Pro dva afinni podprostory v a 7/ prostoru R” plati:

bud 7 a7 jsou rovnobéiné] 3 7 a7’ jsou rﬁznobéiné]
oo

hepo 7 a 7’ nejsou rovnob&zné i 7 a 7 jsou mimobéiné]
nepo
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Tvrzeni (charakterisace rovnobéznych disjunktnich afinnich
podprostorti)

At w=p+ W an/ = p’ + W’ jsou dva afinni podprostory prostoru
R". At W' C W. Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
@ Afinni podprostory w a 7’ jsou disjunktni.
@ Pro jakykoli vektor x v 7 a jakykoli vektor X’ v 7’ vektor
x — X' nelezi ve W.
© Vektor p — p’ nelezi ve W.

@ Existuje vektor x v 7 a existuje vektor X’ v 7’ tak, Ze vektor
x — X’ nelezi ve W.

Dukaz.

P¥ednaska. [ |
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Tvrzeni (charakterisace riiznob&znych afinnich podprostorii)

At m=p+ W an/ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R", které nejsou rovnobézné. Potom jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:
@ Afinni podprostory  a 7’ jsou riiznob&zné.
@ Pro jakykoli vektor x v 7 a jakykoli vektor X’ v 7’ vektor
x—x' lezive WV W'
© Vektor p —p’ lezive WV W',
@ Existuje vektor x v 7 a existuje vektor X’ v 7’ tak, Ze vektor
x—x'lezive WV W'

Dukaz.
P¥ednaska.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 12A-2023: Vzajemna poloha afinnich podprostorii

9/29



Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Tvrzeni (charakterisace mimobéznych afinnich podprostorii)

At m=p+ W an’ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R", které nejsou rovnobézné. Potom jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

7

@ Afinni podprostory 7w a 7’ jsou mimob&zné.
@ Vektor p — p’ nelezi ve WV W',

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad (dva rizné zapisy jedné p¥imky)
Dva zéapisy téZe pfimky v R?

(;)Jr(i’)-t, teR —x+3y =5
N———

rovnicovy zapis

parametricky zapis
Oba typy zapisu jsme jiz potkali p¥i Gvahdach o YeSitelnosti soustav
linedrnich rovnic a zapisovali jsme je jako

(3)+san((3)) 1319

—

Ziskavame informace o smérovém vektoru a normalovém vektoru.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Tvrzeni (Existence parametrického a rovnicového zapisu)

At = p + W je d-dimensionalni afinni podprostor prostoru R".
Potom existuji dv& matice S: RY — R" a N7 : R” — R tak, e
plati:

© Plati im(S) = W = ker(NT), rank(N)" =n—d a
rank(S) = d.

@ Vektor x leZi v m pravé tehdy, kdyZ plati rovnost x =p+S -t
pro n&jaké t. Tomuto zdpisu ¥fikdme parametricky zapis
afinniho podprostoru 7.

© Vektor x lezi v 7 pravé tehdy, kdyz plati rovnost
N7 . (x — p) = o. Tomuto zépisu ¥ikdime rovnicovy zapis
afinniho podprostoru .

Duikaz.
Predndska. |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Poznamky

im(S) = W = ker(N")

Pozor: musf platit rovnosti rank(S) = d a rank(N') = n — d.
@ Prot je rovnicovy zépis ve tvaru N7 - (x — p) = 0?
© Bod p vyhovuje rovnici N7 - (x — p) = o. lhned vidime, Ze
afinni podprostor prochazi bodem p.

@ Pokud oznatime jako N = (ny,...,n,_4), pak rovnost
NT . (x — p) = o je ekvivalentni rovnostem
(n | x=p)=0, (no|x—p)=0, ..., (np_g|x—p)=0

To znamend, Ze sloupce matice N si Ize pFestavit jako seznam
linedrné nezavislych ,,normal" p¥islusného afinniho podprostoru.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Tvrzeni (charakterisace rovnobéznych disjunktnich afinnich
podprostorti)

At m=p+ W an/ = p’ + W’ jsou dva afinni podprostory prostoru
R", zaddny parametricky jakox =p+S-tax' =p'+ 95 -t
© Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
@ Plati W C W.
@ Plati span(s],...,s,,) Cspan(si,...,sq), kde
S’ =(s},...,sy)aS=((s1,...,8q).
© Simultdnni soustava (S | S') m3 YeZeni.
@ At W' C W. Nésledujici podminky ekvivalentni:
@ Afinni podprostory w a ©’ jsou disjunktni.
@ Pro jakykoli vektor x v 7 a jakykoli vektor x’ v 7’ soustava
(S | x — x) nem3 ¥eZeni.
© Soustava (S | p — p’) nem4 ¥eZen.
O Existuje vektor x v 7 a existuje vektor x’ v 7’ tak, Ze soustava
(S | x — x’) nem3 ¥e3eni.
Diikaz.
Pfednaska. |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Tvrzeni (charakterisace riiznobéznych afinnich podprostori)

At m =p+ W an/ =p’' + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R", které nejsou rovnob&zné. At m a ' zadany
parametricky jakox =p+S-tax'=p' + S -t'. Potom jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

@ Afinni podprostory 7 a 7’ jsou riiznob&zné.

@ Pro jakykoli vektor x v 7 a jakykoli vektor x’ v 7’ soustava
(S’, S| x —x) md ¥eSeni.

© Soustava (S, S| p — p’) md Fedeni.

@ Existuje vektor x v 7 a existuje vektor X’ v 7’ tak, Ze soustava
(S, S| x —x') ma YeSeni.

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Tvrzeni (charakterisace mimobéznych afinnich podprostorii)

At m =p+ W an/ =p’ + W’ jsou dva afinni podprostory
prostoru R", které nejsou rovnob&zné. At m a ' zadany
parametricky jakox =p+S-tax' =p’'+ 5 -t’. Potom jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

e

@ Afinni podprostory w a 7’ jsou mimob&zné.

@ Soustava (S/, S| p — p’) nem3 YeZeni.

Dikaz.
P¥ednaska. [ |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Diilezita poznamka
P¥i rozhodovani o vzdjemné poloze afinnich podprostorii  a 7’ je
velmi rozumné postupovat podle obrazku

7 a7 jsou rovnobezne
m a7’ jsou rﬁznobéiné]
Nepg 7 a 7' nejsou rovnob&Zné
nep
o

m a7 jsou mimobéiné]

Povsiméte si, Ze tak tomu bude ve vSech nasledujicich pt¥ikladech.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Priklad 1 (vzajemna poloha dvou rovin v R°)

V R® rozhodn&te o vzajemné poloze afinnich podprostor(i

+ span( + span(

3

Il
= O OO o
O O OO
O O O+ O

SN—r

2‘\

Il
O O OO
oNeoNeN e
OO OO

_Z

© RovnobéZnost: ani jedna ze simultdnnich soustav

O OO o
[eNeNoN o]
[eNeNeN o]
OO = OO
[eNeNoN o]
[eNeN ol
O OO o+
[eNeNoN o]

nem3 YeSeni. TakZe 7 a 7’ nejsou rovnob&zné.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 1 (vzajemna poloha dvou rovin v R®, pokraé.)

© Riiznobéznost: stadi zjistit, zda soustava?

1.0 0 0| O
0 1.1 0|0
0 0 0 1]0
0 0 0 0f-1
0 0 0 0] 1

m3 YeSeni. ProtoZze ¥eeni neexistuje, jsou  a 7' mimob&zné.

Zavér: roviny 7 a ' jsou mimob&zné.

?Prava strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 2 (vzajemna poloha p¥imek v R3)

0 0
Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimek w = [ -1 | +span(|2]) a
2 1
0 0
7' =|1] +span(|2]).
2 1
© Rovnobéznost: ob& simultanni soustavy
0|0 0|0
212 212
1|1 1)1

7

maji zjevné& Yedeni; w a 7’ jsou rovnob&zné.

@ Jsou 7 a 7’ disjunktni? Stadi zjistit, zda soustava rovnic

0] 0
2| =2
110

ma ¥edeni. Pravd strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 2 (vzajemna poloha p¥imek v R3, pokrat.)

Soustava
0| O
21 =2
110

evidentn& ¥eSeni nem3; p¥imky m a 7’ jsou disjunktni.

Zavér: ptimky 7 a 7’ jsou rovnob&zné a disjunktni.

Priklad 3 (vzajemna poloha p¥imek v R3)

0 0
Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimek 7= [ -1 | +span(|2]) a
2 1
0 3
7 =|-1] +span(|2]).
2 1
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 3 (vzajemna poloha p¥imek v R3, pokrat.)

@ Rovnob&Znost: Zadnda ze simultannich soustav

0|3 3]0
2|2 2|2
1|1 1)1

7

fedeni nem3; p¥imky 7 a 7’ nejsou rovnob&zné.
@ RiznobéZnost: protoZe soustava?
0 3]0
2 210
1 1|0

ma ¥edeni, jsou p¥imky 7 a @’ rliznob&zné.

Zavér: ptimky 7 a 7’ jsou riiznob&zné.

?Pravéa strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Ptiklad 4 (vzajemna poloha pfimek v R3)

3 0
Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimek = [ 3] +span(|[2]) a
1 1
3 3
7 =3 +span({2]).
0 1
@ Rovnob&Znost: Zadnd ze simultdnnich soustav
0|3 3|10
2|2 2|2
1)1 1|1

fedeni nem3; p¥imky 7 a 7’ nejsou rovnob&zné.
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha
Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 4 (vzajemna poloha p¥imek v R3, pokrat.)
@ Riznobé&Znost: soustava?
0 3|0
2 210
1 11

nem3 YeSeni, pfimky 7 a 7’ jsou mimobg&zné.

7

Z3vér: p¥imky 7 a 7’ jsou mimob&zné.

?Prava strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 5 (vzajemna poloha dvou rovin v R?%)

V R* rozhodné&te o vzdjemné poloze afinnich podprostori

1 1 1 2 0 0
= o| (2 ;-1 o| |2
= 5 + span( 3l |3 ) =3 + span( 3l |3 )

1 1 1 1 1 1

© Rovnobéznost: Ffesime simultanni soustavy

= W o
=W N =
= W o o
= w N O
= W o o
= WwN o
H W o
=W N =

Roviny budou rovnobézné, pokud alespori jedna simultdnni
soustava m3a feSen.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 5 (vzajemna poloha dvou rovin v R*, pokraé.)

@ Pomoci Gaussovy eliminace dostdvdame

1 10 O 1 1|10 O Ry
0 2|0 2 0 2(0 2 R
3 3[/3 3 0 03 3 R; — 3R
1 1|1 1 0 01 1 Ry — Ry
Simultdnni soustava
1 1/0 O
0 2|0 2
3 33 3
1 1|11 1

tedy FeSeni nema.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 5 (vzajemna poloha dvou rovin v R*, pokraé.)

©® Pomoci Gaussovy eliminace dostavame

0 0|1 1 1 1|1 1 Ry 1 1|1 1 R:
0 2|0 2 0 2(0 2 R> 0 2|0 2 R>
3 3|3 3 0 0|1 1 R 0 0|1 1 Rs
1 1|1 1 3 3/3 3 Rs3 0 0|0 O Rys — 3R,
Ani simultanni soustava
0 0|1 1
0 2|0 2
3 3/3 3
1 1|11 1

tedy ¥eSeni nem3.
Uk&zali jsme, Ze w a 7’ nejsou rovnob&zné.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 5 (vzajemna poloha dvou rovin v R*, pokraé.)

© Riiznobéznost: stadi zjistit, zda soustava?

1 1 0 0f-1

0 2 0 2|-1

3 3 3 3|0

1 1 1 10

ma FeSeni.

1 1 0 0f-1 1 1 0 0]-1\R 1 1 0 0]-1\R
0202—1N0202—12N0202—12
3 3 3 3|0 0 0 3 3| 3 »—3R| 0 0 3 3| 3 /s
1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 Ry — Ry 0 0 0 0] O 3Ry — R3

Regeni existuje,  a 7’ jsou riiznob&zné.

Zavér: roviny 7 a ©’ jsou riiznob&zné.

?Prava strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Zavéretna poznamka

Tvrzeni o rovnobé&Znosti, riznob&Znosti, mimob&Znosti, existenci
parametrického zdpisu a rovnicového zdpisu lze stejnym zpiisobem
dokéazat v prostoru F”, kde F je jakékoli téleso.?

?To znamena: rozumime nap¥iklad pojmim rovnobé&zZnosti, riiznob&znosti,
mimob&Znosti afinnich podprostorti prostoru C® nad C.

Co p¥isté a prespristé?
© Zavedeme vektorovy soudin v R, kde n > 2.

© Naudime se pocitat vzajemné vzdalenosti afinnich podprostorti
prostoru R”.

Tyto vysledky budou podstatné vyuZivat existenci standardniho
skaldrniho soucinu v R".
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