Gramiiv determinant
Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Vektorovy soucin

Odp¥ednesenou latku naleznete v dodatcich B.1 a B.2
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Dnesni pfednaska
Budeme pracovat v R" nad R se standardnim skalarnim soudinem.
© Naudime se spoditat objem k-rovnobé&znosténu pro k < n.?

Q@ V R”, pro n > 2, zavedeme vektorovy soucin libovolného

seznamu vektord (X1, ...,X,—1). DokdZeme né&které vlastnosti
vektorového soudinu. Tim si p¥ipravime pidu pro pFisti
prednasku.

?P¥ipomeiime, Ze umime spoé&itat (dokonce orientovany) objem
n-rovnob&Znosténu v R".

PFisti prednaska

Budeme pracovat v R" nad R se standardnim skaldrnim sou&inem,
a tim padem se standardnim pojmem vzdalenosti.

Vysledky dne3ni (a minulé) prednasky vyuZijeme ke stanoveni
vzdalenosti dvou afinnich podprostori prostoru R".
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Gramiiv determinant

Problém

V R" je zaddn seznam vektord (ai,...,ax), kde k < n. Jak nalézt
neorientovany objem

Vk(al, cen ,ak)
rovnob&Znosténu, uréeného seznamem (ay,...,ax)?
Regeni
Oznalme A = (a1, ..., ax).

© Jestlize k = n, potom
Vp(a1,...,a,) = absolutni hodnota det(A)

@ Jestlize k < n, potom det(A) neni definovan, protoZe matice
A nenf ¢tvercovd!
Matice AT A ale ¢tvercova je (ma rozméry k x k). Uvidime,

Ze plati
V,,(al,... ,ak) = det(ATA)
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Gramiiv determinant

Definice (Gramova matice a Gramiiv determinant)

At matice A : RK — R" ma sloupcovy zapis (ay, ...,ax), kde
k <n.
@ Matici ATA : RK — R budeme ¥ikat Gramova matice
seznamu vektorli (ai,...,ax).
@ Determinantu det(AT A) budeme ¥ikat Gramiiv determinant
seznamu (ay, ...,ax) a znalit jej Gram(ay,...,ax).
Pozorovani

V j-tém sloupci a i-tém ¥adku matice AT A je hodnota

standardniho skaldrniho soutinu (a; | a;) = a/ - a;.

Tento jednoduchy fakt umozni dat Gramové determinantu
Gram(as, . ..,ax) jasny geometricky vyznam.
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Gramiiv determinant

Tvrzeni (vyznam Gramova determinantu)

At (ai,...,ak) je seznam vektorli v R", 1 < k < n. Potom plati:
(1) Gram(al, ey ak) > 0.
@ Gram(ay,...,ax) > 0 pravé tehdy, kdyz vektory ay, ..., ak

jsou linedrné nezavislé.

© Hodnota?® \/Gram(al, ...,ak) uddvad k-dimensionalni objem
rovnob&znosténu v R”, uréeného seznamem (a, ..., ax).

?Slogan: Gramova matice AT A je , druhd mocnina* matice A = (ay, ..., ax).
Proto je det(ATA) ,druhd mocnina* ,determinantu” A. Absolutni hodnota
,determinantu” A je tudiz \/det ATA) \/Gram (a1, ...,ak). Jde ale pouze

o slogan, ktery slouzi k zapamatovani; matice A obecné& neni &tvercova, proto
o determinantu matice A obecn& nemizZeme mluvit!

Dikaz.
Bez dikazu. Dikaz nenfi té€zky, ale je zdlouhavy, viz Tvrzeni B.1.3
skript. |
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Gramiiv determinant

Ptiklad

Urlete 2-dimensionalni objem rovnobéznosténu v R3, uréeného

1 3
vektorya; = (2] aax = (2
0 0

Gramova matice a Gramiiv determinant seznamu (aj,az) jsou
<a1 ‘ a1> (al ‘ az> _ 5 7 _ 5 7 _
<<a2 la) (aan)) = \7 13 Gram(aj,az) = det > 13) =16

Hledany 2-dimensionalni objem je y/Gram(aj,az) = 4.

z

x
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Gramiiv determinant

P¥iklad
Urlete 3-dimensionalni objem rovnobéznosténu v R4 uréeného
1 1 1
Kt _ |2 _ |1 _ |t
vektoryay = | [,a2=| ; | aa3= |,
3 0 0
Gramova matice a Gramiv determinant seznamu (a1, ap, a3) jsou
<a1 ‘ a1> (a1 | az> <a1 | a3> 15 0 4
(@2]a1) (a2|a) (a2|as) [=|0 3 1
(asfa1) (as|az) (as]as) 4 13
15 0 4
Gram(al,ag,a3) =det|{0 3 1] =72
4 1 3

Hledany 3-dimensiondini objem je

\/Gram(al,az,a3) =4/72 ~ 8.485
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Ptipomenuti znamych faktii a definice vektorového soucinu
© Pro kazdé linearni zobrazeni f : R” — R existuje jediny vektor
a v R” tak, ze T
f(x) =a’' -x=(a|x)

Jednoduché: f je" matice s 1 ¥adkem a n sloupci, oznaéme ji
a’, pro az R".

@ Pro libovolny seznam (x,...,Xx,-1) vektori z R", n > 2, je

zobrazenf
det(x1,...,Xp—1,—) : R" = R, x> det(x1,...,Xp_1,X)

linedrni.

© To znamend, Ze pro zadany seznam (Xi,...,Xp—1) existuje
jednoznacné urceny vektor a z R tak, Ze plati

det(x1,...,X,_1,x) =a’ -x=(a|x)

pro v8echna x z R".
Misto a budeme psat x(xi,...,X,—1) a budeme mu ¥ikat
vektorovy souin seznamu (X1,...,Xp—-1)-
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

P¥epis definice vektorového souéinu seznamu (xi,...,X,-1)
vR", n>2
(x(x1,....%p-1) | X) = det(x1,...,Xp—1,X) pro viechna x z R".

Zakladni vlastnost vektorového soudinu seznamu
(X1,...,%Xp—1) VR", n>2

Pro jakékoli j =1,...,n—1 plati

<><(X17 . ,Xn_l) | XJ'> =0
tj. vektor x(x1,...,Xp—1) je kolmy na v3echny vektory x;,
j=1,....n—1.
To je snadné:
(X(x1,...,%p—1) | xj) = det(xq,...,%Xp—1,%X;) =0

determinant se dvéma shodnymi sloupci
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Tvrzeni (vypotet vektorového souinu v R", n > 2)

n
Plati rovnost x(xi,...,Xp—1) = Zdet(xl, ceyXp—1,€}) - €.
i=1
Dikaz.
n
Plati x(x1,...,Xp—1) = Z (X(X1,-..,%Xn—1) | &) - €},
i=1 =i-ta soufadnice vektoru X(xi,...,Xp—_1)

protoZe (e1,...,e,) je ortonormdlni baze pro standardni skalarni
soudin v prostoru R". Ale

n n
E (X(X1,...,Xn—1) | &) - € = E det(x1,...,Xp-1,€;) - €
i=1 =det(x1,...,Xp—1,€;) =1
podle definice vektorového soudinu. |
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Vypotet vektorového soutinu v R?

2
x(x) =) det(x,e;) - e = det(x,e1) - e1 + det(x, ;) - €
i=1
Takze
(eh=soils o (&) reml ()= ()
N— N——

=—X2 =X1

a to je znamy vypocet vektoru, kolmého na vektor <2)

Naptiklad x <162)) - <612> .
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Vypotet vektorového soutinu v R3 (je zvykem psat x; x xo
misto x(x1,x2))

X1 X Xo = det(xl,x2,e1) ‘e +det(x1,x2,e2) -e2+det(x1,x2,e3)-e3

Takze

X11 X12 xu1 xi2 1 1 xi1 x12 0
X( X21 , | x22 ) = det( X1 Xxoo O ) -10 + det( X1 Xoo 1 ) .
X31 X32 x31 x 0 0 x31 x 0
X21  X22 X111 X12
=det( ) =— det( )

X31  X32 X31  X32
xi1 xi2 0 1 X21X32 — X31X22
Fdet([ x1 x2 O0))- [0 | = [ xs1x12 — x11x32
X311 x32 1 0 X11X22 — X21X12

:det( X11 X12 )
X21 X22
a to je nezapamatovatelné.
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Mnemotechnicka pomiicka (nejde o definici vektorového
soutinu)

X11 X12 X1,n—1 e
X21 X22 ce X2,n—1 e
X (X1, 00y Xpo1) =
Xp—1,1 Xp—12 ... Xn—2,n—1 €p—1
Xn1l Xn2 . Xn,n—1 e,

Jde o ryze formdlni? zapis, ale uZitecny. Napfiklad

X11 X12 X11 X2 €1
X1 X1 e

X ( ) = X0 | X [ x| =] x1 X2 e
X2 X2 e

X31 X32 X31 X322 €3

a tak dale. A takové vzorce se jiz zapamatovat daji.

“Napravo od rovnitka totiZ mezi znatkami pro determinant neni zapsana
matice. Politejte ale, jako by to determinant byl. Viz nasledujici p¥iklady.
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

P¥iklad (vypo&et vektorového soutinu v R3)

3 1 3 1 e
-1 x|0] =] -1 0 e = 3:0-e3+1-e:-2+(-1)-4-e;
2 4 2 4 e
—2-0-61—(—1)‘1'63—4-92'3
—4
= —10
1

P¥iklad (vypocet vektorového sou&inu v R?%)

1 0 1 1 01 e 11 e
2
><(o 1 1):Olle2:01e3:1e3
ol’lo]’ |1 0 0 1 es3 0 1 e 1 e
0 0 1 0 0 1 ey 4
0
0
1
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Tvrzeni (dalsi vlastnosti vektorového soutinu v R", n > 2)

© Funkce (x1,...,%Xp—1) = X(X1,...,X,—1) je linedrni v kazdé
poloZce.

Q X(Xr(1)s- s Xn(n—1)) = sign(m) - x(x1,...,Xp-1), pro
e S, 1.

(8 X( (1) - - - ,ew(,,_l)) = Sign(w) “€r(n), Pro m™ € Sh.
Q ||x(xq,... ,x,,_l)H2 = det(x1,...,Xp—1, X(X1, ..., Xp—1))-

@ x(x1,...,%Xp—1) = o plati pravé tehdy, kdyz vektory x1, ...,
X,_1 jsou linedrn& zavislé.

| % (X1, .., Xn—1)|| = \/Gram(xl, ...,Xp—1). To jest: norma
II%(x1,-..,%Xp—1)]|| je rovna (n — 1)-dimensiondInimu objemu
rovnobéZnosténu uréeného vektory x1, ..., Xp—1.

Pozndmky k dikazu na pfedndsce. V8echny vlastnosti plynou okamzité
z vlastnosti determinantu a z definice vektorového soucinu.
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