
Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Vektorový součin

Odp̌rednesenou látku naleznete v dodatćıch B.1 a B.2
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Dnešńı p̌rednáška

Budeme pracovat v Rn nad R se standardńım skalárńım součinem.

1 Nauč́ıme se spoč́ıtat objem k-rovnoběžnostěnu pro k ≤ n.a

2 V Rn, pro n ≥ 2, zavedeme vektorový součin libovolného
seznamu vektor̊u (x1, . . . , xn−1). Dokážeme některé vlastnosti
vektorového součinu. T́ım si p̌riprav́ıme půdu pro p̌ŕı̌st́ı
p̌rednášku.

aPřipomeňme, že uḿıme spoč́ıtat (dokonce orientovaný) objem
n-rovnoběžnostěnu v Rn.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

Budeme pracovat v Rn nad R se standardńım skalárńım součinem,
a t́ım pádem se standardńım pojmem vzdálenosti.
Výsledky dnešńı (a minulé) p̌rednášky využijeme ke stanoveńı
vzdálenosti dvou afinńıch podprostor̊u prostoru Rn.
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Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Problém

V Rn je zadán seznam vektor̊u (a1, . . . , ak), kde k ≤ n. Jak nalézt
neorientovaný objem

Vk(a1, . . . , ak)

rovnoběžnostěnu, určeného seznamem (a1, . . . , ak)?

Řešeńı

Označme A = (a1, . . . , ak).

1 Jestliže k = n, potom

Vn(a1, . . . , an) = absolutńı hodnota det(A)

2 Jestliže k < n, potom det(A) neńı definován, protože matice
A neńı čtvercová!
Matice ATA ale čtvercová je (má rozměry k × k). Uvid́ıme,
že plat́ı

Vn(a1, . . . , ak) =
√

det(ATA)
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Definice (Gramova matice a Gramův determinant)

At’ matice A : Rk → Rn má sloupcový zápis (a1, . . . , ak), kde
k ≤ n.

1 Matici ATA : Rk → Rk budeme ř́ıkat Gramova matice
seznamu vektor̊u (a1, . . . , ak).

2 Determinantu det(ATA) budeme ř́ıkat Gramův determinant
seznamu (a1, . . . , ak) a značit jej Gram(a1, . . . , ak).

Pozorováńı

V j-tém sloupci a i-tém řádku matice ATA je hodnota
standardńıho skalárńıho součinu 〈ai | aj〉 = aT

i · aj .

Tento jednoduchý fakt umožńı dát Gramově determinantu
Gram(a1, . . . , ak) jasný geometrický význam.
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Tvrzeńı (význam Gramova determinantu)

At’ (a1, . . . , ak) je seznam vektor̊u v Rn, 1 ≤ k ≤ n. Potom plat́ı:

1 Gram(a1, . . . , ak) ≥ 0.

2 Gram(a1, . . . , ak) > 0 právě tehdy, když vektory a1, . . . , ak

jsou lineárně nezávislé.

3 Hodnotaa
√
Gram(a1, . . . , ak) udává k-dimensionálńı objem

rovnoběžnostěnu v Rn, určeného seznamem (a1, . . . , ak).

aSlogan: Gramova matice ATA je
”
druhá mocnina“ matice A = (a1, . . . , ak).

Proto je det(ATA)
”
druhá mocnina“

”
determinantu“ A. Absolutńı hodnota

”
determinantu“ A je tud́ıž

√
det(ATA) =

√
Gram(a1, . . . , ak). Jde ale pouze

o slogan, který slouž́ı k zapamatováńı; matice A obecně neńı čtvercová, proto
o determinantu matice A obecně nemůžeme mluvit!

Důkaz.

Bez důkazu. Důkaz neńı těžký, ale je zdlouhavý, viz Tvrzeńı B.1.3
skript.
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Př́ıklad

Určete 2-dimensionálńı objem rovnoběžnostěnu v R3, určeného

vektory a1 =

(
1
2
0

)
a a2 =

(
3
2
0

)
.

Gramova matice a Gramův determinant seznamu (a1, a2) jsou(
〈a1 | a1〉 〈a1 | a2〉
〈a2 | a1〉 〈a2 | a2〉

)
=

(
5 7
7 13

)
Gram(a1, a2) = det

(
5 7
7 13

)
= 16

Hledaný 2-dimensionálńı objem je
√

Gram(a1, a2) = 4.

x

z

y
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Př́ıklad

Určete 3-dimensionálńı objem rovnoběžnostěnu v R4, určeného

vektory a1 =

1
2
1
3

, a2 =

 1
−1
1
0

 a a3 =

1
1
1
0

.

Gramova matice a Gramův determinant seznamu (a1, a2, a3) jsou(
〈a1 | a1〉 〈a1 | a2〉 〈a1 | a3〉
〈a2 | a1〉 〈a2 | a2〉 〈a2 | a3〉
〈a3 | a1〉 〈a3 | a2〉 〈a3 | a3〉

)
=

(
15 0 4
0 3 1
4 1 3

)

Gram(a1, a2, a3) = det

(
15 0 4
0 3 1
4 1 3

)
= 72

Hledaný 3-dimensionálńı objem je√
Gram(a1, a2, a3) =

√
72 ≈ 8.485
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Připomenut́ı známých fakt̊u a definice vektorového součinu

1 Pro každé lineárńı zobrazeńı f : Rn → R existuje jediný vektor
a v Rn tak, že

f(x) = aT · x = 〈a | x〉
Jednoduché: f

”
je“ matice s 1 řádkem a n sloupci, označme ji

aT , pro a z Rn.

2 Pro libovolný seznam (x1, . . . , xn−1) vektor̊u z Rn, n ≥ 2, je
zobrazeńı

det(x1, . . . , xn−1,−) : Rn → R, x 7→ det(x1, . . . , xn−1, x)

lineárńı.

3 To znamená, že pro zadaný seznam (x1, . . . , xn−1) existuje
jednoznačně určený vektor a z Rn tak, že plat́ı

det(x1, . . . , xn−1, x) = aT · x = 〈a | x〉
pro všechna x z Rn.
Mı́sto a budeme psát ×(x1, . . . , xn−1) a budeme mu ř́ıkat
vektorový součin seznamu (x1, . . . , xn−1).
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Přepis definice vektorového součinu seznamu (x1, . . . , xn−1)
v Rn, n ≥ 2

〈×(x1, . . . , xn−1) | x〉 = det(x1, . . . , xn−1, x) pro všechna x z Rn.

Základńı vlastnost vektorového součinu seznamu
(x1, . . . , xn−1) v Rn, n ≥ 2

Pro jakékoli j = 1, . . . , n − 1 plat́ı

〈×(x1, . . . , xn−1) | xj〉 = 0

tj. vektor ×(x1, . . . , xn−1) je kolmý na všechny vektory xj ,
j = 1, . . . , n − 1.

To je snadné:

〈×(x1, . . . , xn−1) | xj〉 = det(x1, . . . , xn−1, xj)︸ ︷︷ ︸
determinant se dvěma shodnými sloupci

= 0
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Tvrzeńı (výpočet vektorového součinu v Rn, n ≥ 2)

Plat́ı rovnost ×(x1, . . . , xn−1) =
n∑

i=1

det(x1, . . . , xn−1, ei ) · ei .

Důkaz.

Plat́ı ×(x1, . . . , xn−1) =
n∑

i=1

〈×(x1, . . . , xn−1) | ei 〉︸ ︷︷ ︸
=i-tá soǔradnice vektoru ×(x1, . . . , xn−1)

· ei ,

protože (e1, . . . , en) je ortonormálńı báze pro standardńı skalárńı
součin v prostoru Rn. Ale

n∑
i=1

〈×(x1, . . . , xn−1) | ei 〉︸ ︷︷ ︸
=det(x1,...,xn−1,ei )

· ei =
n∑

i=1

det(x1, . . . , xn−1, ei ) · ei

podle definice vektorového součinu.
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Výpočet vektorového součinu v R2

×(x) =
2∑

i=1

det(x, ei ) · ei = det(x, e1) · e1 + det(x, e2) · e2

Takže

×(

(
x1

x2

)
) = det(

(
x1 1
x2 0

)
)︸ ︷︷ ︸

=−x2

·
(

1
0

)
+ det(

(
x1 0
x2 1

)
)︸ ︷︷ ︸

=x1

·
(

0
1

)
=

(
−x2

x1

)

a to je známý výpočet vektoru, kolmého na vektor

(
x1

x2

)
.

Nap̌ŕıklad ×(

(
6

12

)
) =

(
−12

6

)
.
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Výpočet vektorového součinu v R3 (je zvykem psát x1 × x2

ḿısto ×(x1, x2))

x1×x2 = det(x1, x2, e1) ·e1 + det(x1, x2, e2) ·e2 + det(x1, x2, e3) ·e3

Takže

×(

(
x11

x21

x31

)
,

(
x12

x22

x32

)
) = det(

x11 x12 1
x21 x22 0
x31 x32 0

)

︸ ︷︷ ︸
=det(

(
x21 x22

x31 x32

)
)

·

(
1
0
0

)
+ det(

x11 x12 0
x21 x22 1
x31 x32 0

)

︸ ︷︷ ︸
=− det(

(
x11 x12

x31 x32

)
)

·

(
0
1
0

)
+

+ det(

x11 x12 0
x21 x22 0
x31 x32 1

)

︸ ︷︷ ︸
=det(

(
x11 x12

x21 x22

)
)

·

(
1
0
0

)
=

(
x21x32 − x31x22

x31x12 − x11x32

x11x22 − x21x12

)

a to je nezapamatovatelné.
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Mnemotechnická pomůcka (nejde o definici vektorového
součinu)

×(x1, . . . , xn−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11 x12 . . . x1,n−1 e1

x21 x22 . . . x2,n−1 e2

...
...

xn−1,1 xn−1,2 . . . xn−2,n−1 en−1

xn1 xn2 . . . xn,n−1 en

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Jde o ryze formálńıa zápis, ale užitečný. Nap̌ŕıklad

×(

(
x1

x2

)
) =

∣∣∣∣ x1 e1

x2 e2

∣∣∣∣
(
x11

x21

x31

)
×

(
x12

x22

x32

)
=

∣∣∣∣∣ x11 x12 e1

x21 x22 e2

x31 x32 e3

∣∣∣∣∣
a tak dále. A takové vzorce se již zapamatovat daj́ı.

aNapravo od rovńıtka totiž mezi značkami pro determinant neńı zapsána
matice. Poč́ıtejte ale, jako by to determinant byl. Viz následuj́ıćı p̌ŕıklady.
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Př́ıklad (výpočet vektorového součinu v R3)(
3
−1
2

)
×

(
1
0
4

)
=

∣∣∣∣∣ 3 1 e1

−1 0 e2

2 4 e3

∣∣∣∣∣ = 3 · 0 · e3 + 1 · e2 · 2 + (−1) · 4 · e1

−2 · 0 · e1 − (−1) · 1 · e3 − 4 · e2 · 3

=

(
−4
−10

1

)
Př́ıklad (výpočet vektorového součinu v R4)

×(

1
0
0
0

 ,

0
1
0
0

 ,

1
1
1
1

) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 e1

0 1 1 e2

0 0 1 e3

0 0 1 e4

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1 1 e2

0 1 e3

0 1 e4

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 e3

1 e4

∣∣∣∣
= e4 − e3 =

 0
0
−1
1
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Tvrzeńı (daľśı vlastnosti vektorového součinu v Rn, n ≥ 2)
1 Funkce (x1, . . . , xn−1) 7→ ×(x1, . . . , xn−1) je lineárńı v každé

položce.

2 ×(xπ(1), . . . , xπ(n−1)) = sign(π) · ×(x1, . . . , xn−1), pro
π ∈ Sn−1.

3 ×(eπ(1), . . . , eπ(n−1)) = sign(π) · eπ(n), pro π ∈ Sn.

4 ‖×(x1, . . . , xn−1)‖2 = det(x1, . . . , xn−1,×(x1, . . . , xn−1)).

5 ×(x1, . . . , xn−1) = o plat́ı právě tehdy, když vektory x1, . . . ,
xn−1 jsou lineárně závislé.

6 ‖×(x1, . . . , xn−1)‖ =
√
Gram(x1, . . . , xn−1). To jest: norma

‖×(x1, . . . , xn−1)‖ je rovna (n − 1)-dimensionálńımu objemu
rovnoběžnostěnu určeného vektory x1, . . . , xn−1.

Poznámky k důkazu na p̌rednášce. Všechny vlastnosti plynou okamžitě
z vlastnost́ı determinantu a z definice vektorového součinu.
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