Vzajemnd vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”
N PEN I 2 3
Metrické vypoéty v R“ a v R’

Metrické vypoéty v R?> a v R®

Odprednesenou latku naleznete v dodatcich B.3 a B.4
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minulé prednasky

© Vime, co je afinni podprostor dimense d v prostoru R”.

P¥ipomenuti: jde o mnozinu p+ W ={p+x | x € W}, kde
W je linedrni podprostor dimense d v R"” a p je vektor v R".
@ Pro dva afinni podprostory m =p+ W an' =p’'+ W vR"

umime rozhodnout, zda jsou rovnobézné, nebo riiznob&zné,
nebo mimobézné.

© Vime, co je vektorovy sou&in? x(xi,...,X,—1) Seznamu
vektord (x1,...,Xp—1) v R"”, kde n > 2.
P¥ipomenuti: (X(x1,...,Xp—1) | X) = det(x1,...,Xp—1,X)

plati pro viechna x z R".

Dale vime, Ze plati rovnost

% (x1, .., xoo1)|| = \/Gram(xl, e X))

?Prostor R” je vybaven standardnim skaldrnim soutinem (x | y) = x" -y.
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Dnesni pfednaska
Pro dva afinni podprostory 7r, 7w’ prostoru R” se standardnim
skalarnim soucinem spoéteme jejich vzajemnou vzdalenost.
V dal$im budeme znadit:

@ (x|y) =x" -y je standardni skaldrni soutin v R".

@ ||x|| je norma v R", vytvorena standardnim skalarnim

soucinem, tj. [|x|| = \/<x | x) = \/xT - X.

x1 7
Prox=|:]ay=|:]je
Xn iz
Ix =yl =

To jest: ||x — y|| je standardni eukleidovska vzdalenost vektord
X a y z prostoru R”".
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Definice

At 7 a 7' jsou dva afinni podprostory prostoru R”. Redlnému
&islu? n . , , ,
w(m, ') = |nf{Hx—x | |xemx € 71'}

¥ikdme vzdjemnd vzddlenost 7 a 7’.

?Z definice vzajemné vzdalenosti ihned plyne, Ze w(w,w') = w(w’, w).
Poznamky k definici
© Pro n =0 nebo n =1 neni definice p¥ili§ zajimava.
0 R? = {0}, proto pro jakdkoli w a 7’ plati w(m,7’') = 0.
@ Prostor R! m4 jako afinni podprostory bud body nebo celé R!.
To znamend w(p,p’) = ||p — p’||, nebo w(p,R) = w(R,R) = 0.
@ V obecném R” vime: {||x —X| |xemx € w’} je neprazdna
a zdola omezena mnoZina realnych &isel. Tudiz jeji infimum
existuje a redlné &islo w(m, ') je korektn& definovano.

Problém: jak spotitat hodnotu w(7r, ') v obecném R"?
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Véta (vypolet vzaj. vzdalenosti dvou afinnich podprostorii)

At m=p+ W an’/ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R". Potom plati:?

w(m, 7') = [[rejwyw: (P — Pl

?Protoze w(m, 7') = w(nw’, m), je také w(mw,7') = |rejuvw (P’ — P) -
Hlavni myslenky diikazu (u zkousky budou pozadovany pouze
tyto myslenky)

@ Vzdilenost  a ' by mé&la byt délka kolmé p¥itky prostorii 7
amn.
Tak je tomu v R? p¥i vypottu vzdalenosti dvou rovnob&Zek.
Obecny p¥ipad by mél dopadnout analogicky.

@ Obecné&: kolma pt¥itka k 7, @’ by mé&la mit smér V, kde
V ={v|(w|v) =0 proviechnawz WV W'} je mnoZina
vdech vektor(, které jsou kolmé na podprostor W v W',

Je to ale v pofadku? Je V linedrni podprostor prostoru R"?
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Hlavni myslenky diikazu (pokrac.)
© Vse je v poradku:
V. = {v]|(w|v) =0 proviechnawe Wv W'}
= N {viwlv) =0}

we Wwyvw

= ) ker((w]-))
weWvw
Proto je V linearni podprostor prostoru R".

© Najdeme? body xo v 7 a x}, v 7’ tak, Ze plati rovnost?
X0 — Xo = rejyyws (P — P').
To znamend, Ze xg — xj € V, proto xo + V =x + V je
hledand kolma p¥itka 7, @', prochazejici body xg a xg.

?To je mirn& technické (nikoli t&zké): viz dikaz Véty B.3.3 skript.
bPodle definice V plati také xo — xj = proj, (p — p’). Toho v dal¥ich
vypoc&tech nékolikrat vyuZijeme.
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”
Hlavni myslenky diikazu (pokrat.)
@ Pro jakékoli x v 7 a jakékoli x’ v =’ plati

X = x = (x5~ x0) + (X — %) + (x0 — %)
~—

eV cewvw’

Proto podle Pythagorovy véty? plati

IX" = x][? = fIxg = xolI? + [I(x = x5) + (x0 — x)||”
a tedy ||x" — x|[2 > ||x§ — xo/|?, neboli
I =x[| > [Ixo—xoll = lIrejwyw:(P'=P)Il = lIrejwyw: (P—p)I
To znamend, Ze plati® w(m, ') = |lrej wyw (P — /)| [ |

?Z definice V plati (xg — xo | (x" — xg) + (xo0 — x)) = 0.
bPodle definice V plati také w(m, 7w') = ||proj,(p — p’)||-
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Vzajemna vzdalenost dvou afinnich podprostgrﬁ v R"
Metrické vypoéty v R“ av R

Obrazek

xo+V=x3+V

wv w Ve
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Poznamky
Q Vzorec w(m, ') = [[rejpyy (P — P')|| plati v R™ s libovolnym
skalarnim sou&inem (— | —), ktery vytva¥i normu || — ||.

Dikaz hlavni véty totiz nikde nevyuziva, Ze skaldrni soucin
(— | =) je standardni.

Jediné, co diikaz vyZaduje, je pojem ortogonalni rejekce a
platnost Pythagorovy véty.?
© V dalsim se omezime na standardni skalarni souéin

v prostorech R? a R3.

Tam jsou pFislusné vzorce pro vzdjemnou vzdalenost dvou
afinnich podprostorii pomérné snadno pochopitelné.

?P¥ipomenuti: ortogonalni projekce umime potitat pro libovolny skaldrni
sou&in v R", vzorce jsou v3ak ponékud barokni. TakZe, pro libovolny skaldrni
soudin v R", umime potitat (baroknim zpisobem) i ortogondini rejekce.
Pythagorova véta plati pro libovolny skaldrni soucin v R".
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Dalezité upozornéni

Ve zbytku pfednasky odvodime celou ¥adu vzorcl pro vzajemnou
vzdalenost afinnich podprostort v R? a v R3? se standardnimi
skalarnimi soudiny. Tyto vzorce nebudou zkou3eny stylem: Napiste
vzorec pro vzdalenost bodu od p¥imky v R3, atd.

Bude vyzadovéno:

@ Znét obecny vzorec w(m, w') = |[rejyyw (P — P')|| pro
vzajemnou vzdalenost afinnich podprostori m =p+ W a
7’ = p’ + W' v prostoru R" a znat hlavni my%lenky jeho
odvozeni z pfedchozich stran.

© Z prednasky o ortogonalnich projekcich a ortogonalnich
rejekcich znat vzorec . (v | x)

PIOjspan(v)(X) = I

pro nenulovy vektor v z R". Viz nasledujici stranu.

© Tvirdi uplatnéni vySe uvedeného vzorce pro ortogondlni

projekci k nalezeni vzajemnych vzdalenosti v R? a v R3.
Ji¥i Velebil: Linearni algebra 13A-2023: Metrické vypoéty v R? a v R> 10/20



Vzajemnd vzdilenost dvou afinnich podprostorii v R”
Metrické vypoéty v R? a v R3

P¥ipomenuti (pfednaska o ortogonalnich projekcich a
ortogonalnich rejekcich)

V R" pro nenulovy vektor v plati

. R e R ] )]
Ipr0span G =1y o1 ¥ = [ oy ¥ = Sz I =
a tudiz

r€iapante) (O = 1% = PrOjapaney (N = [[x = 1%L -y

span(v) span(v) <V ’ V>
) x
(v v)
ortogonalni rejekce osou v <v|x) v
v (v]v)
N—_——

ortogonalni projekce na osu v
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od p¥imky v R?

@ Vzdilenost p’ od ™ = p + span(s). V tomto pFipadé je?
@ WV W =span(s).

© (b, ) = [1cigunio(@ ) = (0 ) — = 22 o]

Pro p/ = @ am= (3) +span((g)) je tedy w(p/, ) rovno
N (e) ()
1) W Q==

“Tento vzorec neni pFilis , hezky". Lepsi postup: definujte n = x(s) a
pracujte s p¥imkou 7 ve tvaru n” (x — p) = 0. Viz dalf p¥iklad.
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdélenost bodu od p¥imky v R? (pokraé.)

@ Vzdalenost p’ od 7 ve tvaru n” (x — p) = 0. V tomto p¥ipadé
je
® V =span(n).
® Nezndme smér s zadané p¥imky, ale plati w(p’, ) =
[1€pan(ey (B — PI| = D70 spany (B — P} = LB P21
T'€)span(s) P P)Il = PTOJspan(n) P P)Il = H“H
_In"(p'—p)| _In"p'—nTp|

Infl - [l

Pro p/ = (i) a pfimku 7 zadanou rovnici® —6x + 3y = ;:L%
—

=nTx =nTp
je tedy w(p’, 7) rovno

(—6-2+3-4+18]_18 6,/5
/45 VZS 5

?Jde o stejnou p¥imku, jako v minulém ptikladu.
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost dvou p¥imek v R?
Jsou zaddny pfimky = p + span(s) a «©’ = p’ + span(s’).

@ span(s) Vspan(s') =
= span(s), jsou-li s a s linedrn& zavislé,
tj. jsou-li 7w a 7’ rovnob&zné
=R2, jsou-li s a s’ linedrn& nezavislé,
tj. jsou-li w a 7’ riiznob&zné

@ Pokud span(s) V span(s’) = span(s), je

w(ﬂ-v 7‘-,) = Hrejspan(s)(p - p/)H = w(p,v Tl')

Vzdélenost bodu od p¥imky jiZ umime poditat.
© Pokud span(s) V span(s’) = R?, je

w(m, w') = [[rejgz(p — P')I| = [lo] =0
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od p¥imky v R3
Je dan bod p’ a p¥imka @ = p + span(s). Potom

w(p,7 ﬂ-) = ||rejspan(s)(p - p,)H = ||(p - p,) - projspan(s)(p - p/)H

— H(pp/)<5|<sps>p>.sH

co? je formalné stejny vzorec jako v R2.

Je-li p¥imka 7 zadana rovnicové jako N7 (x — p) = o, kde
rank(N) = 2, pak V = im(N). Proto

w(plvﬂ) = ”rejspan(s)(p_pl)H = Hprojim(N)(p_p/)H = HN(NTN)ilNT(p_p/)H

Leckdy je lep&i postup je vy¥edit soustavu N7x = NTp, ziskat tak
7 v parametrickém tvaru a pouZit vySe uvedeny vzorec.
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od roviny v R®

Pro vzdalenost bodu p’ od roviny 7 ve tvaru n” (x — p) = 0 plati

w(pla 7T) = Hprojspan(n)(p/ - p)

kde jsme vyuZili toho, Ze n je normala roviny .
Ziskavame tak formalné stejny vzorec jako pro vzdalenost bodu od
p¥mky v R?.

Je-li rovina 7 zadana jako p + span(si,s2), je vhodné spotitat?
n = s; X Sy a pouzit pfedchozi postup pro rovinu 7t ve tvaru
n"(x—p)=0.

S11 S12 €
?P¥ipomenuti mnemotechniky: n =s; X s = | 1 s» €
S31 S31 €3
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost p¥imky od roviny v R3

At 7’ = p’ + span(s’) je pfimka a ™ = p + span(s1,sp) je rovina.

Plati . o
R3, pokud s/, s1, s jsou linedrn&

nezavislé,
tj., pokud 7’ a 7 jsou riiznob&zné,
span(si,sp), pokud @’ a 7 jsou rovnob&zné.

span(s’)Vspan(sy,s) =

@ Je-li span(s’) V span(s1,sz) = R3, je
w(n',m) = [[rejrs(p’ — p)I| = [lo] = 0

@ Je-li span(s’) V span(s1,s2) = span(s1,s2), je
w(7r’7 ™) = ”rejspan(sl,52)(p/ —p)ll = ||pr0jspan(51><52)(p, -p)ll

[(s1 xs2 | p'—p)| _ |det(s1,52,p" — p)|
[s1 % so

Gram(si, s2)
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Priklad
2 1
Najdeme vzajemnou vzdalenost ' = | —3 | +span(| 9 |) a
-1 14
2 2 -3 1 2 -3
w=|(3]|+span({4],[ 1 |). Protoze | 9 4 1 | =0, jsou
0 6 2 14 6 2
7 a 7' rovnob&zné.
Platf
2 -3 0 2 -3 0
|det{4 1 -6]] |det {4 1 -6
6 2 -1 6 2 -1 142
w(m, ') = = = ~ 5.43
2 -3 /684
Gram(|4],| 1 |)
6 2
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost pfimky od p¥imky v R3
At ' = p’ +span(s’) a ™ = p + span(s) jsou p¥imky.

Plati , . Y,
span(s), pokud s’ a's, jsou linedrn& zavislé

span(s’)Vspan(s) = tj., pokud 7w’ a 7 jsou rovnob&zné,
span(s’,s), pokud 7’ a 7 nejsou rovnob&zné.
O Je-li span(s’) V span(s) = span(s), je
w(ﬂ-/? 77) = Hrejspan(s)(p/ - P)” = w(p/’ ™)
a vzdalenost bodu od p¥imky uz umime poditat.
@ Je-li span(s’) V span(s) = span(s/,s), je
/ o . / o . /
w(ﬂ- aﬂ-) - ||re.]span(s’,s)(p - p)” - ||pronpan(s’Xs)(p - p)”

[(s" xs[p —p)| _ [det(s';s,p’ — p)|

Is" > s|] Gram(s/, s)
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Priklad
2 2
Najdeme vzdjemnou vzdalenost 7’ = | 3 | +span([1]) a
1 1
2 3
w=|3]+span(| 1 |). PFimky m a 7’ zjevn& nejsou
0 -1
rovnobézné.
Plati
2 3 0
|det{1 1 0]
-1 1 -1 1
w(m, 7)) = = |1 = ~ 0.183
2 3 6 6 30
Gram( 1], 1 ) det 6 11
1 -1
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