
PROLOG: Metrické prostory

11. února 2024

Definice 1 Metrický prostor je dvojice (M,d), kde M je neprázdná množina

a d : M × M → [0,∞] je zobrazeńı, takové že jsou splněny následuj́ıćı

podmı́nky:

(i) d(x, y) = 0 právě tehdy když x = y.

(ii) d(x, y) = d(y, x).

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pro všechna x, y, z ∈ M . (Trojúhelńıková

nerovnost).

Zobrazeńı d se nazývá metrika na M .

• Trojúhelńıková nerovnost má zobecněńı pro x1, . . . , xn in M :

d(x1, xn) ≤ d(x1, x2) + d(x2, xn) ≤ d(x1, x2) + d(x2, x3) + · · ·+ d(xn−1, xn) .

Př́ıklady:

(i) R, C s d(x, y) = |x− y|.

(ii) Rn

dE(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

eukleidovská metrika.

Daľśı metrika

d(x, y) = max
i=1,...n

|xi − yi| .
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(iii) Diskrétńı metrika na množině M :

d(x, y) = 1

pro všechna x 6= y.

(iv) C[a, b] spojité reálné funkce na intervalu [a, b]

d(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| .

At’ M je metrický prostor a x ∈ M . Definujme ε- okoĺı bodu x jako

množinu

Uε(x) = {y ∈M : d(y, x) < ε} .

Terminologie a přirozené zobecněńı pojmů z Rn :

• Diameter množiny S ⊂M je č́ıslo

diam(S) = sup
x,y∈S

d(x, y) .

• Množina S ⊂M je omezená, jestliže existuje K ≥ 0 tak, že

d(x, y) ≤ K pro všechna x, y ∈ S .

Tedy jestliže diam(S) <∞.
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S je omezená právě tehdy když existuje K ≥ 0 a x ∈ S tak že

d(x, s) ≤ K pro všechna s ∈ S .

(Dokažte z trojúhelńıkové nerovnosti.)

• Množina S ⊂ M je otevřená, jestliže s každým bodem x ∈ S obsahuje

nějaké jeho okoĺı: Uε(x) ⊂ S.

• Hranice množiny S ⊂M :

∂S = {x ∈M : Uε(x) ∩M 6= ∅, Uε(x) ∩ (M \ S) 6= ∅ ∀ε > 0 .}

• Uzávěr množiny S ⊂M :

S = S ∪ ∂S .

• S ⊂M je uzavřená ⇔ ∂M ⊂M ⇔M = M .

• S je otevřená právě tehdy když S ∩ ∂S = ∅.

• Pozorováńı: ∂S = ∂(M \ S). To okamžitě implikuje, že

Tvrzeńı 2 Množina S ⊂M je uzavřená právě tehdy když M \S je otevřená.

Definice 3 Množina S ⊂ M je hustá v M , jestlǐze S ∩ Uε(x) 6= ∅ pro

každé okoĺı Uε(x). Prostor M je separabilńı, jestlǐze má hustou spočetnou

podmnožinu.

Př́ıklad 4 Množina racionálńıch č́ısel Q je hustá v prostoru R s eukleidov-

skou metrikou. Prostory Rn, Cn s eukleidovskou metrikou jsou separabilńı.
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Definice 5 Posloupnost (xn) ⊂M má limitu x ∈M , limn xn = x, jestlǐze

lim
n
d(x, xn) = 0 .

V tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že posloupnost (xn) je konvergentńı.

Posloupnost (xn) je cauchyovská jestlǐze pro každé ε > 0 existuje n0 tak

že

d(xn, xm) < ε pro všechna n,m ≥ n0 .

Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu: Když xn → x and xn → y,

pak

0 ≤ d(x, y) ≤ d(xn, x) + d(xn, y)→ 0 .

Tedy d(x, y) = 0, a proto x = y.

Plat́ı, že posloupnost (xn) je cauchyovská právě tehdy když

lim
n→∞

diam{(xm)m≥n} = 0 .

Základńı vlastnosti:

Tvrzeńı 6 At’ M je metrický prostor. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

(i) Každá cauchyovská posloupnost je omezená.

(ii) Každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská.

Důkaz:

(i) Dle cauchyovskosti, pro ε = 1/2 existuje n0 tak, že pro n,m ≥ n0 plat́ı

d(xn, xm) < 1/2 . Pokud je tedy n,m ≥ n0 je

d(xn, xm) ≤ 1/2 .
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Pokud je n ≤ n0 ≤ m je

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn0) + d(xn0 , xm) ≤ d(xn, xn0) + 1/2 .

In summary,

diam(xn) ≤ 1/2 + max
n,m≤n0

d(xn, xm) .

(ii) Pro každé ε > 0 existuje n0 takové, že pro každé n ≥ n0 plat́ı

d(xn, x) ≤ ε
2
. Pro n,m ≥ n0, pak máme

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn0) + d(xn0 , xm) ≤ ε

2
+
ε

2
= ε

�

• S ⊂M :

S = {x ∈M : ∃ (xn) ⊂ S tak, že limxn = x} .

Tedy S ⊂M je uzavřená množina právě tehdy když

xn → x ∈M, (xn) ⊂ S ⇒ x ∈ S .

Definice 7 Metrický prostor M je úplný, jestlǐze každá cauchyovská posloup-

nost je konvergentńı.

Tvrzeńı 8 Kartézské mocniny R a C s eukleidovskou metrikou jsou úplné.

Př́ıklad 9 Množina racionálńıch č́ısel Q s eukleidovskou metrikou neńı úplný

prostor. Např́ıklad, posloupnost (qn) racionálńıch č́ısel, která konverguje k
√

2, je cauchyovská, ale nemá limitu v Q.
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Definice 10 Bijektivńı zobrazeńı T : (M1, d1) → (M2, d2) mezi metrickými

prostory se nazývá izometrie jestlǐze

d(T (x), T (y)) = d(x, y) ∀x, y ∈M1 .

Prostory mezi kterými existuje izometrie se nazývaj́ı izometrické.

Věta 11 Pro každý metrický prostor (M,d) existuje metrický prostor (M̃, d̃)

takový, že (i) M je hustá podmnožina množiny M̃ (ii) d(x, y) = d̃(x, y) pro

všechna x, y ∈M . Všechny prostory s vlastnostmi (i) a (ii) jsou izometrické.

Definice 12 Prostor M̃ z předchoźı věty se nazývá zúplněńı prostoru M .

Zúplněńı je jediné až na izometrii.

Př́ıklad 13 Rn s eukleidovskou metrikou je zúplněńım prostoru Qn.

Definice 14 Necht’ (M1, d1) a (M2, d2) jsou metrické prostory a T : M1 →

M2.

(i) Zobrazeńı T je spojité jestlǐze

xn → x implikuje T (xn)→ T (x) .

(ii) Zobrazeńı T je spojité v bodě x0 ∈M1 jestlǐze

xn → x0 implikuje T (xn)→ T (x0) .

• Zobrazeńı T je spojité jestliže je spojité v každém bodě.
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• Zobrazeńı T : M1 →M2 je spojité v bodě x0 ∈M1 právě tehdy když

Pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že d(T (x), T (x0)) < ε kdykoliv d(x, x0) < δ.

Úplnost a Věta o pevném bodě

Definice 15 At’ (M,d) je metrický prostor. At’ T : M → M je zobrazeńı.

Pak se x ∈M nazývá pevným bodem zobrazeńı T jestlǐze plat́ı

T (x) = x .

Značeńı: pro zobrazeńı T : X → Y označme n-násobnou kompozici

T n =

nkrát︷ ︸︸ ︷
T ◦ T ◦ · · · ◦ T

Pozorováńı: At’ T : M → M je spojité zobrazeńı na metrickém pro-

storu M . Jestliže je pro dané x0 ∈M posloupnost (T n(x0))∞n=0 konvergentńı,

pak konverguje k pevnému bodu zobrazeńı T .

Odvozeńı: Označme xn = T n(x0) a jej́ı limitu x. Pak plat́ı, že

xn+1 = T (xn)

a limitńım předchodem máme d́ıky spojitosti T

x = T (x) .
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Definice 16 At’ M je metrický prostor. Zobrazeńı T : M → M se nazývá

kontraktivńı, jetlǐze existuje 0 ≤ α < 1 tak, že

d(T (x), T (y)) ≤ α d(x, y) ∀x, y ∈M .

Věta 17 Banachova věta o pevném bodě: Necht’ M je metrický pro-

stor. At’ T : M → M je kontraktivńı zobrazeńı. Pak existuje právě jeden

pevný bod zobrazeńı T .

Důkaz: Zvolme x0 ∈ M a ukažme, že posloupnost daná xn = T n(x0) je

cauchyovská.

Předpokádejme, že 0 ≤ α < 1 je koeficient kontrakce zobrazeńı T . Plat́ı

odhady

d(x2, x1) = d(T (x1), T (x0)) ≤ α d(x1, x0) .

d(x3, x2) = d(T (x2), T (x1)) ≤ αd(x2, x1) ≤ α2 d(x1, x0) .

Opakováńım dostaneme

d(xk+1, xk) ≤ αkd(x1, x0) .

At’ je m ≥ n. Pak máme (využ́ıváme součet geometrické řady).

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−1) + d(xm−1, xm−2) + · · ·+ d(xn+1, xn) ≤

≤ (αm−1 + αm−2 + · · ·+ αn) d(x1, x0) = αn
1− αm−n

1− α
d(x1, x0) .

Vzhledem k tomu, že |α| < 1, máme že odhad napravo konverguje k nule

pro n,m→∞. T́ım jsme dokázali, že je posloupnost cauchyovská v M . Dle
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úplnosti má tedy limitu x ∈ M . Dle předchoźı úvahy je x pevným bodem

zobrazeńı T . T́ım je dokázána existence pevného bodu. Každé kontraktivńı

zobrazeńı má nejvýše jeden pevný bod, což dokazuje jednoznačnost. �

Nejjednodušš́ı aplikace věty o pevném bodě:

Mějme zobrazeńı F : [a, b]→ [a, b] tak že

|F (x)− F (y)| ≤ K|x− y| ∀x, y ∈ [a, b] ,

kde K < 1. Pak F má jediný pevný bod na intervalu [a, b]. Postačuj́ıćı

podmı́nka pro předchoźı nerovnost je existence spojité derivace f ′ s |f ′(x)| <

1 na intervalu [a, b].

Konkrétńı situace:

F (x) = 0

F : [a, b]→ [a, b] , F (a) < 0, F (b) > 0, F je spojitě diferencovatelná. At’ dále

0 < K1 ≤ F ′(x) ≤ K2 na [a, b]. Ekvivalentńı rovnice:

f(x) = x− λF (x) ,

λ 6= 0. Vhodně se zvoĺı λ aby f(x) byla kontrakce. Např́ıklad, je-li λK2 < 2

a λ > 0 pak

f ′(x) = 1− λF ′(x) ∈ (−1, 1) .

a tedy f je kontraktivńı.
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