
KAPITOLA 4: Normované prostory

11. února 2024

X, Y vektorové prostory nad R nebo C.

Definice : Norma na X je funkce ‖ · ‖ : X → 〈0, ∞) splňuj́ıćı pro

všechna x, y ∈ X a α ∈ C (R)

(N1) ‖x‖ ≥ 0

(N2) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

(N3) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖

(N4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost)

Dvojici (X , ‖.‖) nazýváme normovaný prostor.

‖x‖ − ,,velikost vektoru x“

d(x, y) = ‖x − y‖ − ,,vzdálenost x a y“ − splňuje trojúhelńıkovou

nerovnost a je invariantńı v̊uči posunu, protože

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖x− z + z− y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z− y‖ = d(x, z) + d(z, y)

d(x+ z, y + z) = ‖(x+ z)− (y + z)‖ = ‖x− y‖ = d(x, y)

(X, d) je metrický prostor.

Plat́ı: a) ‖x1 + x2 + . . .+ xn‖ ≤ ‖x1‖+ ‖x2‖+ · · ·+ ‖xn‖.

b) Pro x 6= 0 je x
‖x‖ = 1

‖x‖ x jednotkový vektor (tj. má normu rovnou 1).
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c) ‖x‖ = ‖ − x‖.

d) | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖.

Důkaz: a) ‖x1 +x2 + . . .+xn‖ = ‖x1 + (x2 + . . .+xn)‖ ≤ ‖x1‖+‖x2 +

(x3 + . . .+ xn)‖ ≤ . . . ≤ ‖x1‖+ ‖x2‖+ . . .+ ‖xn‖,

b) a c) jsou zřejmé. d) Z (N4) máme ‖x‖ = ‖x−y+y‖ ≤ ‖x−y‖+‖y‖,

odkud ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖. Záměna

x a y dá ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y − x‖ = ‖x− y‖. Celkem tedy dostáváme | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖.

�

Značeńı: BX = {x ∈ X | ‖x‖ ≤ 1}
(

= {x ∈ X | d(0, x) ≤ 1}
)
−

jednotková (uzavřená) koule v X

Definice : Necht’ (xn)∞n=1 je posloupnost v X.

(i) Řekneme, že posloupnost (xn) konverguje k x ∈ X, jestliže

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0 .

Znač́ıme limn→∞ xn = x.

(ii) Řekneme, že posloupnost (xn) je cauchyovská, jestliže

∀ ε > 0 ∃n0 ∀n,m ≥ n0 : ‖xn − xm‖ ≤ ε .

Pozorováńı : Každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská. Pro každé

ε > 0 totiž existuje n0 takové, že pro každé n ≥ n0 plat́ı ‖xn − x‖ ≤ ε
2
.
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Pro n,m ≥ n0 pak máme

‖xn − xm‖ = ‖xn − x+ x− xm‖ ≤ ‖xn − x‖+ ‖x− xm‖ ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Z cauchyovskosti ale obecně konvergence nevyplývá.

Definice : Normovaný prostor (X, ‖.‖) je úplný (Banach̊uv) prostor,

jestliže je v něm každá cauchyovská posloupnost konvergentńı.

Př́ıklad : C a R jsou úplné prostory.

Definice : Necht’ X je normovaný prostor, x ∈ X, (xn)∞n=1 ⊂ X.

Řekneme, že x je součtem řady
∑∞

n=1 xn, ṕı̌seme
∑∞

n=1 xn = x, jestliže

x = lim
N→∞

N∑
n=1

xn .

Definice : Necht’ X je normovaný prostor. Množina A ⊂ X se nazývá

omezená, jestliže existuje K ≥ 0 tak, že

‖x‖ ≤ K ∀x ∈ A.

Tvrzeńı : Každá cauchyovská posloupnost (xn)∞n=1 ⊂ X je omezená.

Důkaz: Z definice cauchyovskosti posloupnosti (xn)∞n=1 existuje k ε = 1

přirozené č́ıslo n0 takové, že pro všechna n,m ≥ n0 plat́ı ‖xn − xm‖ ≤ 1.

Tedy pro n ≥ n0 máme

‖xn‖ = ‖xn − xn0 + xn0‖ ≤ ‖xn − xn0‖+ ‖xn0‖ ≤ 1 + ‖xn0‖.
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Odtud pro každé n ∈ N plat́ı

‖xn‖ ≤ max
{

max
i=1,...,n0−1

‖xi‖ , 1 + ‖xn0 ]|
}
.

�

Definice : Necht’ X a Y jsou normované prostory (nad stejným

tělesem). Pak zobrazeńı f : X → Y definované na D(f) ⊂ X je spojité,

jestliže pro každou posloupnost (xn)∞n=1 ⊂ D(f) a x ∈ D(f) takové, že

limn→∞ xn = x, plat́ı

lim
n→∞

f(xn) = f(x) ,

neboli

xn → x ⇒ f(xn)→ f(x) .

Tvrzeńı : Necht’ X, Y jsou normované prostory, f : X → Y a x̃ ∈ D(f).

Pak jsou ekvivalentńı tvrzeńı:

(i) Pro každou posloupnost (xn)∞n=1 ⊂ D(f) takovou, že limn→∞ xn = x̃,

plat́ı

lim
n→∞

f(xn) = f(x̃) .

(ii) Pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové,

‖x− x̃‖X < δ ⇒ ‖f(x)− f(x̃)‖Y < ε pro všechna x ∈ D(f).

Důkaz proved’te jako cvičeńı. �

•Necht’ (X, ‖·‖1) and (Y, ‖·‖2) jsou normované prostory. Pak na kartézském

součinu X × Y můžeme zavést normu

‖(x, y)‖ = max{‖x‖1, ‖y‖2} .
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Pro konvergenci pak plat́ı, že

(xn, yn)→ (x, y)⇔ xn → x a yn → y .

Vlastnosti a př́ıklady : Necht’ (X, ‖ · ‖) je normovaný prostor. Pak

• složeńı dvou spojitých zobrazeńı je spojité zobrazeńı. (Plyne př́ımo z

definice).

• ‖ . ‖ : X → 〈0, ∞) ⊂ R, C je spojitá funkce. Jestliže totiž xn → x, pak

0 ≤
∣∣ ‖xn‖−‖x‖ ∣∣ ≤ ‖xn−x‖ → 0 a podle věty o sevřeńı ‖xn‖−‖x‖ → 0.

• Zobrazeńı + : X × X → X : (x, y) 7→ x + y je spojité, tj. jestliže

xn → x a yn → y, pak xn + yn → x+ y. (Dokažte jako cvičeńı.)

• Zobrazeńı · : C × X → X : (α, x) 7→ αx je spojité, tj. jestliže

αn → α a xn → x, pak αnxn → αx. (Dokažte jako cvičeńı.)

• Pro pevně zvolené vektory x1, . . . , xn v X je zobrazeńı

T : Cn → X : (α1, . . . , αn)→ α1x1 + · · ·+ αnxn

spojité. (Dokažte z předchoźıch tvrzeńı.)

Př́ıklad: Uved’me některé často použ́ıvané normy na Rn, Cn.

Pro x = (x1, . . . , xn) definujeme

• ‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|,

• ‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|.
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• ‖x‖2 =
√
|x1|2 + |x2|2 + . . .+ |xn|2.

(Nakreslete si, jak vypadaj́ı v R2 jednotkové ,,koule“ odpov́ıdaj́ıćı každé z

těchto norem.)

Konvergence ve všech těchto prostorech je konvergence po složkách. At’

totiž uvažujeme kteroukoliv z norem ‖.‖∞, ‖.‖1, ‖.‖2, máme

xk = (xk1, . . . , x
k
n)→ x = (x1, . . . , xn) právě tehdy, když xki

k→∞−→ xi ∀ i = 1, . . . , n.

Pro uvedené normy plat́ı (dokažte jako cvičeńı)

• ‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞,

• ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞.

Př́ıklad: Mm×n – matice typu m× n. Pro

A =
(
aij
)

i=1,...,m
j=1,...,n

∈ Mm×n

definujeme např.

‖A‖∞ = max
i=1,...,m
j=1,...,n

|aij|,

‖A‖r = max
i=1,...,m

n∑
j=1

|aij|

(tedy ‖A‖r je maximálńı řádkový součet matice A).

‖A‖2 =

√√√√ n∑
i=1,j=1

|aij|2 .

(Hilbert-Schmidtova norma.)
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Konvergence ve všech těchto normách je opět konvergence po složkách.

Definice : Mějme dvě normy ‖.‖1 a ‖.‖2 na prostoru X. Řekněme, že

tyto normy jsou ekvivalentńı, jestliže existuj́ı konstanty K1, K2 > 0 tak,

že

K2‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ K1‖x‖2 ∀x ∈ X .

Tvrzeńı : Relace ekvivalence norem na množině všech norem prostoru X

je ekvivalence (tj. reflexivńı, symetrická, tranzitivńı relace).

Poznámka: Ekvivalentńı normy maj́ı stejnou konvergenci a stejné cau-

chyovské posloupnosti. Radikálně se však může změnit geometrie.

Př́ıklad: Normy ‖ · ‖∞, ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 jsou ekvivalentńı.

Princip maxima:

Každá spojitá funkce na uzavřené omezené množině v Cn (a tedy i v Rn)

je omezená a nabývá svého maxima a minima.

Věta : Každé dvě normy na prostoru X konečné dimenze jsou ekviva-

lentńı.

Důkaz: Necht’ X je reálný lineárńı prostor (pro komplexńı bychom

postupovali analogicky), dimX = n a x1, x2, . . . , xn je lineárńı báze pro-
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storu X. Využijeme toho, že každý prvek z X je jednoznačně určen svými

souřadnicemi vzhledem k bázi (máme tedy lineárńı bijekci mezi X a Rn).

Ukážeme, že libovolná norma na X je ekvivalentńı s normou ‖ · ‖c na X

definovanou

‖α1x1 + . . .+ αnxn‖c = ‖(α1, . . . , αn)‖1︸ ︷︷ ︸
norma v Rn

=
n∑
i=1

|αi| ,

kde α1, . . . , αn ∈ R. Jsou-li pak ‖.‖a, ‖.‖b normy na X, jsou každá ekviva-

lentńı s normou ‖ · ‖c a z tranzitivity ekvivalence je též ‖ · ‖a ekvivalentńı s

‖ · ‖b.

Necht’ je tedy dána norma ‖.‖ na X. Pro libovolná α1, . . . , αn ∈ R plat́ı

‖α1x1+· · ·+αnxn‖ ≤ |α1| ‖x1‖+· · ·+|αn| ‖xn‖ ≤ (|α1|+· · ·+|αn|) max
i=1,··· ,n

‖xi‖︸ ︷︷ ︸
ozn. K1>0

= K1‖α1x1 + . . .+ αnxn‖c.

T́ım jsme źıskali jeden odhad normy ‖α1x1 + · · · + αnxn‖ potřebný pro

d̊ukaz ekvivalence norem ‖ · ‖ a ‖ · ‖c.

Odhad z druhé strany najdeme nejdř́ıv pro α = (α1, . . . , αn) ∈ S, kde

S = {α = (α1, . . . , αn)
∣∣ n∑
i=1

|αi| = 1 } ⊂ Rn.

Ukážeme, že existuje K2 > 0 takové, že

‖α1x1 + . . .+ αnxn‖ ≥ K2 ∀α ∈ S.

Uvažujme funkci F : Rn → R

F (α1, . . . , αn) = ‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖.
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Funkce F je funkćı n reálných proměnných α1, . . . , αn. Je to funkce spojitá

nebot’ je složeńım dvou spojitých zobrazeńı: normy a zobrazeńı

(α1, . . . , αn)→ α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn .

Množina S je omezená a uzavřená v Rn, a tedy podle principu maxima

(minima), aplikovaného na funkci F a množinu S, nabývá tato funkce svého

minima, řekněmeK2 na S. Toto minimum muśı být nezáporné. Nav́ıc plat́ı, že

je nenulové. To dokážeme sporem. Je-li K2 = 0 existuje γ = (γ1, . . . , γn) ∈ S

tak, že F (γ1, . . . , γn) = 0. To ovšem implikuje

γ1x1 + · · ·+ γnxn = 0 .

Vzhledem k tomu, že x1, . . . , xn jsou lineárně nezávislé, máme že γ = 0, což

je ve sporu s γ ∈ S.

Pro obecná α1, . . . , αn ∈ R, ne všechna nulová, položme

βi =
αi∑n

j=1 |αj|
.

Pak
∑n

i=1 |βi| = 1 a podle předchoźı části d̊ukazu je

‖β1x1 + · · · βnxn‖ ≥ K2.

Tedy

K2 ≤
∥∥∥ α1∑n

j=1 |αj|
x1 + · · ·+ αn∑n

j=1 j|αj|
xn

∥∥∥ =
1∑n

j=1 |αj|
‖α1x1 + · · ·+αnxn‖.

Odtud dostáváme

‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖ ≥ K2

n∑
j=1

|αj| = K2 ‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖c.
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Je-li α1 = · · · = αn = 0, pak tato nerovnost plat́ı také. Máme tak

K2 ‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖c ≤ ‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖ ∀α1, . . . , αn ∈ R.

Zkombinujeme-li tento odhad normy ‖α1x1+· · ·+αnxn‖ s odhadem, který

jsme dostali na začátku d̊ukazu, zjist́ıme, že pro každá α1, . . . , αn ∈ R plat́ı

K2 ‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖c ≤ ‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖ ≤ K1 ‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖c.

Tedy

K2 ‖x‖c ≤ ‖x‖ ≤ K1 ‖x‖c ∀x ∈ X

a normy ‖.‖c a ‖.‖ jsou ekvivalentńı. T́ım je d̊ukaz dokončen. �

Důsledky :

• Každý konečně dimenzionálńı prostor je úplný. Např́ıklad předchoźı

d̊ukaz ř́ıká, že každá norma je ekvivalentńı normě ‖ · ‖c, která dá úplný

prostor (kopii (Rn, ‖ · ‖1) ).

• Všechny konvergence na konečně dimenzionálńım prostoru jsou ekviva-

lentńı a rovnaj́ı se konvergenci po souřadnićıch vzhledem k dané bázi.

Poznámka : Ekvivalence norem na prostoru nekonečné dimenze ,,zda-

leka“ neplat́ı. Uvažujme např. prostor

Y = {(xj)∞j=1

∣∣xj ∈ C, nenulových člen̊u je konečně mnoho }
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a na něm normy

‖(xj)∞j=1‖1 =
∞∑
j=1

|xj|,

‖(xj)∞j=1‖∞ = sup
n
|xj|,

‖(xj)∞j=1‖2 =

√√√√ ∞∑
j=1

|xj|2.

Pod́ıvejme se na normy posloupnost́ı xn = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .) ∈ Y . Máme

‖xn‖1 = n,

‖xn‖∞ = 1,

‖xn‖2 =
√
n.

Kdyby bylo na Y např. ‖.‖1 ≤ K1‖.‖2, pak by pro každé n muselo platit

n ≤ K1

√
n, tj.

√
n ≤ K1. To ale proK1 ∈ R neńı možné. Podobně dostaneme,

že nemohou existovat reálné konstanty K2 a K3 takové, že na Y plat́ı ‖.‖1 ≤

K2‖.‖∞ a ‖.‖2 ≤ K3‖.‖∞.

Tvrzeńı :

(i) Necht’ Y je podprostor prostoru X, který je úplný. Pak Y je uzavřený.

(ii) Necht’ Y je uzavřený podprostor úplného prostoru X. Pak Y je úplný.

Důkaz:

(i) At’ (xn) ⊂ Y a limn xn = x ∈ X. Pak (xn) je cauchyovská (v X i Y )

a dle úplnosti Y má limitu y = limxn. Z jednoznačnosti limity pak plyne
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y = x. To dokazuje uzavřenost Y .

(ii) Je-li Y uzavřený podprostor úplného prostoru X pak každá cauchy-

ovská posloupnost v Y má limitu v X, která podle uzavřenosti Y muśı ležet

v X. Tedy Y je úplný.

�

Jako d̊usledek máme

Důsledek : Každý konečně dimenzionálńı podprostor normovaného pro-

storu je uzavřený.

Př́ıklad: Uvažujme prostor

l∞ = {(xi)∞i=1

∣∣ sup
i=1,2,...

|xi| <∞}

s normou

‖(xi)∞i=1‖∞ = sup
i=1,2,...

|xi|.

1) Ukážeme, že (l∞, ‖.‖∞) je úplný prostor. Necht’ (ξn)∞n=1 ⊂ l∞ je cauchy-

ovská posloupnost. Podle dř́ıve dokázané věty je tato posloupnost omezená.

Existuje tedy K > 0 takové, že

‖ξn‖∞ ≤ K pro každé n .

Pǐsme ξn = (ξni )∞i=1. Protože

|ξni − ξmi | ≤ ‖ξn − ξm‖∞ ,
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je pro každé i ∈ N posloupnost (ξni )∞n=1 (posloupnost i tých souřadnic) cau-

chyovská, a tedy existuje ξi takové, že ξni
n→∞−→ ξi. Položme ξ = (ξi)

∞
i=1. Jelikož

pro každé n, i je |ξni | ≤ K, máme |ξi| ≤ K pro každé i, a tedy ξ ∈ l∞.

Ukážeme, že limn→∞ ξn = ξ. Mějme dáno ε > 0. Protože je posloupnost

(ξn)∞n=1 cauchyovská, existuje n0 tak, že

‖ξn − ξm‖∞ ≤ ε ∀ n, m ≥ n0,

tj.

|ξni − ξmi | ≤ ε ∀ n, m ≥ n0, i = 1, 2, . . . .

Limitńım přechodem pro m→∞ dostaneme

|ξni − ξi| ≤ ε ∀ n ≥ n0, i = 1, 2, . . . ,

což znamená, že

sup
i
|ξni − ξi|︸ ︷︷ ︸
‖ξn−ξ‖∞

< ε ∀n ≥ n0.

Tedy ξn → ξ v l∞.

2) Podprostor

Y = {(xi)∞i=1 ∈ l∞
∣∣ (xi)∞i=1 má konečně mnoho nenulových souřadnic}

prostoru l∞ neńı úplný. K tomu stač́ı dokázat že neńı uzavřený. Uvažujme

posloupnost (xn)∞n=1 ⊂ Y , kde xn = (1, 1
2
, 1

3
, . . . , 1

n
, 0, 0, . . .). Označ́ıme-li

x =
(

1
i

)∞
i=1
6∈ Y , pak ‖xn − x‖∞ = 1

n+1

n→∞−→ 0, tedy xn
n→∞−→ x. To ale

znamená, že podprostor Y neńı uzavřený, a tedy ani úplný.

Př́ıklad: Uvažujme nyńı prostor

C〈a, b〉 = {f
∣∣ f je spojitá funkce na omezeném intervalu 〈a, b〉 }
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(použ́ıvá se též označeńı C(〈a, b〉) ) s normou

‖f‖∞ = max
〈a, b〉
|f(x)|.

(Uvědomme si, že definice normy je korektńı, protože na základě principu

maxima pro absolutńı hodnotu absolutńı hodnoty funkćı z C〈a, b〉 nabývaj́ı

na 〈a, b〉 své největš́ı hodnoty.) Do okoĺı funkce f o poloměru ε > 0 patř́ı

právě ty funkce g, pro které plat́ı

|f(x)− g(x)| < ε ∀x ∈ 〈a, b〉.

Konvergence je tu tedy ve smyslu maximálńıch odchylek. Této konvergnci se

ř́ıká stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı.

Ukážeme, že (C〈a, b〉, ‖.‖∞) je úplný prostor. Vezměme cauchyovskou po-

sloupnost (fn)∞n=1 ⊂ C〈a, b〉. Pak pro každé x ∈ 〈a, b〉 je (fn(x))∞n=1 cauchy-

ovská posloupnost v úplném prostoru reálných č́ısel. Tedy existuje funkce

f : 〈a, b〉 → R taková, že limn→∞ fn(x) = f(x) pro každé x. Potřebujeme

ukázat, že funkce f je spojitá a že fn → f v normě ‖.‖∞. Pod́ıvejme se

nejdř́ıv na spojitost. Volme x0 ∈ 〈a, b〉 a ukažme spojitost v tomto bodě.

Mějme dáno ε > 0. K němu existuje n0 takové, že pro všechna n,m ≥ n0

plat́ı

|fn(x)− fm(x)| ≤ ε

3
∀x ∈ 〈a, b〉.

Limitńım přechodem pro m→∞ odtud dostáváme

|fn(x)− f(x)| ≤ ε

3
∀n ≥ n0 ∀x ∈ 〈a, b〉. (1)

Protože je funkce fn0 spojitá v x0, existuje δ > 0 takové, že pro každé x ∈

Uδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ) plat́ı

|fn0(x)− fn0(x0)| ≤ ε

3
.
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Pro x ∈ Uδ(x0) tak máme

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(x0)|+ |fn0(x0)− f(x0)| ≤

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

T́ım jsme ukázali, že je funkce f v x0 spojitá. Protože x0 ∈ 〈a, b〉 bylo

libovolné, je f spojitá na 〈a, b〉. Potřebujeme ještě ověřit, že fn → f v normě.

To ale vyplývá okamžitě z (1). Tedy každá cauchyovská posloupnost v C〈a, b〉

má v C〈a, b〉 limitu, a proto je prostor C〈a, b〉 úplný.

Poznámka : Analogicky jako v předcházej́ıćım př́ıkladu lze dokázat

úplnost prostoru (C(M), ‖.‖∞) všech spojitých funkćı na obecné uzavřené

omezené množině M ⊂ Rn,Cn.

Př́ıklad: Na C〈0, 1〉 uvažujme normu

‖f‖1 =

∫ 1

0

|f(x)| dx.

V této normě neńı prostor C〈0, 1〉 úplný, a tedy normy ‖.‖∞ a ‖.‖1 na něm

nejsou ekvivalentńı. Abychom to dokázali, vezměme např. funkce fn (n ≥ 2)

spojité na 〈0, 1〉 takové, že fn(x) = 0 pro x ∈ 〈0, 1
2
〉, fn(x) = 1 pro x ∈

〈1
2

+ 1
n
, 1〉 a fn je lineárńı na 〈1

2
, 1

2
+ 1

n
〉. (Nakreslete si obrázek.) Protože

se pro n < m lǐśı funkce fn a fm jen na intervalu (1
2
, 1

2
+ 1

n
), a jejich rozd́ıl

je na tomto intervalu menš́ı než 1, máme

‖fn − fm‖1 ≤
∫ 1

2
+ 1

n

1
2

1 dx =
1

n
.

Pokud tedy k danému ε > 0 zvoĺıme n0 tak, že 1
n0

< ε, budeme mı́t

‖fn − fm‖ < ε ∀n,m ≥ n0.

15



To ale znamená, že je posloupnost (fn)∞n=1 je v normě ‖.‖1 cauchyovská.

Předpokládejme, že v C〈0, 1〉 existuje limita g posloupnosti (fn)∞n=1. Pak

‖g − fn‖1 =

∫ 1
2

0

|g(x)| dx+

∫ 1
2

+ 1
n

1
2

|g(x)− fn(x)| dx+

∫ 1

1
2

+ 1
n

|1− g(x)| dx.

Protože podle předpokladu ‖g − fn‖1 → 0 a všechny integrály vpravo jsou

nezáporné, muśı mı́t tyto integrály (d̊uležité jsou pro nás prvńı a posledńı)

pro n → ∞ také nulovou limitu. Z vlastnost́ı Lebesgueova integrálu tak

dostáváme, že

g(x) = 0 na 〈0, 1
2

),

g(x) = 1 na (1
2
, 1〉.

To ale znamená, že funkce g neńı na intervalu 〈0, 1〉 spojitá. T́ım jsme

došli ke sporu, tedy posloupnost (fn)∞n=1 nemá v C〈0, 1〉 limitu. Prostor

(C〈0, 1〉, ‖.‖1) tak neńı úplný.
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Definice: Množina S v normovaném prostoru X je hustá, jestliže

každá neprázdná otevřená množina O v X obsahuje alespoň jeden bod z

množiny S.

(Ekvivalentně: Pro každé x ∈ X existuje posloupnost (sn) ⊂ S tak, že

x = limn sn. )

Normovaný prostor X se nazývá separabilńı jestliže má spočetnou hustou

podmnožinu

• Každý prostor konečné dimenze je separabilńı. (Návod: Množina všech

linárńıch kombinaćı prvk̊u báze s racionálńımi koeficenty je hustá spočetná

množina.)

Každý normavaný prostor se dá efektivně
”
zabalit“ do úplného prostoru.

Uvedeme si bez d̊ukazu tento princip:

Věta o zúplněńı: Pro každý normovaný prostor X existuje Ba-

nach̊uv prostor X̃ takový, že X je hustým podprostorem prostoru X̃.

Prostor X̃ se nazývá zúplněńım prostoru X. Zúplněńı je jedniné až na

lineárńı bijekci zachovávaj́ıćı normu.

Př́ıklad : Prostor L1(〈a, b〉) lebesgueovsky integrovatelných funkćı na

intervalu 〈a, b〉 je zúplněńım prostoru spojitých funkćı C〈a, b〉 s integrálńı

normou danou Riemannovým integrálem
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‖f‖1 =

∫ b

a

|f(x)| dx

Tedy Riemann → Lebesgue odpov́ıdá zúplněńı a přechodu sopjité funkce →

lebesgueovsky integrovatelné funkce.

Jednou z aplikaćı konceptu úplnosti jsou věty o pevném bodě.

Definice: At’ K je podmnožina normovaného prostoru X. At’ T : K →

X je zobrazeńı. Pak se x ∈ K nazývá pevným bodem zobrazeńı T jestliže

plat́ı

T (x) = x .

Značeńı: pro zobrazeńı T : X → Y označme n-násobnou kompozici

T n =

nkrát︷ ︸︸ ︷
T ◦ T ◦ · · · ◦ T

Pozorováńı: At’ T : X → X je spojité zobrazeńı na normovaném pro-

storu X. Jestliže je pro dané x0 ∈ X posloupnost (T n(x0))∞n=0 konvergentńı,

pak konverguje k pevnému bodu zobrazeńı T .

Odvozeńı: Označme xn = T n(x0) a jej́ı limitu x. Pak plat́ı, že

xn+1 = T (xn)

a limitńım předchodem máme d́ıky spojitosti T

x = T (x) .
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Definice: At’ K je podmnožina normovaného prostoru X. Zobrazeńı

T : K → K se nazývá kontraktivńı, jetliže existuje 0 ≤ α < 1 tak, že

‖T (x)− T (y)‖ ≤ α‖x− y‖ ∀x, y ∈ K .

Banachova věta o pevném bodě: Necht’K je uzavřená množina

v Banachově prostoru X. At’ T : K → K je kontraktivńı zobrazeńı. Pak exis-

tuje právě jeden pevný bod zobrazeńı T .

Důkaz: Zvolme x0 ∈ K a ukážeme, že posloupnost daná xn = T n(x0) je

cauchyovská.

Předpokádejme, že 0 ≤ α < 1 je koeficient kontrakce zobrazeńı T . Plat́ı

odhady

‖x2 − x1‖ = ‖T (x1)− T (x0)‖ ≤ α ‖x1 − x0‖

‖x3 − x2‖ = ‖T (x2)− T (x1)‖ ≤ α‖x2 − x1‖ ≤ α2 ‖x1 − x0‖ .

Opakováńım dostaneme

‖xk+1 − xk‖ ≤ αk‖x1 − x0‖ .

At’ je m ≥ n. Pak máme (využ́ıváme součet geometrické řady)

‖xm − xn‖ ≤ ‖xm − xm−1‖+ ‖xm−1 − xm−2‖+ · · ·+ ‖xn+1 − xn‖ ≤

≤ (αm−1 + αm−2 + · · ·+ αn) ‖x1 − x0‖ = αn
1− αm−n

1− α
‖x1 − x0‖ .

Vzhledem k tomu, že |α| < 1, máme že odhad napravo konverguje k nule

pro n,m → ∞. T́ım jsme dokázali, že je posloupnost cauchyovská v X.
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Dle úplnosti má tedy limitu x ∈ X. Tato limita muśı ležet v K nebot’ K

je uzavřená. Dle předchoźı úvahy je x pevným bodem zobrazeńı T . T́ım je

dokázána existence pevného bodu. Každé kontraktivńı zobrazeńı muśı mı́t

nejvýše jeden pevný bod, což dokazuje jednoznačnost. �

Důkaz dává součaně návod na numerický výpočet pevného bodu. Startu-

jeme s x0 a děláme iterace T (x0), T (T (x0)), T (T (T (x0))), ...

Na této věte je založen d̊ukaz existence řešeńı parciálnách diferenciálńıch

rovnic, metody prosté iterace řešeńı nelineárnách rovnic a jejich soustav, atd.

Ilustračńı př́ıklad: Řeš́ıme rovnici

F (x) = 0

(1) Snaž́ıme se převést ji na úlohu o pevném bodě, např. přepisem rovnice

f(x) = x− λF (x) = x .

kde λ 6= 0.

(2) snaž́ıme se volit λ tak, aby f(x) byla kontrakce na dané množině.

(3) Aplikujeme iterace

x0, f(x0), f(f(x0)) . . .

20


