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Cviceni: Skaldrni soucin

.V je redlny prostor se skaldarnim sou¢inem. UkaZte, Ze ||z| = ||y|| implikuje

(x +y,z —y) = 0. Geometricky vyznam? Komplexni piipad?

Ukazte, Ze v prostoru se skaldrnim souéinem plati, Ze ||z, || — ||z| a
(xp,x) — (z,z) implikuje, Ze x,, — x.

Ukazte, Ze v prostoru se skaldrnim sou¢inem plati

z Ly<=|z+ ay| = ||z — ay|| pro vSechna o € C.
V prostoru se skalarnim soucinem dokazte Appoloniovu identitu:

1 1
Iz = 2] + ||z = y)I* = Sllz = yll? + 2|z — Sz + ][

V prostoru H = 12 stanovte ||(27™/2)°%, ||, [|(1/n)%,]|.

V' je prostor se skaldrnim soucinem. Ukazte, Ze kaZzdy vektor je jednoznacné
urcen skaldrnimi souciny s prvky linearni baze.

. Ai H je Hilbertiiv prostor nekone&né dimenze. UkaZte, Ze H obsahuje podpros-

tor V tak, e V # H aptitom V- = {0}. Navod: Volte V = Ker f, kde f je
nespojity funkciondl na H.

Prodata ( (z;,v;), #i)i=1,...m (v8e redlnd ¢isla) naleznéte funkci dvou proménnych,
ax + by, nejlépe aproximujici data ve smyslu metody nejmensich ctverca.

Ukazte, Ze mnoZina
n
— — A\ L —
M={y= (Vj)j:1| § v; =1}
Jj=1
v C™ je uzaviena a konvexni. Naleznéte jeji element s minimalni normou.
Nechi (e,,) je ortonormalni baze Hilbertova prostoru H. UkaZte, Ze pro viechna

z,y € H plati
(@,y) = (. en) Y, en) -

n

Pro f € L?(0,2m) plati
f(t) = % + Z ay cosnt + b, sinnt .
n=1
Stanovte || f||2.

Ukazte, Ze (€*™ "1, 1))k, icz je ortonormdlni baze prostoru L*(R). (Zde 1,
oznacuje charakteristickou funkci mnoZiny M.)
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V' je prostor se skaldrnim soucinem. Ukazte, Ze pro nenulové vektory z,y € V
plati:

|E]

e —yll = || b — ey .

a tedy také

o+ ol = || {4 + o Il

Jaky maji rovnosti geometricky vyznam?

Nechi V je linedrni prostor a zobrazeni [.,.] : V x V — C (R) spliiuje pro
vechna z,y,z € V, a € C (R):

@ [z,y] = [y, z],

(®) [az,y] = alz,y],

(C) [x+y7 ]_[ ]+[y>z}’

@) [z,z] > 0.

Potom pro kazdé z,y € V plati

H%yH < a2 2y, y) /2.

(Tedy Schwarzova nerovnost plati i v pfipadé, kdy soucin na V' je pouze pozi-
tivné semidefinitni.) Ndvod: Pro [z, z] = [y, y] = 0 ukaite, Ze [x +y,z+y] = 0,
[* — y,x — y] = 0 (zkoumejte jejich soulet). Pfimo z prvni rovnosti dostanete
Relz, y] = 0.Je-1i V komplexni, pouZijte prvni rovnost jesté pro x := x, y := iy.



