
KAPITOLA 6: Hilbertovy prostory
15. května 2020

Definice : Prostor se skalárńım součinem je dvojice (V, 〈. , .〉), kde

V je lineárńı prostor a 〈. , .〉 : V ×V → C (R) splňuje pro všechna x, y, z ∈ V
a α ∈ C (R) následuj́ıćı podmı́nky

(i) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

(ii) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉

(iii) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉,

(iv) 〈x, x〉 ≥ 0

(v) 〈x, x〉 = 0 ⇒ x = 0.

Na základě bodu (i) je skalárńı součin v reálném prostoru symetrický.

Poznámka : Jako jednoduché d̊usledky axiomů dostáváme

〈x, αy〉 = α〈x, y〉,

〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉 .

Poznámka: Skalárńı součin je speciálńı př́ıpad seskvilineárńı formy, což je

zobrazeni b : V × V → C splňuj́ıćı pro všechna α ∈ C a x, y, z ∈ V :

(i) b(x+ y, z) = b(x, z) + b(y, z)

(ii) b(z, x+ y) = b(z, x) + b(z, y)

(iii) b(αx, y) = α b(x, y)

(iv) b(x, αy) = α b(x, y)

1



Značeńı : ‖x‖ =
√
〈x, x〉 (později ukážeme, že ‖.‖ je norma na

V )

Př́ıklady : 1) • Rn: Pro x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn

〈x, y〉 = x1 y1 + · · ·+ xn yn =
n∑
i=1

xi yi , ‖x‖ =
√
x2

1 + . . .+ x2
n .

• Cn: Pro x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn

〈x, y〉 = x1 y1 + · · ·+ xn yn =
n∑
i=1

xi yi , ‖x‖ =
√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2 .

2) `2 = {(xn)∞n=1

∣∣ ∑∞
i=1 |xi|2 <∞}: Pro x = (xn)∞n=1, y = (yn)∞n=1 ∈ l2

〈x, y〉 =
∞∑
i=1

xi yi , ‖x‖ =

√√√√ ∞∑
i=1

|xi|2 .

Je potřeba ukázat, že v definici skalárńıho součinu řada vpravo kon-

verguje. K tomu si uvědomı́me, že z nerovnosti 0 ≤ (a− b)2, které

plat́ı pro reálná a, b, dostáváme 2ab ≤ a2 + b2. Tedy pro každé i plat́ı

|xi yi| = |xi|·|yi| ≤ 1
2

(|xi|2+|yi|2). Absolutńı hodnoty člen̊u řady vpravo

tak máme shora odhadnuté součtem člen̊u dvou konvergentńıch řad, a

tedy tato řada (absolutně) konverguje.

3) (X,A, µ) – prostor s mı́rou, L2(X,A, µ) = {f : X → C
∣∣ f je měřitelná,∫

X
|f(x)|2 dµ(x) <∞}:

Pro f, g ∈ L2(X,A, µ)

〈f, g〉 =

∫
X

f(x) g(x) dµ(x) , ‖f‖ =

√∫
X

|f(x)|2 dµ(x) .

4) (Ω,A, µ) – pravděpodobnostńı prostor, V = prostor náhodných veličin

s konečným druhým momentem: Pro X, Y ∈ V

〈X, Y 〉 = E(X Y ) .
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Pak např.

Cov(X, Y ) = 〈X − EX, Y − EY 〉, σ(X, Y ) =
√
〈X − EX, Y − EY 〉.

Var(X) = ‖X − EX‖2 .

Definice : Prvky x, y ∈ V jsou kolmé (ortogonálńı) (znač́ıme x ⊥ y),

jestliže

〈x, y〉 = 0.

Věta (Pythagorova) : Pro x, y ∈ V plat́ı

x ⊥ y ⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Důkaz: ‖x+y‖2 = 〈x+y, x+y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉︸ ︷︷ ︸
= 0

+ 〈y, x〉︸ ︷︷ ︸
= 0

+ 〈y, y〉 =

‖x‖2 + ‖y‖2. �

Věta (Geometrický rozklad) : Pro x, y ∈ V, y 6= 0 existuj́ı jediná

z ∈ V a λ ∈ C tak, že

z ⊥ y a x = z + λ y.

(Jde o rozklad x do dvou kolmých směr̊um, přičemž jeden z nich je zadán.)

Důkaz: Nejdř́ıv ukážeme jednoznačnost rozkladu. Necht’ x = z + λy,

kde z ⊥ y. Vynásobme rovnost x = z + λy skalárně vektorem y. Dostaneme

〈x, y〉 = 〈z, y〉 + λ 〈y, y〉 = λ ‖y‖2.

Odtud je zřejmé, že pro λ muśı platit

λ =
〈x, y〉
‖y‖2

. (1)

3



Pak ale nutně

z = x − 〈x, y〉
‖y‖2

y.

Nyńı se pod́ıvejme na existenci rozkladu. Zvolme λ podle (1) a položme

z = x− λy. Pak x = z + λ y. Ukážeme ještě, že z ⊥ y:

〈z, y〉 = 〈x− λy, y〉 = 〈x, y〉 − λ ‖y‖2 = 〈x, y〉 − 〈x, y〉
‖y‖2

‖y‖2 = 0.
�

Věta (Schwarzova nerovnost) : Pro každé dva prvky x, y prostoru se

skalárńım součinem V plat́ı

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Rovnost nastává právě tehdy, když x, y jsou lineárně závislé.

Důkaz: Je-li y = 0, pak x a y jsou lineárně závislé a |〈x, y〉| = 0 =

‖x‖ ‖y‖. Předpokládejme tedy, že y 6= 0. Zapǐsme x ve tvaru x = z+λ y, kde

z ∈ V, z ⊥ y, a λ = 〈x, y〉
‖y‖2 . Pak podle Pythagorovy věty

‖x‖2 = ‖z‖2 + |λ|2‖y‖2 ≥ |λ|2‖y‖2 =
|〈x, y〉|2

‖y‖4
‖y‖2 =

|〈x, y〉|2

‖y‖2
, (2)

tedy

‖x‖2‖y‖2 ≥ |〈x, y〉|2.

Z (2) rovnost nastává přávě tehdy, když ‖z‖ = 0, tj. v př́ıpadě, že z = 0 a

x = λy. �

Geometrická a statisická interpretace skalárńıho součinu:

Pro nenulové vektory x, y ∈ V máme dle Schwarzovy nerovnosti:

|〈x, y〉|
‖x‖ · ‖y‖

≤ 1

V př́ıpadě reálného prostoru tedy existuje úhel ϕ tak, že
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〈x, y〉
‖x‖ · ‖y‖

= cosϕ

a ϕ můžeme chápat jako úhel mezi x a y.

Mezńı př́ıpady:

ϕ = 0 ... kolineárńı stejně orientované vektory

ϕ = π ... kolineárńı opačně orientované vektory

ϕ = π/2 ... kolmé vektory

korelačńı koeficient

%(x, y) =
〈x, y〉
‖x‖ · ‖y‖

= cosϕ

vyjadřuje stupeň lineárńı závislosti x a y.

aplikace ve statistice:

%(X, Y ) =
〈X − EX, Y − EY 〉√

Var(X − EX) ·
√

Var(Y − EY )

korelace náhodných veličin X a Y . (Testuje zda data lež́ı v jedné př́ımce.)

Př́ıklad :
Necht’ a ∈ R, T > 0 a f ∈ L2〈a, a + T 〉. Položme ω = 2π

T
. Fourier̊uv

koeficient cn funkce f je definován vztahem

cn = 〈f, 1

T
einωt〉 =

1

T

∫ a+T

a

f(t) e−inωt dt.

Protože

‖ einωt‖2 =

∫ a+T

a

| einωt|2 dt = T,

máme pro cn podle Schwarzovy nerovnosti odhad

|cn| ≤ ‖f‖2 ·
1√
T
.
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Rovnost přitom nastává, právě když f je ,,čistá frekvence“, tj. násobek

einωt = cosnωt+ i sinnωt.

Důsledek : Pro prostor V se skalárńım součinem plat́ı

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

a ‖.‖ je norma na V .

Důkaz: Ze Schwarzovy nerovnosti máme

‖x+y‖2 = 〈x+y, x+y〉 = ‖x‖2+〈y, x〉+〈x, y〉+‖y‖2 = ‖x‖2+2Re〈x, y〉+‖y‖2 ≤

≤ ‖x‖2 + 2|〈x, y〉|+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2.

T́ım pro ‖.‖ plat́ı trojúhelńıková nerovnost. Splňeńı zbylých vlastnost́ı normy

dostáváme př́ımo z definice skalárńıho součinu. �

Tvrzeńı (Rovnoběžńıkové pravidlo) :

Pro x, y ∈ V máme

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Důkaz: Použijeme-li podobné přepisy jako v předchoźım d̊ukazu, do-

staneme

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉+ 〈x− y, x− y〉 =

= ‖x‖2 + 〈y, x〉+ 〈x, y〉+ ‖y‖2 + ‖x‖2 − 〈y, x〉 − 〈x, y〉+ ‖y‖2 =

= 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 .

�

Tvrzeńı : Skalárńı součin je spojitá funkce, tj.

xn → x

yn → y

}
⇒ 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉 .
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Důkaz: Máme

〈xn, yn〉 = 〈x+(xn−x), y+(yn−y)〉 = 〈x, y〉+〈x, yn−y〉+〈xn−x, y〉+〈xn−x, yn−y〉,

kde pro posledńı tři sč́ıtance vpravo plat́ı

|〈x, yn − y〉| ≤ ‖x‖ · ‖yn − y‖
n→∞−→ 0,

|〈xn − x, y〉| ≤ ‖xn − x‖ · ‖y‖
n→∞−→ 0,

|〈xn − x, yn − y〉| ≤ ‖xn − x‖ · ‖yn − y‖
n→∞−→ 0.

Tedy 〈xn, yn〉
n→∞−→ 〈x, y〉. �

Definice : Úplný prostor se skalárńım součinem se nazývá Hilbert̊uv

prostor.

Př́ıklady : • Je-li U prostor se skalárńım součinem, dimU <∞, pak U

je Hilbert̊uv prostor.

• `2 je Hilbert̊uv prostor.

• L2(X,A, µ) je Hilbert̊uv prostor.

• Podprostor V ⊂ `2, který obsahuje právě všechny posloupnosti s konečně

mnoha nenulovými členy, neńı Hilbert̊uv. Uvažujme např. posloupnosti

xk = (1, 1
2
, 1

3
, . . . 1

k
, 0, 0, . . .) ∈ V a posloupnost x = (1, 1

2
, 1

3
, . . .) =(

1
n

)∞
n=1
∈ `2 \ V. Protože řada

∑∞
n=1( 1

n
)2 konverguje a ‖x − xk‖2 =∑∞

n=k+1( 1
n

)2, máme ‖x − xk‖2 k→∞−→ 0, a tedy xk→x v `2. Našli jsme

tak posloupnost prvk̊u z V , jej́ıž limita do V nepatř́ı. Podprostor V

úplného prostoru `2 tedy neńı uzavřený, a t́ım ani úplný.
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Nejlepš́ı aproximace

Definice : Necht’ X je normovaný prostor, M ⊂ X a x ∈ X. Potom

vzdálenost bodu x od množiny M je

dist(x,M) = δ(x,M) = inf{‖x− y‖ | y ∈M}

Bod x0 ∈M je nejbližš́ım bodem k bodu x, jestliže

‖x− x0‖ = dist(x,M) .

Poznámka : Problém existence a jednoznačnosti nejbližš́ıho bodu (kres-

lete si obrázky): Nejbližš́ı bod

• nemuśı existovat (např. v R2 pro x = (0, 1) a M = {(x1, 0)
∣∣ 0 < x1 <

1})

• může existovat právě jeden (např. v R2 pro x = (0, 1) aM = {(x1, 0)
∣∣x1 ∈

R})

• může jich existovat v́ıce, i nekonečně mnoho (např. v R2 pro x = (0, 1)

a M = {(x1, x2)
∣∣x2

1 + (x2 − 1)2 = 1})

Definice : Necht’ x, y ∈ L, kde L je lineárńı prostor. Úsečkou s

krajńımi body x, y je množina

[x, y] = {λx+ (1− λ)y
∣∣ 0 ≤ λ ≤ 1} .

Množina K ⊂ L je konvexńı, jestliže plat́ı implikace

x, y ∈ K ⇒ [x, y] ⊂ K.

Věta (Nejlepš́ı aproximace) : Necht’ K je uzavřená konvexńı množina

v Hilbertově prostoru H. Ke každému x ∈ H existuje jediný nejbližš́ı bod

z množiny K.
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Důkaz: a) Existence: Mějme x ∈ H, označme δ = dist(x,K). Z definice

infima existuje posloupnost (yn) ⊂ K tak, že

δn = ‖x− yn‖
n→∞−→ δ.

Ukážeme, že (yn) je cauchyovská: Položme vn = yn − x. Pak ‖vn‖ = δn a

‖vn + vm‖ = ‖yn + ym − 2x‖ = 2 ‖ yn + ym
2︸ ︷︷ ︸
∈K

−x ‖ ≥ 2δ.

Použijeme rovnoběžńıkové pravidlo pro vn a vm a dostaneme

‖yn − ym‖2 = ‖vn − vm‖2 = −‖vn + vm‖2 + 2(‖vn‖2 + ‖vm‖2) ≤
≤ −(2δ)2 + 2(δ2

n + δ2
m)

n,m→∞−→ 0.

Posloupnost (yn) je tak cauchyovská a má limitu y ∈ K (K je uzavřená). Ze

spojitosti funkce h 7→ ‖x− h‖ plat́ı

δn = ‖x− yn‖
n→∞−→ ‖x− y‖.

Přitom také δn
n→∞−→ δ, tedy ‖x− y‖ = δ.

b) Jednoznačnost: Předpokládejme, že y1 and y2 jsou dvě nejlepš́ı aproximace

bodu x v K. Uvažujme posloupnost

(y1, y2, y1, y2, . . . )

Plat́ı, že ‖y1 − x‖ = ‖y2 − x‖ = δ. Na základě prvńı části d̊ukazu je tato

posloupnost cauchyovská. Tedy má limitu y. Pak ovšem y = y1 = y2. �

Důležitá úloha je hledáńı aproximace v daném podprostoru.

Značeńı : Pro x ∈ H, M,N ⊂ H pokládáme

x ⊥M ⇔ 〈x, y〉 = 0 ∀ y ∈M,

N ⊥M ⇔ 〈x, y〉 = 0 ∀x ∈ N, ∀ y ∈M,
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M⊥ = {x ∈ H | x ⊥M} .

Je-li N ⊥M , pak zřejmě N ∩M = {0}. Dále z linearity skalárńıho součinu v

prvńı složce a jeho spojitosti je pro jakoukoliv podmnožinu M ⊂ H množina

M⊥ uzavřený podprostor prostoru H.

Věta : Necht’ M je uzavřený podprostor Hilbertova prostoru H a x ∈ H.

Bod x0 ∈M je nejbližš́ım bodem množiny M k bodu x právě tehdy, když

x− x0 ∈ M⊥.

Důkaz: ” ⇒ ” Volme a ∈ M, a 6= 0. Na základě geometrického

rozkladu existuje λ ∈ C (R) a z ∈ H, z ⊥ a, tak, že

x− x0 = λ a + z.

Podle Pythagorovy věty je

‖x− x0‖2 = ‖λ a‖2 + ‖z‖2.

Protože x0 + λ a ∈M a x0 je nejbližš́ı bod množiny M k bodu x, máme

‖x− x0‖2 ≤ ‖x− x0 − λa‖2 = ‖z‖2 ≤ ‖x− x0‖2.

To ale znamená, že ‖z‖2 = ‖x−x0‖2, a t́ım ‖λ a‖2 = 0, λa = 0. Tedy x−x0 =

z ⊥ a. Protože a ∈M bylo libovolné, dostáváme, že plat́ı x− x0 ∈M⊥.

”⇐ ” At’ x− x0 ⊥M . Pak pro každé a ∈M máme

‖x− a‖2 = ‖x− x0 + x0 − a︸ ︷︷ ︸
∈M

‖2 = ‖x− x0‖2 + ‖x0 − a‖2 ≥ ‖x− x0‖2.

To znamená, že x0 je nejbližš́ı bod množiny M k bodu x. �
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Opakováńı lineárńı algebry:

Definice : Podprostory V1 a V2 lineárńıho prostoru V tvoř́ı algebraický

rozklad prostoru V (prostor V je direktńım součtem podprostor̊u V1 a

V2), jestliže

V = lineárńı obal V1 ∪ V2 a V1 ∩ V2 = {0}.

Ṕı̌seme

V = V1 ⊕lin V2.

Ekvivalentně: Pro každé v ∈ V existuj́ı jediné dva prvky v1 ∈ V1 a v2 ∈ V2

tak, že v = v1 + v2.

(Jednoznačnost: Je-li x = v1 + v2 = u1 + u2, kde v1, u1 ∈ V1, v2, u2 ∈ V2, pak

v1 − u1 = u2 − v2 ∈ V1 ∩ V2 = {0}.)

Definice : Prostor V se skalárńım součinem je ortogonálńı součet

podprostor̊u V1 a V2, jestliže

V = lineárńı obal V1 ∪ V2 a V1 ⊥ V2 .

Ṕı̌seme

V = V1 ⊕ V2.

Ekvivalentně: Pro každé v ∈ V existuj́ı jediné dva prvky v1 ∈ V1 a v2 ∈ V2

tak, že v = v1 + v2 a v1 ⊥ v2.

(Jednoznačnost dostáváme jako u algebraického rozkladu z toho, že pro V1 ⊥
V2 plat́ı V1 ∩ V2 = {0}.)

Věta (Projekčńı věta) : Je-li M uzavřený podprostor Hilbertova pro-

storu H, pak

H = M ⊕M⊥.

Důkaz: Necht’ xM je nejbližš́ı bod k bodu x v množině M . Pak x =

xM + xM⊥ , kde xM⊥ = x − xM ∈ M⊥. Tedy H je lineárńı obal M ∪M⊥.

Protože M ⊥M⊥, máme H = M ⊕M⊥. �
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Poznámka : Projekčńı věta nám vlastně ř́ıká toto: Pro každé x ∈ H je

x = xM +xM⊥ , kde xM ∈M a xM⊥ ∈M⊥. Prvek xM je nejlepš́ı aproximaćı

prvku x v M a prvek xM⊥ je nejlepš́ı aproximaćı prvku x v M⊥ (to plyne z

xM = x− xM⊥ ∈M a M ⊥M⊥ ).

Poznámka : Z Pythagorovy věty pro x = xM + xM⊥

‖xM‖ = ‖x‖ ⇔ x ∈M a ‖xM‖ = 0 ⇔ x ∈M⊥.

Definice : Necht’ M je uzavřený podprostor Hilbertova prostoru H.

Potom zobrazeńı PM : H →M takové, že

PM : x 7→ xM - nejlepš́ı aproximace x v M,

nazýváme ortogonálńı projekce na podprostor Y .

Plat́ı : PM je omezený lineárńı operátor, pro který je P 2
M = PM . Je-li M

nenulový, pak ‖PM‖ = 1.

Důkaz: Linearita: Necht’ x, y ∈ H, pak PMx = xM ∈ M,PMy =

yM ∈M , odkud PMx+ PMy ∈M . Dále x− xM ∈M⊥, y − yM ∈M⊥, tedy

(x+y)−(PMx+PMy) = (x+y)−(xM +yM) = (x−xM)+(y−yM) ∈M⊥. To

znamená, že PM(x+y) = PMx+PMy. Je-li nyńı α ∈ C (R), pak αPMx ∈M
a αx− αPMx = α(x− PMx) ∈M⊥. Tedy PM(αx) = αPMx.

Omezenost a velikost normy: Pro x ∈ H máme x = xM + xM⊥ , kde

xM ∈ M a xM⊥ ∈ M⊥ jsou navzájem kolmé. Tedy podle Pythagorovy věty

‖x‖2 = ‖xM‖2 + ‖xM⊥‖2 ≥ ‖xM‖2 = ‖PMx‖2. Odtud ‖PM‖ ≤ 1 a PM je

omezený operátor. Nav́ıc pro libovolné nenulové x ∈ M máme PMx = x,

tedy ‖PMx‖ = ‖x‖, což znamená, že ‖PM‖ ≥ 1. Z obou odhad̊u pro ‖PM‖
dostáváme ‖PM‖ = 1.

Projekce: Protože pro každé y ∈ M je PMy = y a pro každé x ∈ H je

PMx ∈M , máme P 2
Mx = PM(PMx) = PMx.

�
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Př́ıklady:

(i) Mějme obecný Hilbert̊uv prostor H a y ∈ H nenulové. Pro Y = lin{y}
máme

PY (x) =
〈x, y〉
‖y‖2

y .

Ověř́ı se výpočtem: 〈x− PM(x), y〉 = 0.

(ii) V = R3, M = {(x, y, 0) : x, y ∈ R}. Pak PM : (x, y, z) → (x, y, 0) je

kolmé promı́táńı prostoru na rovinu xy.

(iii) V = L2(R) M = {f ∈ L2(R) : f(x) = 0 ∀x 6∈ 〈0, 1〉}. Pak

PM(f) = χ〈0, 1〉f .

Důsledky (projekčńı věty) :

a) Pro každý vlastńı uzavřený podprostor M v Hilbertově prostoru H exis-

tuje nenulový vektor x ∈ H tak, že

x ⊥M.

b) Je-li M uzavřený podprostor, pak pro M⊥⊥ = (M⊥)⊥ plat́ı

M = M⊥⊥.

c) Je-li A podmnožina H, pak

[A] = A⊥⊥,

kde [A] = lin A.

Důkaz: a) Podle projekčńı věty máme H = M ⊕M⊥. Protože M je

vlastńı podprostor, muśı existovat 0 6= x ∈M⊥.

b) Použijeme-li projekčńı větu postupně na podprostory M a M⊥ dostaneme
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H = M ⊕M⊥ = M⊥ ⊕ (M⊥)⊥. Odtud (M⊥)⊥ = M .

c) Každý prvek z A je kolmý na všechny prvky v A⊥, tedy A ⊂ (A⊥)⊥.

Protože (A⊥)⊥ je uzavřený podprostor obsahuj́ıćıA a [A] je nejmenš́ı uzavřený

podprostor obsahuj́ıćı A, máme [A] ⊂ (A⊥)⊥. Rovnost obou podprostor̊u

dokážeme sporem. Předpokládejme, že [A] je vlastńı podprostor prostoru

(A⊥)⊥. Pak podle části a), aplikované na Hilbert̊uv prostor (A⊥)⊥ a jeho

uzavřený podprostor [A], existuje nenulový prvek x ∈ (A⊥)⊥ ∩ [A]⊥ ⊂
(A⊥)⊥ ∩A⊥. (Je-li totiž B ⊂ C, pak C⊥ ⊂ B⊥.) T́ım jsme ale dostali spor s

t́ım, že (A⊥)⊥ ∩ A⊥ = {0}. Muśı tedy být [A] = (A⊥)⊥. �

Jak spoč́ıtat PM(x)?

Motivace : Předpokládejme, že H je Hilbert̊uv prostor a M jeho pod-

prostor takový, že M = lin (e1, . . . , en), kde

‖ej‖ = 1 ∀ j = 1, . . . , n a 〈ej, ei〉 = 0 ∀ i 6= j

(tj. množina {e1, . . . , en} je ortonormálńı). Potom pro každé x ∈ H je

PM(x) =
n∑
j=1

〈x, ej〉ej = 〈x, e1〉 e1 + · · ·+ 〈x, en〉 en.

Pro každé i ∈ {1, . . . , n} totiž plat́ı

〈x−
n∑
j=1

〈x, ej〉ej, ei〉 = 〈x, ei〉 −
n∑
j=1

〈x, ej〉〈ej, ei〉 = 〈x, ei〉 −
n∑
j=1

〈x, ej〉δji =

= 〈x, ei〉 − 〈x, ei〉 = 0,

což znamená, že (x −
∑n

j=1〈x, ej〉ej) ⊥ lin(e1, . . . , en) = M . Protože nav́ıc∑n
j=1〈x, ej〉ej ∈M , je to nejlepš́ı aproximace x v M .

Obecněǰśı př́ıpad. At’ M je konečně dimenzionálńı podprostor s lineárńı

báźı {ϕ1, . . . , ϕn} a x ∈ H. Pak

PM(x) = a1ϕ1 + · · ·+ anϕn,
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kde z podmı́nek kolmosti (x− PMx) ⊥ ϕi ∀ i ∈ {1, . . . , n} dostaneme koefi-

cienty a1, . . . , an jako řešeńı soustavy rovnic

n∑
j=1

aj〈ϕj, ϕi〉 = 〈x, ϕi〉 i = 1, . . . , n.

Matice této soustavy (
〈ϕj, ϕi〉

)
i,j=1,...,n

se nazývá Gramova matice vektor̊u ϕ1, . . . , ϕn. V našem př́ıpadě, kdy

ϕ1, . . . , ϕn tvoř́ı bázi podprostoru M , je Gramova matice regulárńı. Každý

konečně dimenzionálńı podprostor je totiž uzavřený, takže podle věty o nej-

lepš́ı aproximaci má soustava pro koeficienty a1, . . . , an vždy právě jedno

řešeńı. V př́ıpadě kdy jsou vektory ϕ1, . . . , ϕn jednotkové a navzájem kolmé,

je Gramova matice jednotková matice a plat́ı, že αi = 〈x, ϕi〉, což dá předchoźı

př́ıklad.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Uvažujme H = Rm (m velké). Mějme dánu tabulku naměřených hodnot

funkce f

x1 x2 . . . xm - uzly měřeńı x

f1 f2 . . . fm - naměřené hodnoty f

Funkci f bychom chtěli aproximovat pomoćı lineárńı kombinace funkćı ϕ1, . . . , ϕn,

kde n� m, pro které jsou vektory (ϕ1(x1), . . . , ϕ1(xm)), . . . , (ϕn(x1), . . . , ϕn(xm))

z Rm lineárně nezávislé (pak jsou nutně i funkce ϕ1, . . . , ϕn lineárně nezávislé).

Můžeme mı́t např. ϕ1 = 1, ϕ2 = x, ϕ3 = x2, . . . , ϕn = xn−1. Hledaná apro-

ximace

ϕ =
n∑
i=1

aiϕi(x)

funkce f by měla minimalizovat středńı kvadratickou odchylku( m∑
j=1

|fj − ϕ(xj)|2
)1/2

= ‖(f1, . . . , fm)− (ϕ(x1), . . . , ϕ(xm)‖2.
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Jedná se tu o úlohu ortogonálńı projekce na lineárńı obal vektor̊u

(ϕ1(x1), . . . , ϕ1(xm)), . . . , (ϕn(x1), . . . , ϕn(xm))

v Rm.

Zobecněńı: V Rm uvažujeme skalárńı součin

〈(x1, . . . , xm), (y1, . . . , ym)〉 =
m∑
i=1

wixiyi ,

kde wi > 0 jsou váhy určuj́ıćı d̊uležitost daného měřeńı.

Ortonormálńı báze

Definice : Množina A v prostoru se skalárńım součinem V je ortogonálńı,

jestliže 〈x, y〉 = 0, kdykoliv x, y ∈ A, x 6= y. Množina A je ortonormálńı,

jestliže je ortogonálńı a ‖x‖ = 1 pro všechna x ∈ A.

Př́ıklady : 1) Cn:
(1, 0, 0, . . . , 0, 0)

(0, 1, 0, . . . , 0, 0)
...

(0, 0, 0, . . . , 0, 1)

je ortonormálńı (konečná posloupnost) – ,,prototyp“
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2) Diskrétńı Fourierova báze Cn:

(konvence: x = (x(0), x(1), . . . , , x(n− 1)))

F = {f0, f1, . . . , fn−1},

kde pro m, k = 0, . . . , n− 1 je

fm(k) =
1√
n

e
2πi
n
mk.

(i2 = 1, eiϕ = cosϕ+ i sinϕ)

Pozorováńı: Funkce t → e
2πi
n
mt v proměnné m je n-periodická, m zvětšuje

frekvenci, kruhová rychlost: 2π
n
m, perioda: T = n

m
.

Ověř́ıme, že {f0, f1, . . . , fn−1} je ortonormálńı množina:

Označme ω = ei
2π
n (ωn = 1, ωk+n = ωk). Pak fm(k) = 1√

n
ωmk a

〈fj, fm〉 =
1

n

n−1∑
l=0

ωjlω−ml =
1

n

n−1∑
l=0

ω(j−m)l =

=


1 pro j = m

1

n

1− (ωj−m)n

1− ωj−m
= 0 pro j 6= m

Fourierova báze pro n = 2:
1√
2

(1, 1)

1√
2

(1,−1)

Fourierova báze pro n = 4:

1
2

(1, 1, 1, 1)

1
2

(1, i,−1,− i)
1
2

(1,−1, 1,−1)

1
2

(1,−i,−1, i)

Diskrétńı Fourierova transformace (DFT):

(
x(j)

)n−1

j=0
7−→ ( 〈x, fj〉 )n−1

j=0︸ ︷︷ ︸
souřadnice v̊uči Fourierově bázi
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Poznámka : Necht’ V je prostor se skalárńım součinem konečné dimenze

a {e1, . . . , en} je jeho ortonormálńı báze. Potom pro každá x, y ∈ V plat́ı

• x =
n∑
j=1

〈x, ej〉 ej (konečně dimenzionálńı Fourier̊uv rozklad)

Je-li totiž x = α1e1 + · · · + αnen, pak po skalárńım vynásobeńı x

bázovým vektorem ei dostaneme ai = 〈x, ei〉.

• ||x||2 =
n∑
j=1

|〈x, ej〉|2,

nebot’ máme

||x||2 = 〈x, x〉 = 〈
n∑
j=1

〈x, ej〉ej,
n∑
k=1

〈x, ek〉ek〉 =

=
n∑
j=1

〈x, ej〉〈x, ej〉 =
n∑
j=1

|〈x, ej〉|2.

(Můžeme též použ́ıt Pythagorovu větu.)

• 〈x, y〉 =
n∑
j=1

〈x, ej〉〈y, ej〉.

(Zd̊uvodněńı jako u ‖x‖2).

Konečně dimenzionálńı Hilbertovy prostory jsou tedy v podstatě Cn = `2
n.

Otázka: Jak je tomu v nekonečné dimenzi?

Nejdř́ıv se pod́ıváme na existenci ortonormálńı posloupnosti v daném

podprostoru:
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Gram-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

Necht’ x1, x2, ... je lineárně nezávislá posloupnost. Nalezněme ortonormálńı

posloupnost e1, e2, · · · tak, že pro všechna n

lin(e1, . . . , en) = lin(x1, . . . , xn) :

1. krok

e1 =
x1

||x1||

2. krok

v2 = x2 − Plin(e1)(x2) = x2 − 〈x2, e1〉 e1

e2 =
v2

||v2||

3. krok

v3 = x3 − Plin(e1,e2)(x3) = x3 − 〈x3, e1〉e1 − 〈x3, e2〉 e2

e3 =
v3

||v3||

...

n-tý krok

vn = xn − Plin(e1,e2,...,en−1)(xn) = xn −
n−1∑
j=1

〈xn, ej〉 ej

en =
vn
||vn||

(Protože je posloupnost x1, x2, . . . lineárně nezávislá a lin(e1, . . . , en) =

lin(x1, . . . , xn), jsou vektory x1, v2, v3, . . . nenulové, a tedy posloupnost

e1, e2, . . . je korektně definovaná.)
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Př́ıklad : Najděte ortonormálńı bázi podprostoru M prostoru V = R3,

kde

M = {(y1, y2, y2)
∣∣ y1 + y2 + y3 = 0}.

Řešeńı: Množina M je rovina, jej́ımž normálovým vektorem je vektor

(1, 1, 1). Lineárńı bázi podprostoruM tvoř́ı např. vektory x1 = (1,−1, 0), x2 =

(1, 0,−1).

e1 =
(1,−1, 0)√

2

v2 = x2 − 〈x2, e1〉e1 = (1, 0,−1)− 1√
2

(1,−1, 0)√
2

= (1, 0,−1)− 1

2
(1,−1, 0) =

(1

2
,
1

2
,−1

)
e2 =

(1
2
, 1

2
,−1)√
3
2

Tvrzeńı : Normovaný prostor X je separabilńı, právě tehdy když existuje

spočetná množina {yn |n ∈ N} ⊂ X tak, že

lin {yn|n ∈ N} = X.

Důkaz: Spočetná množina

{α1 y1 + · · ·+ αn yn
∣∣n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ Q}

má za uzávěr celé X na základě aproximace reálných č́ısel racionálńımi.

�

Každý uzavřený podprostor M separabilńıho Hilbertova prostoru H je

separabilńı. Je-li totiž (xn) hustá posloupnost v H pak PM(xn) je hustá po-

sloupnost v M .

Definice : Ortonormálńı báze (ONB) Hilbertova prostoru H je orto-

normálńı množina A taková, že

linA = H (⇔ A⊥ = {0}).
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Věta Existence ortonormálńı báze :
(1) Každý Hilbert̊uv prostor má ortonormálńı bázi.

(2) Každá ortonormálńı množina v Hilbertově prostoru je část́ı ortonormálńı

báze.

(3) Každá ortonormálńı množina v separabilńım Hilbertově prostoru je

spočetná.

Důkaz: (1) Ukážeme pro separabilńı prostor H, obecněǰśı př́ıpad je

obt́ıžný. Necht’ {xn
∣∣n ∈ N} je hustá množina v H. Existuje spočetná báze

{yn
∣∣n ∈ N} prostoru lin{xn

∣∣n ∈ N}. Na posloupnost y1, y2, . . . apliku-

jeme ortogonalizačńı proces a dostaneme ortonormálńı posloupnost e1, e2, . . .

takovou, že

lin{en
∣∣n ∈ N} = lin{yn

∣∣n ∈ N} = lin{xn
∣∣n ∈ N}.

Tedy lin{en
∣∣n ∈ N} = H.

(2)

Necht’ A je ortonormálńı množina v H. Položme

M = [A] (= linA ).

Podle Projekčńı věty plat́ı, že

H = [A]⊕ [A]⊥ .

Na základě (1) existuje ortonormálńı báze B prostoru [A]⊥. Pak sjednoceńı

obou báźı A ∪B je ortonormálńı báze H rozšǐruj́ıćı A.

(3) Důkaz provedeme sporem. At’ A je nespočetná ortonormálńı množina

v H. Pro každé x ∈ A existuje y(x) ∈ {yn|n ∈ N} tak, že ‖x− y(x)‖ <
√

2
2
.

Přitom pro x, z ∈ A, x 6= z, je x ⊥ (−z), tedy ‖x − z‖ = ‖x + (−z)‖ =√
‖x‖2 + ‖ − z‖2 =

√
2. Zároveň ale plat́ı

√
2 = ‖x−z‖ ≤ ‖x−y(x)‖+‖y(x)−y(z)‖+‖y(z)−z‖ <

√
2+‖y(x)−y(z)‖ .

Muśı tak být y(x) 6= y(z) pro x, z ∈ A, x 6= z. Tedy {y(x)
∣∣x ∈ A} je

nespočetná podmnožina spočetné množiny {yn|n ∈ N}. T́ım jsme došli ke

21



sporu. Geometrickou podstatou této argumentace je skutečnost, že jsme našli

nespočetný systém otevřených disjunktńıch kouĺı v prostoru H se středy v

prvćıch dané ortonormálńı množiny. �

Tvrzeńı : At’ (xn)∞n=1 je ortogonálńı množina v Hilbertově prostoru H.

(i) Řada
∑∞

n=1 xn, konverguje právě tehdy, když
∑∞

n=1 ‖xn‖2 <∞.

(ii) Pro x =
∑∞

n=1 xn je ||x||2 =
∑∞

n=1 ‖xn‖2 (,,nekonečná

Pythagorova věta“).

Důkaz: (i) ,, ⇒ “ Necht’ řada
∑∞

n=1 xn konverguje a jej́ı součet je x.

Protože podle Pythagorovy věty∥∥∥∥∥
N∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
2

=
N∑
n=1

‖xn‖2

dostáváme ze spojitosti normy limitńım přechodem pro N →∞

‖x‖2 =
∞∑
n=1

‖xn‖2 <∞ .

,, ⇐ “ Necht’
∑∞

n=1 ‖xn‖2 <∞. Pak pro částečné součty sN =
∑N

n=1 xn

řady
∑∞

n=1 xn plat́ı (při N < K)

‖sK − sN‖2 =
K∑

n=N+1

‖xn‖2 N,K→∞−→ 0.

Posloupnost částečných součt̊u (sN)∞N=1 je tedy cauchyovská, a protože je H

úplný prostor, je také konvergentńı.

(ii) Viz d̊ukaz (i). �
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Důsledek

Je-li (en)∞n=1 ortonormálńı posloupnost v Hilbertově prostoru H a (αn)∞n=1 je

posloupnost komplexńıch č́ısel, pak

∞∑
n=1

αnen konverguje právě tehdy když
∞∑
n=1

|αn|2 <∞ .

Větu o rozvoji formulujeme a dokážeme pro separabilńı prostor. Plat́ı

ovšem obecně.

Věta o rozvoji : At’ H je separabilńı Hilbert̊uv prostor s ortonormálńı

báźı (en)∞n=1, pak pro každé x ∈ H plat́ı

x =
∞∑
n=1

〈x, en〉 en (abstraktńı Fourier̊uv rozvoj)

a

‖x‖ =

√√√√ n∑
n=1

|〈x, en〉|2 (Parsevalova rovnost).

Důkaz: Označme VN = lin(e1, . . . , eN) a PN ortogonálńı projekci na

VN . Pak PNx =
∑N

n=1〈x, en〉en. Protože ‖PN‖ ≤ 1, máme

‖PNx‖2 = ‖
N∑
n=1

〈x, en〉en‖2 =
N∑
n=1

|〈x, en〉|2 ≤ ‖x‖2 ∀N ∈ N .

Odtud
∑∞

n=1 |〈x, en〉|2 ≤ ‖x‖2 <∞, tedy řada
∑N

n=1〈x, en〉en konverguje.

At’ nyńı y =
∑∞

n=1〈x, en〉en. Pak 〈x − y, en〉 = 〈x, en〉 − 〈x, en〉 = 0, tj.

x − y ⊥ {en
∣∣n ∈ N}. Muśı tedy být x − y = 0, a t́ım

∑∞
n=1〈x, en〉en = x.

Parsevalovu rovnost nyńı dostáváme z části (ii) předchoźıho tvrzeńı. �
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Daľśı zobecněńı:

Věta (Popis ortogonálńı projekce) : At’ (fn)∞n=1 je ortonormálńı

posloupnost v Hilbertově prostoru H. At’ P je ortogonálńı projekce na

uzavřený podprostor lin {fn |n = 1, 2, . . . }. Potom

Px =
∞∑
n=1

〈x, fn〉 fn

a

‖x‖2 ≥
∞∑
n=1

|〈x, fn〉|2 (Besselova nerovnost).

Důkaz: Stejně jako v d̊ukazu předchoźı věty dostaneme
∑∞

n=1 |〈x, fn〉|2 ≤
‖x‖2 < ∞. Položme y =

∑∞
n=1〈x, fn〉fn. Pak 〈x − y, fm〉 = 0 pro každé

m ∈ N, tedy x− y ∈ lin{fn |n ∈ N}
⊥
, a t́ım y = Px. �

Prototyp : ,,Fourierova řada“

Konvence:
∑∞

n=−∞ xn = limN→∞
∑N

n=N xn.

• Uvažujme komplexńı Hilbert̊uv prostor L2〈a, a + T 〉, T > 0 (obsahuje

komplexńı funkce). Označme ω = 2π
T

a položme

en(x) =
1√
T

einωx.

Věta : Posloupnost funkćı (en)∞n=−∞ je ortonormálńı báze prostoru

L2〈a, a+ T 〉.

Důkaz: Ukážeme jen, že posloupnost (en)∞n=−∞ je ortonormálńı.

Dokázat, že jej́ı lineárńı obal je hustý v prostoru L2〈a, a+T 〉 je komplikované.
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Máme

〈en, em〉 =
1

T

∫ a+T

a

einωx e−imωx dx =
1

T

∫ a+T

a

ei(n−m)ωx dx =

=


1
T
T = 1 pro n = m,

1
T

[
ei(n−m)ωx

i(n−m)ω

]a+T

a
= 0 pro n 6= m.

(Využili jsme toho, že pro n 6= m jsou funkce ei(n−m)ωx T -periodické.) Tedy

posloupnost (en)∞n=−∞ je opravdu ortonormálńı. �

Mějme nyńı funkci f ∈ L2〈a, a+ T 〉. Pak

〈f, en〉 =
1√
T

∫ a+T

a

f(x) e−inωx dx,

a tedy na základě předchoźı věty

f =
∞∑

n=−∞

〈f, en〉en =
∞∑

n=−∞

( 1

T

∫ a+T

a

f(x) e−inωx dx︸ ︷︷ ︸
=: cn

)
einωx =

=
∞∑

n=−∞

cn einωx =
∞∑

n=−∞

(
√
T cn) en .

Funkce f se rovná součtu řady v prostoru L2〈a, a+ T 〉.
Parsevalova rovnost nám dává

‖f‖2
2 =

∞∑
n=−∞

T |cn|2 = T
∞∑

n=−∞

|cn|2.

• Reálná ortonormálńı báze v L2〈a, a + T 〉: Protože ( einωx)∞n=−∞ je

ortogonálńı systém, tvoř́ı, pro n = 1, 2, . . . , reálné funkce

sin nωx =
einωx − e−inωx

2i
,

cos nωx =
einωx + e−inωx

2
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také ortogonálńı systém (stač́ı si uvědomit, že {einωt, e−inωt, eimωt, e−imωt } je

ortogonálńı množina, jestliže n 6= m. Plat́ı přitom

‖1‖2
2 = ‖ cos 0ωx‖2

2 = T

a pro n 6= 0

‖ sin nωx‖2
2 =

∫ a+T

a

sin2 nωx dx =

∫ a+T

a

1− cos 2nωx

2
dx =

T

2
,

‖ cos nωx‖2
2 =

∫ a+T

a

cos2 nωx dx =

∫ a+T

a

1 + cos 2nωx

2
dx =

T

2
.

Tvrzeńı : Posloupnost funkćı

{ 1√
T
,

√
2

T
sin nωx,

√
2

T
cos nωx

∣∣n = 1, 2, . . . } (3)

tvoř́ı ortonormálńı bázi prostoru L2〈a, a+ T 〉.

Důkaz: Lineárńı obal prvk̊u této posloupnosti obsahuje všechny funkce

einωx, n = 0,±1,±2, . . . . �

Pro reálnou funkci f ∈ L2〈a, a+ T 〉 plat́ı (ve smyslu konvergence v L2(R))

f =
a0

2
+
∞∑
n=1

( an cos nωx + bn sin nωx),

kde an, bn jsou reálné a stanov́ı se skalárńım součinem s prvky báze (3), tedy

a0 =
2

T

∫ a+T

a

f(x) dx

a pro n 6= 0

an =
2

T

∫ a+T

a

f(x) cos nωx dx,

bn =
2

T

∫ a+T

a

f(x) sin nωx dx.
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Důležité aproximačńı věty

Věta (Weierstrassova) : Pro −∞ < a < b <∞ tvoř́ı polynomy hustou

množinu v C〈a, b〉 (s maximovou normou).

Věta : Je-li 1 ≤ p ≤ ∞, −∞ < a < b < ∞, pak spojité funkce tvoř́ı

hustou množinu v Lp〈a, b〉.

Definice : Nosič funkce je uzávěr množiny všech bod̊u, v kterých je

funkce nenulová.

Věta : Nekonečně diferencovatelné funkce s omezeným nosičem jsou husté

v prostoru Lp〈a, b〉, kde 1 ≤ p ≤ ∞, −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

Důsledek : Pro −∞ < a < b <∞ plat́ı

(i) Polynomy jsou husté v L2〈a, b〉.

(ii) lin (1, x, x2, . . .) = L2〈a, b〉.

Důkaz: (i) Pro funkce u, v ∈ C〈a, b〉 je

‖u−v‖2
2 =

∫ b

a

|u(x)−v(x)|2 dx ≤
∫ b

a

‖u(x)−v(x)‖2
sup dx ≤ ‖u−v‖2

sup (b−a).

Mějme nyńı dánu funkci f ∈ L2〈a, b〉 a ε > 0. Protože jsou spojité funkce

husté v L2〈a, b〉, existuje funkce g ∈ C〈a, b〉 taková, že

‖f − g‖2 <
ε

2
.

Podle Weierstrassovy věty k této spojité funkci g existuje polynom p tak, že

‖g − p‖sup ≤
ε
2√
b− a

.
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Pak

‖f−p‖2 ≤ ‖f−g‖2+‖g−p‖2 ≤ ‖f−g‖2+‖g−p‖sup

√
b− a <

ε

2
+

ε
2√
b− a

√
b− a = ε.

Tedy každou funkci z L2〈a, b〉 můžeme libovolně přesně aproximovat poly-

nomem.

(ii) Množina lin (1, x, x2, . . .) je tvořena právě všemi polynomy, a ty

jsou podle (i) husté v L2〈a, b〉. �

Důsledek : Ortogonalizaćı posloupnosti 1, x, x2, . . . źıskáme ONB pro-

storu L2〈a, b〉, kde −∞ < a < b <∞.

Př́ıklady d̊uležitých ortonormálńıch báźı

(1) L2〈−1, 1〉 (reálný): Vyjdeme z lineárně nezávislé podmnožiny

{1, x, x2, . . . } (jej́ıž lineárńı obal je hustý v L2〈−1, 1〉) a aplikujeme na

ni Gram-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces. Źıskáme tak ortonormálńı bázi

prostoru L2〈−1, 1〉 tvořenou funkcemi√
2n+ 1

2
Pn(x),

kde Pn jsou tzv. Legendreovy polynomy (P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1
2

(3x2 − 1), P3(x) = 1
2

(5x2 − 3x), . . . ).

(2) L2(R) (reálný): Dá se ukázat, že posloupnost funkćı w(t) =

e−
t2

2 , tw(t), t2w(t), . . . má hustý lineárńı obal v L2(R). Gram-Schmidtovým

procesem źıskáme ortonormálńı bázi

en(t) =
1

(2nn!
√
π)

1
2

e−
t2

2 Hn(t),

kde Hn jsou tzv. Hermitovy polynomy (H0(t) = 1, H1(t) = 2t, H2(t) =

4t2 − 2, H3(t) = 8t3 − 12t, . . . ).
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(3) L2〈0, ∞) (reálný): Lze ukázat, že e−
t
2 , t e−

t
2 , t2 e−

t
2 , . . . je po-

sloupnost s hustým lineárńım obalem v L2〈0, ∞). Gram-Schmidtovým pro-

cesem źıskáme ortonormálńı bázi

hn(t) = e−
t
2 Ln(t),

kde Ln jsou tzv. Laguerreovy polynomy (L0(t) = 1, L1(t) = 1 −
t, L2(t) = 1− 2t+ 1

2
t2, L3(t) = 1− 3t+ 3

2
t2 − 1

6
t3, . . . ).

(4) Waveletové báze v L2(R): Vyjděme z vhodné funkce ψ ∈  L2(R) a

z ńı vytvořme afinńımi transformacemi funkce

2
j
2 ψ(2jx− k), j, k ∈ Z.

Pokud tyto funkce tvoř́ı ortonormálńı bázi v L2(R), nazýváme ji waveletová

báze. Funkci ψ pak ř́ıkáme mateřský wavelet.
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