KAPITOLA 6: Hilbertovy prostory
15. kvétna 2020

Definice: Prostor se skaldrnim souéinem je dvojice (V, (.,.)), kde
V' jelinedrni prostora (.,.) : VxV — C(R) splauje pro vSechna z,y,z € V
a a € C (R) nésledujici podminky

(1) (=, y) = (v, 2)

(i) (z+y,2) = (z,2)+(y, 2)
(iii) (az,y) = oz, y),

(iv) (xz,z) > 0

(v) (z,z)=0 = =x=0.

Na zékladé bodu (i) je skaldrni soucin v redlném prostoru symetricky.
Poznamka : Jako jednoduché diusledky axiomu dostdvame

(z, ay) = a(z, y),
(x,y+2z) = (x,y)+ (x, 2).
Poznédmka: Skalarni soucin je specidlni pripad seskvilinearni formy, coz je
zobrazeni b : V x V — C splnujici pro vSechna o € C a x,y,z € V:
(i) b(x +y,2) = bz, 2) + b(y, 2)
(i) b(z,z +y) =b(z,2) + b(z,y)
(iii) b(ax,y) = ab(x,y)

(iv) b(z,ay) =ab(z,y)



Znaceni : |z]| = /{x, x) (pozdéji ukézeme, ze ||.|| je norma na
V)

Priklady: 1) e R™ Pro 2= (z1,...,2,), y= (y1,...,yn) € R"
(517,y>:$1y1+"'+5€nyn:z$iyia o] = /a7 + ... + 22 .
i=1

e C" Pro z=(x1,...,20), y=(Y1,-..,yn) € C"

(@, y) =o i+ 2o =Y il ol =VInP+
i=1

2) = {(za)ol | XZi |ul? < ook Pro = (2.)7%y, ¥ = (yn)iZs €17

oo
> Ll
i=1

Je potteba ukazat, ze v definici skalarniho sou¢inu fada vpravo kon-

(w,y) =Y @y, el =
i=1

verguje. K tomu si uvédomime, Ze z nerovnosti 0 < (a — b)?, které
plati pro redlna a, b, dostavdme 2ab < a? + b%. Tedy pro kazdé i plati
|2 7| = || -|vi| < 3 (J2i]®+]wi|?). Absolutn{ hodnoty ¢lent Fady vpravo
tak mame shora odhadnuté souctem ¢lent dvou konvergentnich fad, a

tedy tato fada (absolutné) konverguje.

3) (X, A,u) - prostor s mirou, L*(X, A u)= {f: X = C ! f je méritelna,

Jx [f(@)]? du(z) < oo}
Pro f,ge€ L*(X, A, n)

{f: 9) :/X f(2)g(@) du(e),  |Ifll= \//X [f (@) dp(z) -

4) (Q, A, u) — pravdépodobnostni prostor, V' = prostor ndhodnych veli¢in

s konecnym druhym momentem: Pro X,Y € V
(X,Y)=E(XY).
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Pak napft.

Cov(X,Y)= (X —EX,Y — EY), o(X,Y)=+/(X - EX,Y — EY).

Var(X) = | X — EX|?.

Definice: Prvky z,y € V jsou kolmé (ortogondlni) (znacime z L y),
jestlize
(x,y) = 0.

Véta (Pythagorova): Pro z,y €V plati

vly = loe+yl* = ll=®+ [yl

Dikaz: |z+y|? = (z+y, 24+y) = (v, 2) + {z,9) + (y, z) + {y, y) =
—
[l ]1* + Nyl O

Véta (Geometricky rozklad): Pro z,y € V, y # 0 existuj{ jedind
zeV a AeC tak, ze

z Ly a r = z+A\y.
(Jde o rozklad x do dvou kolmych smérum, ptricemz jeden z nich je zadén.)

Duikaz: Nejdiiv ukdzeme jednoznacnost rozkladu. Necht z = z + Ay,

kde z L y. Vyndsobme rovnost x = z + Ay skaldrné vektorem y. Dostaneme
(@, y) = (y) + My, y) = Ayl
Odtud je zfejmé, ze pro A musi platit

_ (zy)
r =R @



Pak ale nutné
(z, y)

lylI?
Nyni se podivejme na existenci rozkladu. Zvolme A podle (1) a polozme

2 = x — Y.

z=x—M\y. Pak = = z+4 Ay. UkdZeme jesté, ze z L y:

(z, y)
[[y][?

(ey) = =My = (@y) - Myl? = (a0 y) - ol = 0.

Véta (Schwarzova nerovnost): Pro kazdé dva prvky w, y prostoru se

skalarnim soucinem V' plati

[z, )| < llllyll-
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz =z, y jsou linearné zavislé.

Diukaz: Je-li y =0, pak z a y jsou linedrné zavislé a [(z, y)| = 0 =
llz|| lly||. Pfedpokladejme tedy, ze y # 0. Zapisme x ve tvaru o = z+ Ay, kde
2eV, zLly a = jﬁ/’ﬁ”

5. Pak podle Pythagorovy véty
[(z, y)? [(z, y)|?
Iz = N2l + APyl = APyl? = Wllyll2 = TE

(2)

tedy
l*lyl1* = [{z, y)I*.

Z (2) rovnost nastava pravé tehdy, kdyz |[|z|| = 0, tj. v piipadeé, ze z =0 a
= \y. 0

Geometricka a statisickd interpretace skaldrniho soucinu:

Pro nenulové vektory z,y € V méme dle Schwarzovy nerovnosti:

el
]| - flyl]
V pripadé redlného prostoru tedy existuje thel ¢ tak, ze
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(z, y)
]l - llyll
a  muzeme chapat jako thel mezi x a y.

= CoS

Mezni pripady:
¢ =0 ... kolinearni stejné orientované vektory
@ = 7 ... kolinearni opacné orientované vektory

@ =7/2 ... kolmé vektory

korela¢ni koeficient

(z,y)
o(z,y) = = = cosp
]| - lyll

vyjadruje stupen linearni zavislosti x a y.

aplikace ve statistice:
(X —EX,Y — FEY)
V/Var(X — EX) - y/Var(Y — EY)

korelace ndhodnych velicin X a Y. (Testuje zda data lezi v jedné piimce.)

Q(Xv Y) =

Priklad :

Necht a € R, T > 0 a f € L*a, a + T). Polozme w = 2. Fourieruv

koeficient ¢, funkce f je definovan vztahem

Protoze
” eznthQ — / ’eznwt’2 dt = T,
a
mame pro ¢, podle Schwarzovy nerovnosti odhad

1
lenl < IFll2- —=-
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Rovnost pfitom nastavé, pravé kdyz f je ,cista frekvence®, tj. nasobek

et = cos nwt + i sin nwt.

Disledek : Pro prostor V' se skaldarnim soucinem plati
lz+yl < =l + vl
a ||.|| je normana V.
Dikaz: Ze Schwarzovy nerovnosti méame
lz+yll* = (z+y, z+y) = 2"+ {y, )+, y)+lyl* = [z’ +2Re(z, y)+{yl* <

< l2ll* + 20, »)l + lyll* < ll2l* + 2llzl yll + Tyl* = Q) + yl)*

Tim pro ||.|| plati trojihelnikova nerovnost. Spliieni zbylych vlastnosti normy

dostavame piimo z definice skalarniho sou¢inu. O

Tvrzeni (Rovnobéznikové pravidlo) :

Pro z,y € V mame

Iz +l* + llz = y1* = 2(ll=* + ly]I*) -

Dikaz: Pouzijeme-li podobné prepisy jako v predchozim dukazu, do-
staneme
le +yl? +llz -y’ = (e +y, a+y) +(x—y,z—y) =

=l + {y, @) + (2, ) + lylI* + 12 = v, @) = {2 ) + Jyll* =
=2l2]I* + 2 lyl*-

Tvrzeni: Skaldrni soucin je spojitd funkce, tj.

T, —>

Yn =Y

} = {(Tn, Yn) = (2, 9).
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Dukaz: Mdéame

<$n, yn> = <$+($n—l‘), y+<yn_y)> = <LE, y>+<x7 yn_y>+<xn_x7 y>+<$n—$, yn_y>7

kde pro posledni tfi s¢itance vpravo plati

(@ g =) < Nl -y =yl == 0,
(an =2, 9) < llaw—all-lyll == 0,

n—o0

(@0 =2,y =) < llzn =2l lyn —yll — 0.

Tedy (n, yn) — (2,9). O

Definice : Uplny prostor se skaldrnim souc¢inem se nazyva Hilbertav
prostor.

Priklady : e Je-li U prostor se skaldrnim soucinem, dim U < oo, pak U
je Hilbertuv prostor.

e (% je Hilbertuv prostor.
o [*(X, A, 1) je Hilbertuv prostor.

e Podprostor V' C £2, ktery obsahuje pravé viechny posloupnosti s koneéné
mnoha nenulovymi ¢leny, neni Hilbertuv. Uvazujme napi. posloupnosti
¥ = (1,5,%,...4£,0,0,...) € V a posloupnost = = (1,1,5,...) =
(L) € *\ V. Protoze tada Y ", (%)? konverguje a ||z — *|* =

>or i1 (2)?, mdme ||z — 2*|? "% 0, a tedy 2F— 2 v (2. Nasli jsme

tak posloupnost prvku z V, jejiz limita do V' nepatti. Podprostor V'

tplného prostoru ¢2 tedy neni uzavieny, a tim ani uplny.



Nejlepsi aproximace

Definice: Nechf X je normovany prostor, M C X a z € X. Potom

vzdalenost bodu = od mnoziny M je
dist(z, M) = 0(x, M) = inf{[lz —y| [y € M}
Bod xp € M je nejblizs§im bodem k bodu z, jestlize

|z — x| = dist(z, M).

Poznamka: Problém existence a jednozna¢nosti nejblizstho bodu (kres-
lete si obrazky): Nejblizsi bod

e nemusf existovat (napi. v R? pro z = (0,1) a M = {(21,0)]|0 < z; <
1})
e miize existovat pravé jeden (napf. v R? proz = (0,1) a M = {(21,0) |z €

R})

e muze jich existovat vice, i nekoneéné mnoho (napi. v R? pro x = (0, 1)
a M = {(xy,19) ! 22+ (2 — 1) = 1})

Definice: Nechi z,y € L, kde L je linearni prostor. Useckou s
krajnimi body =z, y je mnozina

[,y = Pz +(1-Ny|0<A<1}.
Mnozina K C L je konvexni, jestlize plati implikace

r,ye K = [z,y] C K.

Véta (Nejlepsi aproximace): Necht K je uzaviend konvexn{ mnoZina
v Hilbertové prostoru H. Ke kazdému x € H existuje jediny nejblizsi bod

z mnoziny K.



Dikaz: a) Existence: Méjme x € H, oznaéme 0 = dist(z, K). Z definice

infima existuje posloupnost (y,) C K tak, ze

n—o0

O = llz—ynl| — 0.

Ukéazeme, ze (y,) je cauchyovska: Polozme v, =y, — z. Pak ||v,]| = 0, a

Yn + Ym

\“2,_/

ceK

[on + vmll = Nlyn + ym — 22]] = 2| —z| = 20

Pouzijeme rovnobéznikové pravidlo pro v, a v, a dostaneme

1y = ymll* = llvn = vaull* = =llvn + vl* + 2(oal” + vm*) <
< —(20)2 4 2(82 + 62) "I 0.

Posloupnost (y,) je tak cauchyovskd a mé limitu y € K (K je uzaviend). Ze

spojitosti funkce h — ||z — h|| plati

n—oo

o = |lz=yull — llz =yl

n—oo

Pritom také §, — 4, tedy ||z —y|| = 4.
b) Jednoznacnost: Predpoklddejme, Ze y; and ys jsou dvé nejlepsi aproximace

bodu x v K. Uvazujme posloupnost

(Y1, Y2, Y1, Y2, - - - )

Plati, ze ||[y1 — z|| = ||y2 — || = . Na zdkladé prvni ¢asti dukazu je tato

posloupnost cauchyovska. Tedy ma limitu y. Pak ovsem y = y; = y». 0J
Dulezita uloha je hledéani aproximace v daném podprostoru.

Znaceni: Proxz € H, M,N C H pokladdme
x 1l M & (¢, y) =0 VyeM,
N1M & (r,y)=0 VzeN, Vye M,
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M+ = {zcH|z L M}.

Je-li N L M, pak ziejmé NN M = {0}. Déle z linearity skalarniho soucinu v
prvni slozce a jeho spojitosti je pro jakoukoliv podmnozinu M C H mnozina

M+ uzavieny podprostor prostoru H.

Veéta: Nechf M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H a = € H.
Bod zy € M je nejbliz§im bodem mnoziny M k bodu x pravé tehdy, kdyz

r—xy € M*.

Dtkaz: 7 = 7 Volme a € M, a # 0. Na zakladé geometrického

rozkladu existuje A € C(R) a z € H, z L a, tak, ze
r—x9 = Aa + z.
Podle Pythagorovy véty je
lz = olI* = [IXall® + ]
Protoze zo+ Aa € M a x je nejblizsi bod mnoziny M k bodu x, mame
lz = zo||* < [lz — 2o — Aall” = [[2[|* < [|lz — =oll*.

To ale znamena, ze ||z]|? = ||z —x0|?, a tim || A a||? = 0, A\a = 0. Tedy z—xz =

2 L a. Protoze a € M bylo libovolné, dostavame, Ze plati x — zq € M+,

"7 At x—a9 L M. Pak pro kazdé a € M mame

lz = all* = [l — @0 + 20 — a I = [l — @ol* + [lwo — a]|* = |z — zo]*.
~——
eM
To znamena, ze xy je nejblizsi bod mnoziny M k bodu z. 0
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Opakovani linearni algebry:

Definice : Podprostory V; a V; linedrniho prostoru V tvoii algebraicky
rozklad prostoru V (prostor V je direktnim souc¢tem podprostoru Vi a
Va), jestlize

V' = linearni obal V; UV, a inV, = {0}.
Piseme
V =V @i Va.
Ekvivalentné: Pro kazdé v € V' existuji jediné dva prvky v, € V] a vy € V5
tak, ze v = v + vs.
(Jednoznacnost: Je-li & = vy +vg = uy + ug, kde vy, u; € Vi, va,ug € Vo, pak
vl—u1:u2—1)2€V1ﬂV2:{0}.)

Definice: Prostor V se skaldrnim souc¢inem je ortogondlni souéet

podprostoru Vi a Vja, jestlize

V' = linearni obal V; UV, a Vi L W,
PiSeme

Vi ="Veol.

Ekvivalentné: Pro kazdé v € V' existuji jediné dva prvky v, € V] a vy € Vy
tak, ze v =v; + vy a vy L vs.
(Jednoznaénost dostdvame jako u algebraického rozkladu z toho, ze pro V; L
V, plati Vi N'Vy = {0}.)

Véta (Projekéni véta): Je-li M uzavieny podprostor Hilbertova pro-
storu H, pak
H=M®®&M".

Dikaz: Nechf x,; je nejblizsi bod k bodu z v mnoziné M. Pak z =
Tar + oy, kde xy0 = @ — a2 € M*. Tedy H je linedrni obal M U M*.
Protoze M L M+, mdme H = M & M+. [
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Poznamka : Projekéni véta nam vlastné iikd toto: Pro kazdé = € H je
r=xy+xyL, kde 2y € M a xy0 € M+, Prvek ) je nejlepsi aproximact
prvku x v M a prvek x,,. je nejlepsi aproximaci prvku z v M=+ (to plyne z
Ty =x—xp €EMa M LMY

Poznamka: 7 Pythagorovy véty pro = =z + 2L

lemll = llz]l & zeM  a  Jeu|=0 & ze M.

Definice: Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H.

Potom zobrazeni Py, : H — M takové, ze
Py : x +— xp - nejlepsi aproximace x v M,

nazyvame ortogonalni projekce na podprostor Y.

Plati: Py je omezeny linedrni operator, pro ktery je P% = Py. Je-li M
nenulovy, pak |[Py| = 1.

Dtikaz: Linearita: Nechf z,y € H, pak Pyx = xy € M, Pyy =
ym € M, odkud Pyz + Pyy € M. Dale v — 2y € M+, y — yyr € ML, tedy
(z+y) = (Puz+Puy) = (z+y) — (@m+ym) = (@ —xnm) +(y—yu) € M+ To
znamend, ze Py(z+y) = Pyx+ Pyy. Je-linyni a € C (R), pak aPyz € M
a ar — aPyr = a(r — Pyx) € M. Tedy Py(ax) = aPy.

Omezenost a velikost normy: Pro x € H méame v = x5 + a1, kde
Ty € M a xp0 € M7 jsou navzdjem kolmé. Tedy podle Pythagorovy véty
l2l* = llzall® + llzare I? = loul* = [ Paa]®. Odtud [Pyl < 1 a Py je
omezeny operator. Navic pro libovolné nenulové z € M mame Pyx = z,
tedy ||Pupx| = ||z||, coz znamend, ze || Pyl > 1. Z obou odhadu pro ||Py||
dostavame || Py = 1.

Projekce: Protoze pro kazdé y € M je Pyy =1y a pro kazdé z € H je
Pyxr € M, madme Pz = Py(Pyx) = Py

O
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Priklady:

(i) Méjme obecny Hilbertuv prostor H a y € H nenulové. Pro Y = lin{y}

mame
_{zy) y
[ylI?

Py(I)

Overl se vypoctem: (x — Py(x),y) = 0.

(i) V=R3} M = {(z,y,0) : z,y € R}. Pak Py, : (z,y,2) — (z,9,0) je

kolmé promitani prostoru na rovinu xy.
(iii) V =L*(R) M ={f € L*(R) : f(x) =0 Vz & (0, 1)}. Pak

Pu(f) = x0,1)f -

Dusledky (projekéni véty) :
a) Pro kazdy vlastni uzavieny podprostor M v Hilbertoveé prostoru H exis-

tuje nenulovy vektor x € H tak, ze
x 1L M.
b) Je-li M uzavieny podprostor, pak pro M++ = (ML) plati

M= M.

c) Jelli A podmnozina H, pak

kde [A] = lin A.

Dikaz: a) Podle projekéni véty mame H = M @& M*. Protoze M je
vlastni podprostor, musi existovat 0 # z € M.

b) Pouzijeme-li projekén{ vétu postupné na podprostory M a M+ dostaneme
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H=MaM"=M"a (MY Odtud (MY = M.

c) Kazdy prvek z A je kolmy na viechny prvky v A+, tedy A C (A1)
Protoze (A+)* je uzavieny podprostor obsahujici A a [A] je nejmensi uzavieny
podprostor obsahujici A, mdme [A] C (A+)L. Rovnost obou podprostori
dokdzeme sporem. Piedpokladejme, ze [A] je vlastni podprostor prostoru
(AL)+. Pak podle ¢dsti a), aplikované na Hilbertiiv prostor (A+)L a jeho
uzavieny podprostor [A], existuje nenulovy prvek z € (A+)t N [A]r C
(AH)En AL (Jedi totiz B C C, pak C+ C B*.) Tim jsme ale dostali spor s
tim, ze (A+)L N A+ = {0}. Musi tedy byt [A] = (A+)*. O

Jak spocitat Py (z)?

Motivace: Piedpokladejme, ze H je Hilbertiv prostor a M jeho pod-
prostor takovy, ze M = lin(eq,...,e,), kde

lejl =1 Vi=1,...,n a (e, e)=0 Vi#j

(tj. mnozina {eq,...,e,} je ortonormalni). Potom pro kazdé x € H je

n

Py(z) = Z(x, ej)e; = (x, er)er+---+(x, e,) €.
j=1
Pro kazdé i € {1,...,n} totiz plati

n n n

(= (w e)es, ) = (@, &) = Y (w e){es, &) = (w, &) = Y (@, €;)0; =

J=1 J=1 J=1

= <.’B, €i> - <£L‘, €i> =0,

coz znamend, ze (z — D7 (z ej)e;) L lin(ey,...,e,) = M. Protoze navic

> i—1(7 ej)e; € M, je to nejlepsi aproximace x v M.

Obecnéjsi pifpad. Af M je koneéné dimenziondlni podprostor s linedrni
bazi {p1,...,¢on} a v € H. Pak
PM(£) = Y1 + +an90n7
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kde z podminek kolmosti (x — Pyx) L ¢; Vi € {1,...,n} dostaneme koefi-

cienty ay,...,a, jako feSeni soustavy rovnic

n

Z%‘@DJ‘, i) = (x, ¥i) 1=1,...,n.

j=1
Matice této soustavy
((SOJ'? Spi>)i7j:17._.’n
se nazyvda Gramova matice vektoru ¢q,...,p,. V nasem piipadé, kdy
©1, .., P, tvoll bazi podprostoru M, je Gramova matice reguldrni. Kazdy

kone¢né dimenziondlni podprostor je totiz uzavieny, takze podle véty o nej-

lepsi aproximaci ma soustava pro koeficienty aq,...,a, vzdy pravé jedno
feseni. V pripadé kdy jsou vektory ¢1, ..., ¢, jednotkové a navzajem kolmé,

je Gramova matice jednotkova matice a plati, ze o; = (x, ), coz d& predchozi
priklad.

Metoda nejmensich ¢tverci

Uvazujme H = R™ (m velké). Mé&jme dédnu tabulku naméfenych hodnot
funkce f

.1'1‘1’2 ‘ ‘]]m - uzly méreni x

fi ‘ f2 ‘ ‘ fm - naméfené hodnoty f

Funkci f bychom chtéli aproximovat pomoci linearni kombinace funkei oy, ..., @,

kde n < m, pro které jsou vektory (p1(z1),...,01(xm)), o, (@n(z1), .o 0n(Tm))

z R™ linedrné nezavislé (pak jsou nutné i funkce ¢4, . . ., @, linedrné nezdvislé).

Muzeme mit napi. o1 = 1, @o =z, @3 =22, ..., ¢, = 2" . Hledand apro-

Y= Z a;ipi(x)
i=1

funkce f by méla minimalizovat stfedni kvadratickou odchylku

ximace

(1= 0R) " = W f) = (o), o)
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Jedna se tu o ulohu ortogondlni projekce na linearni obal vektoru

(901(x1)7"'7(p1($m>)’ BRI (9071($1)7""90n($m))
v R™,

Zobecnéni: V R™ uvazujeme skalarni soucin

(1, Tm), Y1y Ym)) = Zwixiyi,
i=1

kde w; > 0 jsou vahy urcujici dulezitost daného méteni.
Ortonormalni baze

Definice: Mnozina A v prostoru se skaldrnim sou¢inem V je ortogondlni,
jestlize (x, y) =0, kdykoliv z,y € A, z # y. Mnozina A je ortonormadlni,

jestlize je ortogondlni a ||z|| =1 pro vsechna x € A.
Priklady: 1) C™
(1,0,0,...,0,0)
(0,1,0,...,0,0)

(0,0,0,...,0,1)

je ortonormélni (konecnd posloupnost) — , ,prototyp*
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2) Diskrétni Fourierova baze C™:
(konvence: =z = (z(0),z(1),...,,2(n —1)))

F = {fO?fla"'?fn—l}a
kde pro m,k=10,...,n—1 je

(i?=1, €% =cosp+ising)

., 2mi R T e
Pozorovani: Funkce t — e™ ™ v proménné m je n-periodické, m zvétsuje
frekvenci, kruhové rychlost: 2¥ m, perioda: T = & .

n m
Oveéiime, ze {fo, f1,.-., fa1} je ortonormdalni mnozina:

Omatme w = e'n (W™ =1, Wk =wk). Pak fn(k) = \%wmk a

n—1 n—1
1 1 —m 1 o
(fi, fm) = - D Wl = - D Wbt =
=0 =0
1 proj=m
= 1 1 — (wi—m)n
— L =0 proj#m
n 1—w™—m
Fourierova béze pro n = 2:
a1, 1)
\/L§ (17 _1)
Fourierova baze pro n = 4:
%(1, 1, 1, 1)
$(1, i,—1,—1)
%(1,—1, 1,-1)
+(1,—i,—1, 1)
Diskrétni Fourierova transformace (DFT):
A\ n—1 n—
(x(.]»j:g — (<I, f]> )j:&
—_———

soutadnice vic¢i Fourierové bazi
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Poznamka : Nechf V je prostor se skaldrnim sou¢inem koneéné dimenze

a {e1,...,e,} je jeho ortonormélni baze. Potom pro kazda z,y € V' plati
n
o I = Z(m, e;) €j (kone¢né dimenzionalni Fourieruv rozklad)
j=1
Je-li totiz x = ajeqy + -+ + aye,, pak po skalarnim vynasobeni x

bazovym vektorem e; dostaneme a; = (x, €;).

n
o 2l = ) Iz el
j=1

nebot mame

n n

2] = (2, 2) = O (=, e)es, Y (w, ex)er) =

= Z(:c, ej)(x, ej) = Z [z, e5) .

(Muzeme téz pouzit Pythagorovu vétu.)

n

b <.Z‘, y> - Z<LL’, ej><y7 €j>'

J=1

(Zduvodnéni jako u ||z[|?).
Kone¢né dimenzionalni Hilbertovy prostory jsou tedy v podstaté C" = (2.

Otazka: Jak je tomu v nekonecné dimenzi?

Nejdiiv se podivame na existenci ortonormalni posloupnosti v daném

podprostoru:
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Gram-Schmidtiav ortogonalizaéni proces

9 . . , -« ;. , “ ’ ’
Necht x1,xs,... je linearné nezavisla posloupnost. Naleznéme ortonormalni

posloupnost eq, es, - - - tak, ze pro vSechna n
lin(e,...,e,) = lin(xy,...,z,)
1. krok
T
e = ——
|||
2. krok

V2 = T2 — Plin(el)(xQ) = T2 — <$2, €1> €1

(%)
€y =
[|va]|
3. krok
U3 = T3 — plin(el,ez)(xZS) =3 — <$3, €1>€1 - <333, €2> €2
U3
€3 = ——
[|vs]|
n-ty krok
n—1
Up = Tn — Rin(el,ez,...,en,l)(l‘n> = Tp — Z<xn7 €j> €;
j=1
vn
€n = ——
[|vn]]
(Protoze je posloupnost xq,x2, ... linedrné nezavisla a lin(e,...,e,) =
lin(xy,...,2,), jsou vektory zi,vs,v3, ... nenulové, a tedy posloupnost
e, 6, ... je korektné definovana.)
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Priklad : Najdéte ortonormalni bézi podprostoru M prostoru V = R3,
kde

M = {(y1,y2,92) | 91 + 2 +y5 = O}

Reseni: Mnozina M je rovina, jejimz normélovym vektorem je vektor
(1,1,1). Linedrni bazi podprostoru M tvoii napi. vektory z; = (1,—1,0), x5 =
(1,0, —1).

(1,—1,0)

V2

vy = X3 — (T, e1)er = (1,0,—1) —

€1 =
(1,—1,0)

1 1 11
— ~(1,0,—-1) — = (1,-1,0 :(—,—,—1)

€y =

Tvrzeni: Normovany prostor X je separabilni, pravé tehdy kdyz existuje
spocetnd mnozina {y,|n € N} C X tak, ze

lin{y,|n e N} = X.

Dikaz: Spocetna mnozina
{agy+- - +apyn|neEN, aq,...,a, € Q}

ma za uzaver celé X na zékladé aproximace redlnych cisel racionalnimi.
O

Kazdy uzavieny podprostor M separabilniho Hilbertova prostoru H je
separabilni. Je-li totiz (z,) husté posloupnost v H pak Py (x,) je hustd po-

sloupnost v M.

Definice: Ortonormaélni baze (ONB) Hilbertova prostoru H je orto-

normalni mnozina A takova, ze
linA = H (e At ={0}).
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Véta Existence ortonormalni baze:

(1) Kazdy Hilbertuv prostor ma ortonormélni bézi.

(2) Kazda ortonormélni mnozina v Hilbertové prostoru je ¢asti ortonormalni

béze.

(3) Kazda ortonormélni mnozina v separabilnim Hilbertové prostoru je

spocetna.

Dikaz: (1) Ukazeme pro separabilni prostor H, obecnéjsi piipad je
obtizny. Necht {x, ‘ n € N} je hustd mnozina v H. Existuje spocetnd baze
{yn | n € N} prostoru lin{z, ‘ n € N}. Na posloupnost i, ys,... apliku-
jeme ortogonalizac¢ni proces a dostaneme ortonormalni posloupnost ey, es, ...

takovou, ze

lin{e, | n € N} = lin{y, |n € N} =lin{z, |n € N}.

Tedy lin{e, |n e N} = H.
(2)

Necht A je ortonormalni mnozina v H. Polozme

M = [A] (=1inA).
Podle Projekéni véty plati, ze
H = [A] @ [A]*.

Na zékladé (1) existuje ortonormdlnf baze B prostoru [A]1. Pak sjednocen{
obou bazi AU B je ortonormalni baze H rozsitujici A.

(3) Diikaz provedeme sporem. At A je nespocetnd ortonormalni mnozina
v H. Pro kazdé x € A existuje y(z) € {y,|n € N} tak, ze ||z — y(x)| < \/75 :
Pritom pro z,z € A,  # z,je x L (—2), tedy ||z — z|| = ||z + (=2)| =
VIZl? -+ = 2|2 = V2. Zaroveii ale plati

V2 = |lo—z|| < llz—y(@)ll+lly(2) —y() [+ ly(z) =zl < V2+[ly(z) —y(2)].

Musi tak byt y(z) # y(z) pro z,2 € A, x # z. Tedy {y(z) |z € A} je

nespocetnd podmnozina spocetné mnoziny {y,|n € N}. Tim jsme dosli ke
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sporu. Geometrickou podstatou této argumentace je skuteénost, ze jsme nasli
nespocetny systém otevienych disjunktnich kouli v prostoru H se stiedy v

prvcich dané ortonormalni mnoziny. O

Tvrzeni: Af (z,)22, je ortogondlni mnozina v Hilbertové prostoru H.

(i) Rada >, z,, konverguje praveé tehdy, kdyz > °° ||z,|* < oc.

(ii) Pro z=>7 1, je lzl]* = 202 llzall*  (nekonecna

Pythagorova véta“).

Dukaz: (i) ,, = ¢ Necht fada > - x, konverguje a jej{ soucet je x.

Protoze podle Pythagorovy véty

N 2 N
Dl =D el
n=1 n=1

dostavame ze spojitosti normy limitnim prechodem pro N — oo
(0.]
[ = llzall* < o0,
n=1

., <= “ Nechf 3°° ||z,]|* < 0o. Pak pro édstecné soucty sy = S0z,
fady Y 2, plati (pii N < K)

K
N,K
sk = sl = > flaal® "==70.
n=N+1

Posloupnost ¢astecnych souctu (sy)3—; je tedy cauchyovskd, a protoze je H

uplny prostor, je také konvergentni.

(ii) Viz dukaz (i). O
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Disledek
Je-1i (e,)22,; ortonormélni posloupnost v Hilbertové prostoru H a ()2, je

posloupnost komplexnich ¢isel, pak

Z ane, konverguje pravé tehdy kdyz Z lo|? < 00

n=1 n=1

Vétu o rozvoji formulujeme a dokazeme pro separabilni prostor. Plati

ovSem obecné.

Véta o rozvoji: Af H je separabilni Hilbertv prostor s ortonormaln{
bazi (e,)>,, pak pro kazdé = € H plati

n=1»

[ee]
r = Z(m, €n) €n (abstraktni Fourieruv rozvoj)
n=1

(Parsevalova rovnost).

Dikaz: Oznaéme Vy = lin(ey,...,ey) a Py ortogondlni projekci na
Vy. Pak Pyx = 22721(:1:, en)en. Protoze ||Py|| <1, méme

N N
IPval® = 1) {x, en)enl> =Y [z, e < [|l2f|* VN €EN.
n=1 n=1

Odtud 3%, [(z, en)|? < ||12]|* < o0, tedy fada S0 (z, e,)e, konverguje.
At nynf y = > (z, en)e,. Pak (v — vy, e,) = (x, ;) — (x, €,) = 0, tj.
x—vy L {en|n € N}. Musi tedy byt x —y =0, a tim > (x, e,)e, = .

n=1
Parsevalovu rovnost nyni dostavame z ¢ésti (ii) predchoziho tvrzeni. O
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Dalsi zobecnéni:

Véta (Popis ortogondlni projekce) : Af (f,)>, je ortonormélni

posloupnost v Hilbertové prostoru H. At P je ortogonalni projekce na

uzavieny podprostor lin{f,|n=1,2,...}. Potom

o0

n=1

a

o0
lz|* > Z|($, )2 (Besselova nerovnost).
n=1

Ditkaz: Stejné jako v dukazu predchozi véty dostaneme Y 0o | [(z, fu)[?
|lz||* < co. Polozme y = > (x, fu)fa Pak (z—vy, f) =0 pro kazdé
m € N, tedyx—yelin{fnmeN}L, atim y = Px. O

IN

Prototyp : ,,Fourierova fada*

: N
Konvence: > 7  x, = My 00 Y ,_y Zn-

e Uvazujme komplexni Hilbertuv prostor L*(a, a +T), T > 0 (obsahuje

komplexni funkce). Ozna¢me w = 2% a polozme

Véta: Posloupnost funkel (e,)%°__ je ortonormalni bdze prostoru
L*a, a+T).

[e.9]
n=—oo

Dikaz: Ukéazeme jen, ze posloupnost (e;) je ortonormalni.

Dokézat, Ze jejf linedrn{ obal je husty v prostoru L?{a, a+T) je komplikované.
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1 a+T ) 1 a+T
/ QIWET (—IMWT 1. — T / ez(nfm)w:r dr =

<em em> = T
%T =1 pro n =m,
= 1 i(n—m)wz 7a+T o
T [ei(nfm)w }a =0 pro m ?é m.

(Vyuzili jsme toho, ze pro n # m jsou funkce e'"~"™“* T_periodické.) Tedy

posloupnost (e,,)5__ je opravdu ortonormalni. O

Méjme nyni funkci f € L*(a, a + T). Pak

1 ott —inwx
e = 2= / f(a)e e o,

a tedy na zékladé predchozi veéty

00 00 1 a+T ' ‘

F= Y et = Y (k[ s dny e
n=—o0 n=—00 :ch

_ Z cn einwz _ Z (\/Tcn) €n -

Funkce f se rovna souctu fady v prostoru L*(a, a + T).

Parsevalova rovnost nam dava

IF12 = D Tleal? =T Y feal®

n=—oo n=—0oo

Realnd ortonormdlni baze v L*{a, a + T): Protoze (e™*)>__ je

[
, realné funkce

ortogonalni systém, tvoii, pron =1,2,...
) einw:c . e—inwx
sin nwxr = . ,
21

eznwm _"_ e—znwm

COS NWT =
2
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také ortogondlni systém (staci si uvédomit, ze {et e~imwt eimwt e—imwi 1 jq

ortogonalni mnozina, jestlize n # m. Plati pfitom

113 = [l cosOwz|3 = T
apro n#0

a+T a+T
1— 2 T
sin nwzl||? = sin? nwrdr = e dr = —
I 12 ,
“ “ 2 2

a+T a+T
1 2 T
| cos nwzl||3 = / cos’ nwrdr = / L cos Sner dz = —.
“ " 2 2

Twvrzeni: Posloupnost funkef

1 2 2
{ﬁ"/f sinnwx,\/f cosnwx’nzl,Q,...} (3)

tvori ortonormdlni bazi prostoru L?*{a, a + T).

Dikaz: Linearni obal prvku této posloupnosti obsahuje vsechny funkce
e = 0,41,42,.... O
Pro redlnou funkci f € L*{a, a+T) plati (ve smyslu konvergence v L*(R))

f = % +;(ancos nwzr + by, sin nwx),

kde ay,, b, jsou redlné a stanovi se skaldarnim sou¢inem s prvky baze (3), tedy

a+T
ap = % / f(z) dx

apron # 0
a+T
/ f(x) cos nwz dz,

Nl Sl

a+T
/ f(z)sin nwz dz.
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Dulezité aproximacni véty

Véta (Weierstrassova) : Pro —oo < a < b < oo tvoii polynomy hustou

mnozinu v C{a,b) (s maximovou normou).

Veéta: Jeli 1<p<oo, —00o<a<b<oo, pak spojité funkce tvoii

hustou mnozinu v L?{a, b).

Definice: Nosié¢ funkce je uzdvér mnoziny viech bodl, v kterych je

funkce nenulova.

Véta: Nekonecné diferencovatelné funkce s omezenym nosi¢em jsou husté
v prostoru LP{a,b), kde 1 <p<oo, —o0o<a<b< 0.

Disledek: Pro —oco<a<b< oo plati

(i) Polynomy jsou husté v L?{a,b).

(i) lin(1,z,22%,...) = L*a,b).

Dukaz: (i) Pro funkce w,v € C{a, b) je

ol = [ @ o@P < [ et < fu-vly G-

Méjme nyni dénu funkci f € L?{a, b) a € > 0. Protoze jsou spojité funkce
husté v L*{a, b), existuje funkce g € C{a, b) takovd, Ze

€
Hf_gHQ < 5"

Podle Weierstrassovy véty k této spojité funkci g existuje polynom p tak, ze

lg = pllsup <

S

b —
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Pak

c =
If=plle < 1f=glletlg=pll: < [/ =glotllg=pllupvb—a < F+—E=Vb—a = e

Tedy kazdou funkci z L?*(a, b) muzeme libovolné piesné aproximovat poly-

nomein.

(ii) Mnozina lin(1,z,22,...) je tvofena pravé vsemi polynomy, a ty
jsou podle (i) husté v L*(a, b). O

Disledek : Ortogonalizaci posloupnosti 1,z,2?%,... ziskdme ONB pro-
storu L?*(a,b), kde —oo < a < b < oo.

Priklady ditlezitych ortonormalnich bazi

(1) L*(—1,1) (redlny): Vyjdeme z linedrné nezavislé podmnoziny

{1, 2, 2% ...} (jejiz linedrni obal je husty v L*(—1, 1)) a aplikujeme na
ni Gram-Schmidtuv ortogonaliza¢ni proces. Ziskame tak ortonormalni bazi

prostoru L?*(—1, 1) tvoienou funkcemi

2n—+1
2

Py(z),

kde P, jsoutzv. Legendreovy polynomy (Py(z) =1, Pi(z) =z, Ps(x) =
1 (322 — 1), Py(z) = 1 (52% — 3x), ...).

(2) L*R) (redlny): D4 se ukazat, ze posloupnost funkei w(t) =
2

e~z , tw(t), t2w(t),... mé husty linedrni obal v L2(R). Gram-Schmidtovym

procesem ziskame ortonormalni bazi

1 2
en(t) = ———— e~ Hy(t),
W) = Gy ©)

kde H, jsou tzv. Hermitovy polynomy (Hy(t) =1, Hi(t) = 2t, Hy(t) =
442 — 2, Hy(t) =83 —12t, ...).
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N+

(3) L?*{0, 00) (reélny): Lze ukdzat, ze

ez, te 2, t2e72,... je po-
sloupnost s hustym linedrnim obalem v L?(0, co). Gram-Schmidtovym pro-

cesem ziskame ortonormalni bazi

kde L, jsou tzv. Laguerreovy polynomy (Lo(t) = 1, Ly(t) = 1 —
t, Lo(t) =1—=2t+ 5%, Ly(t) =1—=3t+ 312 — 343, ...).

(4) Waveletové baze v L*(R): Vyjdéme z vhodné funkce ¢ € L*(R) a

z ni vytvorme afinnimi transformacemi funkce

252z — k),  j.keZ

Pokud tyto funkce tvoif ortonormdln{ bdzi v L*(R), nazyvdme ji waveletova

baze. Funkci ¢ pak fikdime mateirsky wavelet.
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