Cviceni: Normované prostory

. Na prostoru X mdme dvé normy ||-||; a || - ||2. Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich
funkci je norma na X.

@ k-| |1, kdek > 0.
®) k-1, kde k < 0.
© c|l-llL+dl -2 kde ¢, d > 0.
@ cll- i =4l - ||z, kde ¢, d > 0.

. Popiste vSechny normy na R.
. Ukazte, Ze pro definici normy miZeme vypustit piedpoklad nezapornosti.
. Necht p je nezédporna funkce na redlném prostoru X splitujici nasledujici podminky:

(a) Funkce o — p(au) je spojitd pro vSechna z € X.
(b) x = 0 pravé tehdy, kdyz p(z) = 0.

(¢) p(nx) = |n| - p(x) pro vSechna celd &isla n.

d) p(zr+y) < p(z) + p(y) pro vechna z,y € X.

Ukazte, Ze p je norma.

. Bx je jednotkové koule v normovaném prostoru X .

(a) Ukazte, Ze Bx je konvexni mnoZina neobsahujici Zadnou piimku prochazejici
pocitkem .

(b) Jak interpretovat geometricky ekvivalenci norem pomoci jednotkovych kouli?

(c) Predpokladejme, ze X = C". Ukazte, Ze Bx obsahuje eukleidovskou
kouli o vhodném poloméru se stfedem v nule.

. UkaZte, Ze prostor X je dplny pravé tehdy, kdyZ plati: Jel-li (x,,) posloupnost
v X takovd, Ze Y7 | |lzn|| < oo, pak >"°° | @, konverguje.

. Na prostoru X je ddna nezdpornd funkce p(x), kterd splituje:

(@) p(az) = |a|p(z) pro viechnaa € C (R) ax € X.
(b) p(z+y) < p(x) + p(y) pro vSechna x,y € X.

Takovito funkce se nazyvéa seminorma. Ukazte, 7e N = {z € X | p(z) = 0} je
podprostor. UkaZte, Ze X /N je normovany prostor s normou

|z + N|| =inf{p(zx+n)|neN}.

. UkaZte, Ze kazdy nekonecné dimenziondlni vektorovy prostor ma nekonecné
mnoho neekvivalentnich norem.



9. Necht X, Y jsou normované prostory. UkaZte (sporem), Ze zobrazeni f : X —Y
je spojité v xg € X praveé tehdy, kdyZ pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové,

[z —zolx <6 = [If(z) = fzo)lly <e

Cviceni: Operatory, funkcionaly

1. UkaZte, Ze normovany prostor ma nekonec¢nou dimenzi prave tehdy, kdyz na ném
existuje nespojity funkciondl.

2. Nechf T € B(X,Y). Ukazte, Ze ||T'|| je nejmensi konstanta ¢ > 0 takova, Ze
[Tz < cllz|
pro viechna x € X.

3. T je linedrni zobrazeni z (C", || - ||1) do (C™, || - ||1). Stanovte explicitné jeho
normu.

4. Nechi T € B(X,Y), U € B(Y, Z). Ukaite, 7e UT je spojité a

1o <ol -7



