KAPITOLA 7:

Operatory a funkcionaly na Hilbertovych
prostorech

20. kvétna 2020

Linearni algebra: Je-li f nenulové linedarni forma na linedrnim prostoru
L, pak
Kerf=N(f)={z €L : f(z)=0}
je prostor kodimenze jedna, nadrovina v L. To znamend, ze pro kazdé v € L,
pro které je f(v) # 0 je
L = Ker f + lin(v)

(algebraicky direktni soucet.)

Argument: Zaménou v za jeho nenulovy nasobek muzeme bez 1jmy na

obecnosti predpokladat ze f(v) = 1. Pro obecne x € L muzeme psat
v = (o = f@)) + fla)o,

pficemz
[z = f(2)) = f(2) — f(z) = 0.

Popis omezenych funkcionédlu na Hilbertovych prostorech:

Véta (Rieszova): Pro kazdy spojity linedrni funkciondl f na Hilbertové

prostoru H existuje prdvé jeden vektor y € H tak, Ze
fl@)=(z,y) VeeH

Navic plati || f]] = [lyl]-



Dikaz:
Tvrzeni oc¢ividné plati pro nulovy funkcional. Predpokladejme tedy, ze f
je nenulovy omezeny funkcional. Jeho jadro N = ker f je uzavieny vlastni

podprostor v H. Podle projekéni véty je
H=Na®N*.

Vzhledem k tomu, Ze N je nadrovina, musi byt N+ jednodimenzionalni a
tedy
N+ =lin(z),

kde [|z]| = 1. Nebo-li
H=N®&lin(z).

Diky tomuto rozkladu plati pro obecné x € H

f(@) = F(BinGy@) = [((2,2) 2) = (z,2) f(2) = (z, f(2)2)

Vidime tedy, ze muzeme polozit y = f(2)z.
Nyni dokazeme jednoznacnost. Jestlize véta plati pro y; a yo pak mame
pro vSechna x € H:

<x,y1 —?J2> =0,
coz implikuje y; = ys.
Pottebujeme jesté oveérit velikost normy. Pro z € Bpy, tj. ||z| < 1,
mame

[F@) = [z, 9l < lzlllyll < llyll

Plati tedy [|f|| = sup,ep, |f(z)] < |ly||. Pfitom € By a

i
llll

(2] - K] -

Tedy |[|f]| = |ly|| a véta je dokdzdna. O



Operatory a matice: Necht H, K jsou separabilni Hilbertovy pro-
story nekonec¢né dimenze. Jako difve oznac¢ime B(H, K) prostor vSech ome-
zenych operdtoru z H do K (definicnim oborem je celé H) a specidlné
B(H) := B(H, H). Necht (e;)52, je ortonormaln{ béze prostoru H. Operator

T € B(H) je jednoznacné urcen ,,nekonecnou matic{* vuci bézi (e;)52,

(aij)ij=1, kde a;; = (Tej, €;).

Jde o analogii s maticovou reprezentaci linedrniho zobrazeni na prostoru

kone¢né dimenze. Pro x € H mame: pro

= Z@j@j € H
j=1
(o = (,¢€;))

Tedy dle spojitosti T" mame:

Ta::Zoijej.
j=1

Vime téz, ze

Tedy

= jf;ajTej = iaj (i(Tej, ei)ei) = f:(i@ej, ei>aj)ei
-2

j=1

Zapsano maticove

(Tz, eq) _ aq



Definice: Necht (X, S, 1) je prostor s mirou a f € L>(X). Pak operdtor
Ty : L*(X) — L*(X) definovany predpisem Trg = fg nazgvdme multipli-

kativni operdtor.

Poznamka: (1) Vsimnéme si, ze pro g € L?(X) je Tyg opravdu
prvkem prostoru L?(X). Mdme totiz

[ 2 au= [ 1faPdn < [ (Uflmoolol? du < 11 [ loF du < .
X X X X

Odtud také vidime, Ze operator Ty je omezeny a plati |[|T%|| < [|f||ze(x)-
Ukazeme, ze pokud je mira g na X o-konecna (tj. existuji mnoziny X;
kone¢né miry, pro které je | J;°, X; = X), plat{ i opacnd nerovnost, a tedy
| T¢|| = || fllzo=(x)- Pro jednoduchost budeme déle psét ||.||o misto ||. ||z (x).-

Podle definice L*°-normy je
| flloc =inf{C € R||f| <C s.v.na X}.

Z definice infima ma pro kazdé n € N mnozina

My = {2 @) > 1 el = )
kladnou miru. Vsechny mnoziny M, ; = M, N X; maji konecnou miru, a
protoze 0 < pu(M,) < >, u(M,;), musi mit nekterd z téchto mnozin miru
kladnou. Nahradme tedy v dalsim M, nékterou z mnozin M, ; s kladnou
mirou. Tim muzeme predpokladat, ze M, ma koneénou miru. Uvazujme cha-
rakteristické funkce g, = xaz,,, n € N. Protoze je u(M,) < oo, je g, € L*(X).
Uvédomme si, ze pro kazdou chrakteristicku funkei x, mnoziny M konecné

miry plati
Pl = | 1du=pu(an).
M



Mame tedy

1T 9al = / gl dpt = / P du >
X My,

> [ (= )P du= (It = 3 )P0(OM,) =

= (111 = = Pl

Takze || Ty|| > [|flloe(1—2 ) pro kazdé n € N, coz nam uz déva | T4 ]| > || f]lc-

(2) Ukézeme, ze plati: Pokud je pu(X) < oo, pak Ty = 0 pravé tehdy,
kdyz f = 0 skoro vsude na X.
Jestlize je funkce f skoro vSude nulovd, pak operator 7% je nulovy piimo

z jeho definice. Nez dokézeme opacnou implikaci, uvédomime si, ze v nasem
pripadé, kdy pu(X) < oo, pro h € L>(X) plati

/ hPdu < / 1l dpt = [l 5(X) < oo,

To znamend, ze L*°(X) C L*(X). (Mohli jsme tu téz pouzit Dusledek 3.4
z kapitoly o prostorech LP.) Predpoklddejme tedy nyni, ze f € L>®(X) a
Ty = 0. Jestlize budeme operdtor T} aplikovat na funkci f (6 L3(X) ),
dostaneme |f|? =T;f =0 v L*(X). Funkce f je tedy skoro vSude na X

nulova.



Adjunkce operatoru

Technicka poznamka:

Je-li x € H, pak ze Schawarzovy nerovnosti vyplyva, ze

2] = max [{z, )|
lyll=1

Tvrzeni: Necht H, K jsou Hilbertovy prostory a T : H — K je
omezeny linedrni operédtor (tj. T' € B(H, K)). Pak existuje jediny operator
T* € B(K, H) takovy, ze

Tz, y)x = (2, T"Y)u Vere H ye K.

Dukaz: Méjme y € K. Pak f,(z) = (I'z, y)x je omezeny linedrni

funkciondl na H. Podle Rieszovy véty existuje prave jedno ¢y € H takové, ze
(Tx, y)xk = {(z,y)u VoeH.
Definujme 7" : K — H predpisem
T"(y) =y
(Definice je korektni.) Ukazeme, ze T* je omezeny linedrni operator.
Linearita: Necht y,z € K, «, 83 € C. Pak pro libovolné x € H
(2, T*(ay + B2)) = (Tz,ay + B2) = (T, y)a + (Tx,2)B =
= (x, T*y)a + (z, T*2)B = (x,aT*(y) + BT*(2)) .

Tedy
T (ay + 2) = oT*(y) + BT*(2) .

Omezenost: Pro y € K mame:

IT7y|l = max [(T"y, z)| = max |(y, T2)| < |yl T

llzll<1 l=ll<1



To znamend, ze T* je omezeny a |7 < |7

Jednoznac¢nost dokazte jako cviceni. 0

Definice: Operdtor T* z predchoziho turzeni se nazjvd adjungovaniy

operdtor k operdtoru T.
Plati: Necht T € B(H,K). Pak T*(= (T*)*) =T a ||T|| = ||T".
Dikaz: Pro kazdé z € H a y € K plati

(T*)'x,y) = (x,T"y) = (Tx,y) .

To znamend, ze (T*)* = T. Aplikujeme-li nyni odhad normy adjungo-
vaného operatoru z konce dukazu predchozi véty na adjungované operatory
k operatorum 7" a T*, dostaneme nerovnosti | T'|| > ||| a || T*| > ||(T*)*|| =
|T]|. Musi tedy platit ||7*| = ||7T||. O

Priklady: (1) H =C: V tomto pifpadé odpovidaji omezené operdtory
nasobeni skaldrem. Je-li T € B(C), Tx = ax, pak T*z = az. Tedy adjunkce
odpovida konjugaci.

(2) H=C" Bud (e;)}-, kanonickd béze v C". Pak podle poznamky za
Rieszovou vétou je operdtor T' € B(C") reprezentovan matici (a;)7;—; = A,
kde a;; = (Te;, e;). Adjungovany operator 7% je analogicky reprezentovan
matici (by)7;—; = B, kde

bij = (T"¢j, ei) = (ej, Tei) = (Te;, e5) = ay;.

Adjungovanému operatoru tak odpovida tzv. hermitovsky sdruzena matice
(piseme B = A*).

(3) H=L*R): Mé&me ddnu funkei f € L>(R). Necht T} je multipli-
kativni operator na L?(R) dany funkei f. Pak pro g, h € L?(R) plati

(Tyg, by = {fg, h) = /R (fo) T do = /R g (Fh) dr = (9. Th) = (g, T5h).



Tedy T} = T3.
Pravidla pro adjunkci:

Pro T, R € B(H) plati
(a) (T+R) = T"+ R
(b) (aT)* = @T*, aecC
(c) (TR)* = R'T*
d 17 =T

Dukaz: Ovéite z definice. [l

Znaceni:: Necht T € B(H), potom oznacime
R(T) = {Tz|z € H} (,,range”, obor hodnot operatoru 7T'),

N(T) (= Ker(T)) = {z € H| Tz =0} (jadro, nulovy prostor

operatoru T').

N(T) je vzdy uzavieny podprostor. R(7T') uzavien byt nemusi.

Véta: Jadro a Obraz
Necht T € B(H). Potom plati

(1)

(i)

Dukaz: (i) Necht nejdiiv z L R(T*). Pak pro kazdé = € H je
0= (2, T"z) =Tz, x).
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Tedy Tz=0 a z € N(T). To znamen4, ze R(T*)* c N(T).

Meéjme nyni z € N(T'). Pak pro kazdé y € H mame (z, T*y) = (T'z, y) =0,
odkud z L R(T*). Tedy N(T)C R(T*)* = R(T*) . Dokézali jsme tak, ze
N(T) = R(T") .

(ii) Podle (i)

g

Poznamka: Mame rozklady

H = N(T)® R(T%) a H = N(T")® R(T),
pro kone¢nou dimenzi

H = N(T)a R(T™) a H = N(T")e R(T) .
Tedy napft. je-li operdtor 1" na, pak je operator T™ prosty, apod.
Definice: Necht V' je komplexni linedrni prostor. Potom zobrazeni b :

V xV — C se nazjvd seskvilinedrni forma, jestlize pro kazZda x,y,z €
V, a € C plati

(i) blz+y,z) = bz, z)+by,2),
b(x,y+2) = b(z,y)+ bz, 2),

(i) blax,y) = ab(zr,y),

(1) b(r,ay) = ab(zr,y).

Priklad: Pro T € B(H) je b(z,y) = (Tz,y) seskvilinedrni forma.

Spojité seskvilinearni formy vznikaji timto zpusobem.



Definice Seskvilinedarni forma b je omezend jestlize existuje konstanta
C >0 tak Ze
bz, y)l < Cllall - llyll - Ve,yeV

Véta - popis omezenych seskvilinearnich forem
Pro kazdou omezenou seskvilinedrni formu b na Hilbertove prostoru H exis-
tuje jeding T € B(H) takovy, Ze

b(z,y) = (Tx,y) Ve,yeH.

Dikaz: Pro pevné zvolené x € H definujeme funkci

Fly)=blz,y) yeH.
Snadno se ovéri, ze F' je linearni. F' je omezeny funkciondl na H:
[F(y)] = bz, y)| < (K]} - [lyll
Podle Rieszovy véty existuje pravé jeden x’ € H tak, ze
Fly) = (y,2).

Jinymi slovy,
(@',y) =b(z,y) VyeEH.

Definujme nyni zobrazeni
Tr=412":H — H.
Podle definice plati:
b(x,y) = (Tx,y) Ve,y e H.
Snadno se ovérd, ze T' je linedrni. T' je omezeny operator:

Tz = sup [(Tz,y)| = sup |b(z,y)| < Cllz|.

yEHp yEHp
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Lax Milgramovo Lemma (Abelova cena 2005)

Definice Seskvilinedrni forma b na Hilbertové prostoru H je eliptickd,

jestlhize existuje o > 0 tak, Ze

b(z, x)| > x| Ve e H.

Skaldrni soucin je ptiklad eliptické formy.

Lax Milgramovo Lemma
At H je Hilbertiv prostor s omezenou eliptickou seskvilinedrni formou b(z, y)

a funkciondlem f € H*. Pak existuje prdvé jediné y € H tak, Ze

f(z) =b(x,y) Ve e H

e Rieszova véta je specidlnim pripadem Lax Milgramova lemmatu, kde

b(z,y) = (z,y).

Dikaz Lax Milgramova Lemmatu:

Podle tvrzeni vyse existuje omezeny operator a T' € B(H) tak, ze
b(x,y) = (Tx,y) .
Podle Rieszovy véty existuje g € H tak, ze
f(x) = (2,9).
Chceme ukéazat existence pravé jediného y € H, pro ktery plati
(x,q9) = (Tx,y) Ve e H.

11



To je ekvivalentni podmince

(z,9) = (&, T"y) VeeH,

Tudiz musime ukazat jednoznacnost a existenci feSeni rovnice
*
T"y=y,

kde g a T jsou dany a y € H je TeSeni.

To je totéz jako dokazat, ze operator T* je prosty a surjektivni. K tomu

se bude hodit nasledujici nerovnost vyuzivajici elipticity formy b(z,y):

allz|* < [b(z, 2)| = [(z, T*2)| < ||| - | T"x] -

Tedy

[Tz = allz||, VeeH (1)

Tato nerovnost okamzité dd, Zze T* je prosty operator, nebof Tz = 0

implikuje, ze z = 0. Co se tyce surjektivity, ukazeme nejdiive, ze R(T™*) je

uzavieny podprostor v H. Uvazujme pro toto posloupnost (u,) v H a vektor
v € H tak, ze

lim T"u,, =wv.
n—oo

Aplikaci (1) mame pro vSechna n, m

1T (n = um) || 2 @ [lun = uml -

To znamena, ze

|tn, — || = O pro n,m — oco.
Jinymi slovy, posloupnost (u,) je caychyovskd a mé tudiz limitu w. Dle

spojitosti T™ to ovSem znamena, ze

lim T*u,, =T u.
n—ro0
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Tedy v = T*u je v R(T*) a timto je dokazéno, ze R(T*) je uzavieny. Podle
véty o rozkladu pak mame, ze

R(T) = R{T) = N(T)*. @)
Nicméné N(T') = {0}. To plyne z elipticity nebot rovnost Tz = 0 implikuje

0= [Tz, z)| > allz|?
a tedy = 0. Podle (2) tak mdme
R(T)={0}*=H.

To dokoncuje dukaz.

0

Lax Milgramovo lemma ma zasadni aplikace v teorii eliptickych parcidlnich

diferencialnich rovnic a jejich numerickych metodéch.

Poissonova rovnice:

—Au = f v oblasti Q
u =0 na 6{).
H={vel*Q) : g—UELQ(Q),v:OnaaQ}.
l‘.

(2

Véta (Polarizaéni identita) : Necht b je seskvilinedrni forma na kom-

plexnim V. Potom
4b(z,y) = bla+y, a+y) — bla—y,x—y) + i [ b(a+iy, x+iy) — b(z—iy, x—iy) |.
Diikaz provedte pfimym vypoctem jako cviceni. O

Dusledek :  Je-li b seskvilinedrni forma na V, pak

b(x,z) = 0 YzeV = b(z,y)=0 Vaz,yeV.

13



Dusledek : Necht T, S € B(H), kde H je komplexni Hilbertiiv prostor.
Potom plati:

(i) Jestlize (Tx,z) = 0 prokazdé = € H, pak T = 0.

(ii) Jestlize (Tx, x) = (Sx, x) prokazdé =z € H, pak T = 5.

Dikaz: (i) Pokud (Tz,2z) = 0 pro kazdé x € H, pak podle
polarizaéni identity aplikované na b(z,y) = (Tx, y) je (T'z, y) = 0 pro kazda
x,y € H, coz znamena, 7e pro véechna x € H je Tx € H+ = {0}.

Tvrzeni (ii) dostaneme aplikaci prvniho tvrzeni na operdtor T — S.

Poznamka: Piedchozi disledek neplati pro redlny prostor. Vezméme
napi. za T rotaci v R* o Z. Pak (T, z) = 0 pro viechna = € R? a
pritom T # 0.

Dlezité typy operatori:
Znaceni: I bude identicky operator na H.

Definice: Necht T € B(H). Pak

(i) T se nazyvéd samoadjungovany, jestlize T = T%,
(ii) T se nazyva pozitivni, jestlize (Tx, x) >0 pro kazdé z € H,

(iii) 7T se nazyva unitarni, je-li 7*T = TT* = I. Neboli-li T je bijekce a
T-'=T.

14



Samoadjungované operatory

Priklady: (1) Uz vime, 7ze viechny linearn{ operdtory na prostoru
H = C jsou tvaru T'x = az, kde a € C, a ze adjunkci odpovida konjugace,
tedy pro operator Tx = axr je T*x = ax. Samoadjungované operatory na
C tak odpovidaji vynasobeni realnym ¢islem.

(2) Podivejme se nyni na multiplikativni operdtory T na L%*(a, b)
(—00 < a < b < o0, f € L¥a,b)). Stejné jako v piipadé multiplika-
tivnich operdtort na L?(R) muZeme ukézat, Ze T} = Ty Operdtor Ty tedy
bude samoadjungovany prave tehdy, kdyz bude platit Ty = T neboli kdyz
T; 7 = 0. To ale, jak uz vime, nastavd jen v pripadé, ze f — f = 0 skoro
vsude na (a, b). Samoadjungované multiplikativn{ operdtory na L*(a, b) tak
odpovidaji funkeim, které jsou skoro vsude na (a, b) redlné.

(3) Nyninds budou zajimat samoadjungované operatory na Hilbertovych
prostorech koneéné dimenze. Muzeme se omezit na H = C". Uz vime, ze
pokud je operdtor T' € B(C") reprezentovan matici A = (ai;)7;—; a k nému
adjungovany operdtor T* matici B = (b;;)7,_;, pak bj; = aj;. Tedy B = A*.
Operator T na C" tak bude samoadjungovany pravé tehdy, kdyz jeho matice
A bude hermitovska, tj. pokud bude platit A = A*.

Tvrzeni: Necht H je komplexni Hilberttv prostor. Operator T € B(H)
je samoadjungovany pravé tehdy, kdyz

(Tz, z) e R Ve € H.

Diikaz: Necht je nejdifv T' samoadjungovany. Pak pro kazdé z € H
plati (Tz, z) = (z, T*z) = (z, Tz) = (Tz, z). Musi tedy byt (Tz, z) € R.
Predpokladejme nyni naopak, ze (Tx, x) € R pro vsechna z € H. Pak pro
vSechna =z € H také plati

(Te,x) = (Tz,x) = (x,Tz) = (T"x, x).

15



Z dusledku polariza¢ni identity tak dostdavame, ze T = T*, a tedy operator

T je samoadjungovany. U

Pozitivni operatory

Tvrzeni: Kazdy pozitivn{ operdtor T € B(H) na komplexnim Hilbertové

prostoru H je samoadjungovany.

Dukaz: Jestlize je T pozitivni, pak pro kazdé = € H je (Tx, ) > 0,
a tedy (T'z, ) € R. Podle predchozihé tvrzeni je tak T samoadjungovany.
O

Priklady: (1) Necht T € B(C), Tx = ax. Pak (T, x) = a|z|?, tedy
operator T' je pozitivni prave tehdy, kdyz a € R,a > 0.

(2) Ukdzeme, ze multiplikativn{ operdtor Ty : L*(a, b) — L*(a, b) je
pozitivni, pravé tehdy kdyz f > 0 skoro vsude na (a, b). Pokud f > 0 skoro
vsude, pak pro kazdou funkci g € L?{a, b) je

(Tyg. g) = / f(@)lg(x)dz > 0.

takze operator T je pozitivni.

Podle predchoziho vime, Ze T} je samoadjungovany operdtor a tedy f
nabyva realnych hodnot skoro vsude. Predpokladejme pro spor, Ze mnozina
M ={teR: f(t) <0} ma kladnou miru. Podle vlastnosti Lebesgueova

integralu pak mame

(Tyxar, xar) = /M 7(t) du

je nenulové zaporné cislo. To je spor, a tedy f je nazdaporna funkce skoro

vsude.
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(3) Necht T'e€ B(C"), T =~ (ay);;—,. Pak pro z = (v, ..., a,) € C" je

(Tz, z) = Z ;00

ij=1

Operator T' je tedy pozitivni prave tehdy, kdyz je matice (a;;)};—, pozitivneé

semidefinitni.

Tvrzeni: Nechf H je Hilbertiv prostor a zi,...,z, € H. Potom Gra-

mmova matice ((x;, x;))ij=1, .n Jje pozitivné semidefinitni.

Dukaz: Oznac¢me A = ((x;, ©;))ij=1,..n. Z vlastnosti skaldrntho souc¢inu

pro kazdou n-tici (komplexnich) koeficientu (ay, ..., ay,) plati

0 < {(qmy+ ...+ aup, 11 + ... + Quzy) = Z a;a;(z;, x;)

ij=1

Matice A je tedy pozitivné semidefinitni. O

Tato matice je kovarintni matici ndhodného vektoru v teorii pravdépodobnosti.
Unitarni operatory

Pozorovani: Nechf T € B(H) je unitarni operator. Pak k nému adjun-

govany operator 1™ je také unitarni.

To vyplyva z adjunkce identity T*T = TT* = I, rovnosti T = T a

skutecnosti, ze identita je samoadjungovany operator.
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Geometricky vyznam unitarnich operatora

Tvrzeni: Necht H je komplexni Hilbertiw prostor a T € B(H). Ndsledugjici

turzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je unitdrni.
(i) T jeizometrie (tj. |Tz| =|z|| Ve € H) a T je surjektioni .
(iii) T zachovdvd skaldrni soucin a T je surjektioni. (Zachovdnd skaldrniho
soucinu znamend: (x,y) = (Tx, Ty)Vx,y € H .

(Surjektivni zobrazend je zobrazeni na.)

Dukaz: (i) = (iii) Pokud je T unitdrni, pak pro kazdé = € H plati
T*Tx = Ix =z, (I je operédtor identity) tedy

(x,y) = (I"Tw,y) = (Tx, Ty) .

Podle definice je unitarni zobrazeni bijektivni, tedy je téz surjektivni
(iii) = (ii) je zfejmé.

(ii) = (i) Necht je T surjektivni izometrie. Pak pro kazdé z € H
plati (z, ) = (Tx, Tx) = (I"Tx, x). Tedy T*T = I (I je tu identita na
H). Potiebujeme jesté ukazat, ze také TT* = I. Protoze je kazd4d izometrie
prostd, existuje operator 7! inverzni k 7. Vyndsobenim rovnosti T*T = I
operatorem T~! zprava dostaneme T—! = T* a tedy T*T = TT* = I, coz je

unitarita opratoru 7'. 0]

Priklady: (1) Necht T € B(C), Tx = az, a # 0. Pak T 'z =
a~lz, T*z = ax. Operédtor T je tedy unitdrni pravé tehdy, kdyz a™! = @. A

1

to nastdvd pravé tehdy, kdyz 1 = a~'a = @a = |a|?, tj. pokud je a komplexn{

jednotka.
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(2) Multiplikativni operdtor Ty : H = L*(a, b) — L*{a, b) je unitérni,
prave kdyz | f| = 1 skoro vsude na (a, b).

Uvédomme si, ze identicky operdtor I na H je vlastné multiplikativni
operator 77, kde 1 je konstatni funkce na (a, b) s hodnotami rovnymi jedné.
Dale si uvédomme, ze

Ty T; =TT =Tjpp .
Podminka na unitaritu je tedy ekvivalentni rovnosti

Ty =T1.

To je ekvivalentni podmince |f|?(x) = 1 pro skoro viechna z € (a, b), coZ je

ekvivalentni podmince |f(z)| = 1 skoro vSude.
(3) Unitarni operatory na C" jsou popsany déle.

Definice: Matice A € C™" se nazyva unitarni, pokud je unitarni
operator T' € B(C"™) definovany predpisem

aq
T(ag,...,an) = A- , (oq,...,qp) € C".

Qn

Tvrzeni: Nisledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) A je unitdrni matice.
(ii) Sloupcové vektory sq,...,s, matice A tvoif ortonormalni bazi v C".

(iii) Radkové vektory r,...,r, matice A tvoii ortonormalni bazi v C".

Diikaz: Necht ey, ..., e, je kanonickd ortonormdlni bdze v R". Ziejmé
s;=Te;, 1=1,...,n, kde T je operator odpovidajici matici A.

(i) = (ii) Protoze je operdtor T unitdrni, zachovava skaldrni soucin.
Vektory si,...,s, jsou tak navzajem kolmé a jednotkové. Tvoii tedy orto-

normalni bazi C".
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(ii) = (i) Necht x = zie; + ... + 1,6, Pak

T1
Tx = A- : =x181+ ...+ TpS,.
T
Tedy
|Tx||> = (Tx, Tz) = (2181 + ...+ TnSp, T151 4+ ... + TnSp)
n n
= Z T Ty (Siy 8j) = Z jzi* = [l]*.
ij=1 i=1
To znamena, ze T je izometrie. Protoze vektory si, ..., s, generuji obor hod-

not operatoru 1" a tvoii pritom ortonormalni bazi C", je T' zobrazeni na.

(i) & (iii) Vektory rq,...,7, tvoii ortonormalni bazi pravé tehdy, kdyz
ji tvori vektory 7q,...,7,. Tyto vektory jsou ale sloupcovymi vektory ma-
tice A*, ktera koresponduje operatoru T%. Tedy podle jiz dokdzané ekviva-
lence (i) < (ii) vektory 7, ..., 7, tvoii ortonormélni bézi pravé tehdy, kdyz
je operator T™ unitarni. Ten je ale unitarni pravé tehdy, kdyz je unitarni
operator T, tj. kdyz je unitarni matice A.

OJ

Poznamka Dilezitym unitdarnim operdtorem je Fourierova transfor-
mace, coZ je unitarni operator U na L?(R) dany akcf na spojitych funkcich

s konectnym nosicem.

Urw) = [ fae s

Zobecnéni pojmu unitarniho operatru

Definice: Zobrazeni U : H — K mezi Hilbertovymi prostory H a K se
nazyvd unitdrni, jestlize je bijektivni a zachovdvd skalarni soucin. Existuje-

li takové zobrazeni mezi H a K, nazjvdme prostory H a K izomorfni.
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Véta: Kazdy separabilni nekonecné dimenziondlni Hilbertiiv prostor je

izomorfni s (2.

Dikaz: Af ej,es,... je ortonorméalni baze Hilbertova prostoru H.

Uvazujme zobrazeni
U: H=0: 2 ((z,e.)m )nen € £

Podle Parsevalovy rovnosti méame:

00
Izl3 =) Kz en)* = Uz,
n=1

pro véechna x € H. Méme tak dvé sequilinedrni formy na H: (z,y) — (z,y)n
a (z,y) — (Uzx,Uy). Shoduji se na diagondle a tedy jsou si rovny podle podle
polarizaéni identity. Tedy U je unitdrni zobrazeni mezi H and ¢? a dikaz je

ukoncen. 0

Zavér:

e Kazdy konec¢né dimenzionalni komplexni Hilbertuv prostor je kopie C".

e Kazdy nekonecné dimenzionalni separabilni komplexni Hilbertuv pro-

stor je kopie /2.
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