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KAPITOLA 1: Mı́ra a měřitelné funkce

P(X) = {A |A ⊂ X} − potenčńı množina množiny X

1.1 Měřitelné množiny

dále předpokládáme X 6= ∅

Definice : Systém S podmnožin množiny X se nazývá algebra, jestliže

(A1) ∅ ∈ S,

(A2) A ∈ S ⇒ X\A ∈ S (uzavřenost na doplněk),

(A3) A,B ∈ S ⇒ A ∪B ∈ S (uzavřenost na sjednoceńı).

Systém S se nazývá σ-algebra, pokud splňuje podmı́nky (A1), (A2) a

(A3σ) A1, A2, ... ∈ S ⇒
∞⋃
j=1

Aj ∈ S.

Je-li S σ-algebra na X, nazýváme dvojici (X,S) měřitelný prostor a množiny A ∈ S nazýváme S-měřitelné.

Plat́ı: Podmı́nky (A1), (A2) v definici (σ-)algebry lze nahradit podmı́nkami

(A1∗) X ∈ S

(A2∗) A,B ∈ S ⇒ A \B ∈ S

(Odtud dostáváme, že každá σ-algebra splňuje podmı́nky (A1), (A1∗), (A2), (A2∗), (A3σ) (analogicky pro algebru).)

Důkaz proved’te jako cvičeńı. (Návod: Abychom ukázali, že (σ-)algebra splňuje (A2∗), muśıme využ́ıt jej́ı uzavřenost

na sjednoceńı.) �

Plat́ı: a) Každá algebra je uzavřená na pr̊unik.

b) Každá algebra je uzavřená na konečná sjednoceńı a konečné pr̊uniky, tj.

A1, A2, . . . , An ∈ S ⇒ A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An ∈ S a A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An ∈ S.

c) Každá σ-algebra je uzavřená na spočetné pr̊uniky.

Důkazy a) a b) proved’te jako cvičeńı. K d̊ukazu c) použijeme přepis

∞⋂
j=1

Aj = X \
∞⋃
j=1

(X \Aj). �

Př́ıklady:

• {∅} neńı σ-algebra (protože předpokládáme X 6= ∅).

• {∅, X} je σ-algebra.

• P(X) je σ-algebra.

• {A ⊂ X |A je konečná} je pro X konečnou σ-algebra, pro X nekonečnou neńı ani algebra (nepatř́ı tam X).

(Jak to bude se systémem {A ⊂ X |A je spočetná}?)

• {A ⊂ X |A nebo X \A je konečná} je algebra. (Pro jaká X je to dokonce σ-algebra?)

Definice : Necht’ F ⊂ P(X). Nejmenš́ı σ-algebru, která obsahuje všechny množiny z F (,,obsahuje F“) znač́ıme

σ(F) a ř́ıkáme j́ı σ-algebra generovaná F . (Podobně lze definovat algebru generovanou F .)
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Otázky:

1) Muśı vždy existovat σ-algebra obsahuj́ıćı F?

ANO: P(X) je σ-algebra a F ⊂ P(X).

2) Lze mezi všemi σ-algebrami obsahuj́ıćımi F , naj́ıt tu nejmenš́ı?

ANO: σ(F) je pr̊unik všech σ-algeber obsahuj́ıćıch F . (Ukažte jako cvičeńı, že tento pr̊unik je skutečně σ-algebra.)

1.2 Mı́ra a vněǰśı mı́ra

• Je-li Y 6= ∅ a G ⊂ P(Y ), pak zobrazeńı τ : G → R, kde R = R ∪ {−∞,+∞}, ř́ıkáme množinová funkce.

• Jsou-li U , V ⊂ P(Y ), U ⊂ V, µ : U → R, ν : V → R, µ(A) = ν(A) pro všechna A ∈ U , pak ν je rozš́ı̌reńı µ z

U na V a µ je zúžeńı ν z V na U .

Definice : Necht’ (X,S) je měřitelný prostor (tj. S ⊂ P(X) je σ-algebra). Množinová funkce µ : S → 〈0,∞〉 se

nazývá mı́ra, jestliže splňuje:

(M1) µ(∅) = 0,

(M2) Jsou-li Aj ∈ S, j = 1, 2, . . . , po dvou disjunktńı (tj. Ai ∩Aj = ∅ pro i 6= j), pak

µ
( ⋃
j∈N

Aj

)
=
∑
j∈N

µ(Aj). (σ-aditivita)

Trojici (X,S, µ) nazýváme prostor s mı́rou.

Př́ıklady:

• Diracova mı́ra: (∅ 6=) X – libovolná množina, a ∈ X pevně zvolené, S = P(X)

δa(A) =

{
1, a ∈ A
0, a 6∈ A

• Aritmetická (též (po)č́ıtaćı) mı́ra: (∅ 6=) X – libovolná množina, S = P(X)

α(A) =

{
počet prvk̊u A pro A konečnou

∞ pro A nekonečnou

• Lebesgueova mı́ra: zobecňuje pojmy délka intervalu, obsah obdélńıka, objem kvádru (v́ıce viz dále)

Zdisjunktněńı sjednoceńı měřitelných množin:

Abychom mohli využ́ıt σ-aditivity mı́ry, potřebujeme pracovat s množinami, které jsou po dvou disjunktńı. Pokud toto

naše množiny nesplňuj́ı, ,,zdisjunktńıme“ je: Necht’ (X,S) je měřitelný prostor, (Ai)
∞
i=1 ⊂ S. Položme

B1 = A1

B2 = A2 \A1

B3 = A3 \ (A1 ∪A2)

...

Pak plat́ı

Bi ⊂ Ai, Bi ∩Bj = ∅ pro i 6= j,
⋃k
i=1Ai =

⋃k
i=1Bi pro každé k ∈ N,

⋃∞
i=1Ai =

⋃∞
i=1Bi

(Dokažte jako cvičeńı.)
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Věta 1.1 (vlastnosti mı́ry) : Necht’ (X,S, µ) je prostor s mı́rou, (Aj)
∞
j=1 ⊂ S. Pak

(1) Je-li A1 ⊂ A2, pak µ(A1) ≤ µ(A2). (monotonie mı́ry)

(2) µ
( ∞⋃
j=1

Aj
)
≤
∞∑
j=1

µ(Aj).

(3) Je-li A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . ., pak

µ
( ∞⋃
j=1

Aj
)

= lim
j→∞

µ(Aj).

(4) Je-li A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . a µ(A1) <∞, pak

µ
( ∞⋂
j=1

Aj
)

= lim
j→∞

µ(Aj).

Důkaz : (1) Máme A2 = A1 ∪ (A2 \A1), kde A1 ∩ (A2 \A1) = ∅. Tedy µ(A2) = µ(A1) + µ(A2 \A1) ≥ µ(A1).

(2) Je-li B1, B2, . . . zdisjunktněńı A1, A2, . . ., pak

µ
( ∞⋃
j=1

Aj
)

= µ
( ∞⋃
j=1

Bj
)

=

∞∑
j=1

µ(Bj)
(1)

≤
∞∑
j=1

µ(Aj).

(3) Je-li B1, B2, . . . jako v (2), pak
⋃∞
j=1Bj =

⋃∞
j=1Aj , a podle předpokladu

⋃k
j=1Bj =

⋃k
j=1Aj = Ak pro

k ∈ N. Tedy

µ
( ∞⋃
j=1

Aj
)

= µ
( ∞⋃
j=1

Bj
)

=

∞∑
j=1

µ(Bj) = lim
k→∞

k∑
j=1

µ(Bj) = lim
k→∞

µ
( k⋃
j=1

(Bj)
)

= lim
k→∞

µ(Ak).

(4) Označme Ãi = A1 \ Ai. Pak Ai ∪ Ãi = A1, µ(Ai) + µ(Ãi) = µ(A1) < ∞ (tedy µ(Ãi) = µ(A1) − µ(Ai))

a Ã1 ⊂ Ã2 ⊂ Ã3 ⊂ . . . . Tedy podle (3) máme µ
(⋃∞

j=1 Ãj
)

= limj→∞ µ(Ãj). Využijeme-li nyńı toho, že sjednoceńı

A1 =
(
A1 \

(⋂∞
j=1Aj

))
∪
(⋂∞

j=1Aj
)

a A1 = (A1 \ Aj) ∪ Aj jsou disjunktńı a rozd́ıl µ(A1) − µ(Aj) je definován

pro každé j ∈ N (protože µ(A1) <∞), dostaneme

µ
( ∞⋂
j=1

Aj
)

= µ(A1)− µ(A1 \
( ∞⋂
j=1

Aj
)
) = µ(A1)− µ(

( ∞⋃
j=1

(A1 \Aj)
)
) = µ(A1)− µ(

( ∞⋃
j=1

(Ãj)
)
) =

µ(A1)− lim
j→∞

µ(Ãj) = µ(A1)− lim
j→∞

(µ(A1)− µ(Aj)) = lim
j→∞

(µ(Aj)). �

Př́ıklad: Necht’ µ je aritmetická mı́ra na N a Aj = {j, j+ 1, j+ 2, . . . , }. Pak Aj ↘ ∅ (tj. Aj+1 ⊂ Aj a
⋂∞
j=1Aj = ∅).

Přitom máme µ(Aj) = ∞ pro každé j ∈ N a µ(∅) = 0. Tedy neplat́ı µ
(⋂∞

j=1Aj
)

= limj→∞ µ(Aj). Toto neńı ve

sporu s V1.1(4), protože tu neńı splněno µ(A1) <∞.

Definice : Necht’ (X,S, µ) je prostor s mı́rou. Pak mı́ru µ nazýváme

• konečná – je-li µ(X) <∞,

• σ-konečná – existuj́ı-li X1, X2, ... ⊂ X tak, že µ(Xj) <∞ ∀j a
⋃∞
j=1Xj = X,

• pravděpodobnostńı – je-li µ(X) = 1, (X,S, µ) pak nazýváme pravděpodobnostńı prostor,

• úplná – je-li každá podmnožina množiny mı́ry nula měřitelná (d́ıky monotonii a nezápornosti mı́ry má také

mı́ru nula).

Věta 1.2 (zúplněńı mı́ry) : Necht’ (X,S, µ) je prostor s mı́rou. Pak existuje nejužš́ı rozš́ı̌reńı (S, µ) mı́ry (S, µ)

na úplnou mı́ru. Mı́ru (S, µ) nazýváme zúplněńı mı́ry (S, µ).
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Důkaz : Položme

S = {A ⊂ X | existuj́ı A′, A′′ ∈ S tak, že A′ ⊂ A ⊂ A′′ a µ(A′′ \A′) = 0}.

Při stejném významu A,A′, A′′ jako výše pak definujeme

µ(A) = µ(A′) (= µ(A′′) ).

Zřejmě S ⊂ S. Nyńı potřebujeme ukázat, že (S, µ) má požadované vlastnosti. To uděláme v několika kroćıch:

1) S je σ-algebra: Vlastnosti (A1) a (A2) ověřte jako cvičeńı. Zbývá ukázat, že systém S je uzavřený na spočetná

sjednoceńı. Necht’ A1, A2, . . . ∈ S a A′i, A
′′
i jsou jako výše A′, A′′. Pak

⋃∞
i=1A

′
i ⊂

⋃∞
i=1Ai ⊂

⋃∞
i=1A

′′
i a

µ
(( ∞⋃

i=1

A′′i
)
\
( ∞⋃
j=1

A′j
))

= µ
( ∞⋃
i=1

(
A′′i \

∞⋃
j=1

A′j
)) V 1.1(2)

≤
∞∑
i=1

µ
(
A′′i \

∞⋃
j=1

A′j
)
≤

∞∑
i=1

µ
(
A′′i \A′i

)
= 0,

protože A′′i \
⋃∞
j=1A

′
j ⊂ (A′′i \A′i) a µ(A′′i \A′i) = 0. Tedy

⋃∞
i=1Ai ∈ S.

2) Definice µ(A) je korektńı (tj. nezáviśı na volbě A′, A′′): Necht’ A′i ⊂ A ⊂ A′′i , µ(A′′i \ A′i) = 0, i = 1, 2.

Označme C = A′1 ∪A′2. Pak pro i = 1, 2 plat́ı A′i ⊂ C ⊂ A ⊂ A′′i , a tedy pro i = 1, 2 máme

µ(C) = µ(C \A′i︸ ︷︷ ︸
⊂A′′

i \A′
i

) + µ(A′i) ≤ µ(A′′i \A′i)︸ ︷︷ ︸
=0

+ µ(A′i) = µ(A′i) ≤ µ(C).

To ale znamená, že µ(A′1) = µ(A′2) (= µ(A′′1) = µ(A′′2) ). T́ım jsme ukázali, že µ(A) na volbě A′, A′′ nezáviśı.

3) µ je mı́ra: µ ≥ 0, µ(∅) = 0 zřejmě. Dále, jsou-li po dvou disjunktńı množiny Ai, jsou po dvou disjunktńı také

množiny A′i (množiny A′′i po dvou disjunktńı ale být nemuśı). Tedy podle d̊ukazu uzavřenosti S na spočetná sjednoceńı

máme

µ
( ∞⋃
i=1

Ai
)

= µ
( ∞⋃
i=1

A′i
)

=

∞∑
i=1

µ(A′i) =

∞∑
i=1

µ(Ai).

4) Mı́ra µ je úplná: Necht’ B ⊂ A, µ(A) = 0, A′ ⊂ A ⊂ A′′, µ(A′′ \ A′) = 0. Pak µ(A′′) (= µ(A)) = 0,

∅ ⊂ B ⊂ A′′, µ(A′′ \ ∅) = 0, tedy µ(B) = µ(∅) = 0.

5) (S, µ) je nejužš́ı rozš́ı̌reńı: Necht’ (S̃, µ̃) je úplné rozš́ı̌reńı (S, µ) a A ∈ S, tj. existuj́ı A′, A′′ ∈ S tak, že

A′ ⊂ A ⊂ A′′ a µ(A′′ \ A′) = 0. Ukážeme, že A ∈ S̃. Protože µ̃ je úplná mı́ra rozšǐruj́ıćı µ a A \ A′ ⊂ A′′ \ A′,
dostáváme A \A′ ∈ S̃, tedy A = A′ ∪ (A \A′) ∈ S̃. To znamená, že S ⊂ S̃, a tedy S je nejmenš́ı možná σ-algebra,

na které existuje úplná mı́ra rozšǐruj́ıćı µ. �

Tvrzeńı 1.3 : Necht’ (X,S, µ) je prostor s mı́rou, D ∈ S. Pak (D,SD, µD), kde

SD = {A ∈ S|A ⊂ D} (= {B ∩D|B ∈ S}) a µD = µ|SD ,

je prostor s mı́rou. Pokud je mı́ra µ úplná, je i mı́ra µD úplná.

Důkaz je zřejmý (proved’te si ho jako cvičeńı). �

Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme mı́sto (D,SD, µD) psát jen stručně (D,S, µ).

Konstrukce mı́ry z množinové funkce přes vněǰśı mı́ru

Mějme G ⊂ P(X) a množinovou funkci τ : G → 〈0,∞〉 splňuj́ıćı

∅ ∈ G, τ(∅) = 0.

Definujme množinovou funkci τ∗ : P(X)→ 〈0,∞〉 tak, že pro A ⊂ X polož́ıme
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τ∗(A) = inf
{ ∞∑

j=1

τ(Bj) | Bj ∈ G pro j ∈ N a A ⊂
∞⋃
j=1

Bj

}
.

Jsou-li Bj ∈ G a A ⊂
⋃∞
j=1Bj , nazýváme

∑∞
j=1 τ(Bj) horńı součet k τ∗(A).

Poznámky : 1) Funkce τ∗ zřejmě nemuśı být rozš́ı̌reńım funkce τ , tj. pro nějaké A ∈ G může být τ∗(A) 6= τ(A).

K tomu stač́ı mı́t A, B ∈ G takové, že A ⊂ B a τ(A) > τ(B). Necht’ např. X = {1, 2}, G = P(X) = {∅, X, {1}, {2}},
τ(∅) = 0, τ({1}) = τ({2}) = 2 a τ({1, 2}) = 1. Protože {1} ⊂ {1, 2}, je τ({1, 2}) horńı součet k τ∗({1}), a tedy

τ∗({1}) ≤ τ({1, 2}) = 1 < τ({1}).

2) Pokud pro nějakou množinu A ⊂ X neexistuj́ı množiny Bj ∈ G tak, že A ⊂
⋃∞
j=1Bj , je τ∗(A) = inf ∅ = +∞.

Definice : Množinová funkce γ : P(X)→ 〈0,∞〉 se nazývá vněǰśı mı́ra na množině X, jestliže

(VM1) γ(∅) = 0

(VM2) A ⊂ B ⇒ γ(A) ≤ γ(B) (monotonie)

(VM3) γ(

∞⋃
j=1

Aj) ≤
∞∑
j=1

γ(Aj) (σ-subaditivita)

Věta 1.4 : Množinová funkce τ∗ je vněǰśı mı́ra (na X).

Důkaz : Splněńı podmı́nek (VM1) a (VM2) je zřejmé. Abychom ověřili podmı́nku (VM3), stač́ı ukázat, že každé

č́ıslo větš́ı větš́ıho než β :=
∑∞
j=1 τ

∗(Aj) je také větš́ı než τ∗(
⋃∞
j=1Aj). Je-li β =∞, neńı co dokazovat. Necht’ je tedy

β < ∞. Pak je také τ∗(Aj) < ∞ pro všechna j. Mějme nyńı γ > β. Chceme naj́ıt horńı součet k τ∗(
⋃∞
j=1Aj) menš́ı

než γ. Pak i infimum těchto horńıch součt̊u, tedy τ∗(
⋃∞
j=1Aj), bude menš́ı než γ. Položme ε = γ − β > 0. Z definice

τ∗ existuj́ı pro každé j ∈ N množiny Bi,j ∈ G takové, že Aj ⊂
⋃∞
i=1Bi,j a jim odpov́ıdaj́ıćı horńı součet splňuje

∞∑
i=1

τ(Bi,j) < τ∗(Aj) +
ε

2j
.

Protože
∞⋃
j=1

Aj ⊂
∞⋃

i,j=1

Bi,j ,

je
∑∞
i,j=1 τ(Bi,j) horńı součet k τ∗

(⋃∞
j=1Aj

)
. A jak snadno nahlédneme, je to horńı součet menš́ı než γ:

∞∑
i,j=1

τ(Bi,j) =

∞∑
j=1

∞∑
i=1

τ(Bi,j) <

∞∑
j=1

(
τ∗(Aj) +

ε

2j
)

=
( ∞∑
j=1

τ∗(Aj)
)

+ ε = β + ε = γ.

T́ım jsme ověřili, že množinová funkce τ∗ je i σ-subaditivńı, a je to tedy vněǰśı mı́ra. �

Definice : Necht’ γ : P(X) → 〈0,∞〉 je vněǰśı mı́ra na X. Množina A ⊂ X se nazývá γ-měřitelná (podle

Carathéodoryho), jestliže pro každou množinu T ⊂ X plat́ı

γ(T ) = γ(T ∩A) + γ(T\A).

Množinu všech γ-měřitelných množin znač́ıme M(γ) a pro A ∈M(γ) pokládáme γ◦(A) = γ(A). Tedy γ◦ = γ|M(γ)

(zúžeńı γ na M(γ) ).

Věta 1.5 (Carathéodoryova) : Necht’ γ je vněǰśı mı́ra na X. Pak systém γ-měřitelných množin M(γ) je

σ-algebra a γ◦ je úplná mı́ra.

Důkaz je pracný a nebudeme ho tu uvádět. �
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1.3 Lebesgueova mı́ra na Rn

a, b ∈ R = R ∪ {−∞,+∞}, a ≤ b

(a, b), 〈a, b), (a, b〉, 〈a, b〉 – (jednorozměrný) interval

(a, b〉 – usměrněný interval (neńı to běžně použ́ıvaný název, zjednoduš́ı nám ale vyjadřováńı)

I1 = {I | I - interval, a, b ∈ R} (systém všech omezených interval̊u v R)

Ĩ1 = {(a, b〉 | −∞ < a ≤ b <∞} (systém všech omezených usměrněných interval̊u v R)

délka intervalu I s krajńımi body a, b, kde −∞ < a ≤ b <∞:

l(I) ( = l1(I) ) = b− a

Plat́ı: Pokud sjednoceńım, pr̊unikem či rozd́ılem usměrněných interval̊u je interval, pak je usměrněný.

(Pro rozd́ıl otevřených nebo uzavřených interval̊u toto obecně neplat́ı. V jakém př́ıpadě by to platilo?)

n-rozměrný interval:

I = I1 × I2 × . . .× In, kde Ii jsou jednorozměrné intervaly

In = {I ⊂ Rn | I je omezený interval }

usměrněný n-rozměrný interval:

I = I1 × I2 × . . .× In, kde Ii jsou usměrněné jednorozměrné intervaly

Ĩn = {I ∈ In | I je usměrněný }

usměrněný poloprostor: množina typu

{x ∈ Rn |xi ≤ c} nebo {x ∈ Rn |xi > c}, kde c ∈ R a i ∈ {1, . . . , n} je vhodná dvojice č́ısel

elementárńı objem n-rozměrného intervalu I = I1 × I2 × ...× In ∈ In:

ln(I) = l(I1) · l(I2) · . . . · l(In)

Plat́ı: Každý usměrněný interval v Rn je pr̊unik 2n usměrněných poloprostor̊u. (V př́ıpadě neomezeného intervalu

poloprostory odpov́ıdaj́ıćı neomezeným souřadnićım zaṕı̌seme do pr̊uniku dvakrát.)

Důkaz můžeme provést indukćı s využit́ım toho, že pro A ⊂ X, B, B1, B2 ⊂ Y plat́ı A×B = (A× Y ) ∩ (X ×B)

a A× (B1 ∩B2) = (A×B1) ∩ (A×B2). Proved’te ho jako cvičeńı. �

Plat́ı: Jsou-li I usměrněný interval a H usměrněný poloprostor v Rn, pak I∩H a I\H jsou usměrněné intervaly.

Důkaz : Pr̊unik intervalu I s usměrněným poloprostorem omezuje pouze jednu složku bod̊u z intervalu I. Přitom

(a, b〉∩(−∞, c〉 ∈ {∅, (a, c〉, (a, b〉}, (a, b〉∩(c,∞) ∈ {(a, b〉, (c, b〉, ∅} a prázdná množina je usměrněný interval, protože

∅ = (a, a〉. Podobně pro I\H. �

Vlastnosti funkce ln na Ĩn:

• ln je aditivńı v tomto smyslu: pro každý usměrněný interval In a usměrněný poloprostor H plat́ı

ln(I) = ln(I ∩H) + ln(I\H)

(Dokažte jako cvičeńı pro H = {x ∈ Rn |x1 ≤ c}. Ostatńı př́ıpady by se dokázaly podobně.)
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• ln je nezáporná (zřejmé)

• ln je zprava spojitá v tom smyslu, že kdykoliv (Qj)
∞
j=1 ⊂ Ĩn, I∈Ĩn a Qj ↘ I (tj. Qj+1 ⊂ Qj , I =

∞⋂
j=1

Qj)

nebo Qj ↗ I (tj. Qj ⊂ Qj+1, I =

∞⋃
j=1

Qj), pak ln(Qj) −→ ln(I) pro j →∞.

(Jde o jednoduchý d̊usledek definice ln a vlastnost́ı l1.)

Př́ıklady daľśıch aditivńıch nezáporných zprava spojitých funkćı intervalu:

• Diracova funkce: x ∈ Rn pevně zvoleno, I ∈ Ĩn

dx(I) =

{
1, x ∈ I
0, x 6∈ I

• funkce mn : Ĩn → R definovaná pomoćı neklesaj́ıćı zprava spojité funkce F : R→ R tak, že

mn(I1 × I2 × . . .× In) = m1(I1) ·m1(I2) · . . . ·m1(In),

kde pro Ij = (aj , bj〉 je

m1(Ij) = F (bj)− F (aj).

Definice : Vněǰśı mı́ru l∗n na Rn generovanou elementárńım objemem ln na Ĩn, tj.

l∗n(A) = inf{
∞∑
j=1

ln(Qj) | Qj ∈ Ĩn pro j ∈ N, A ⊂
∞⋃
j=1

Qj} ,

nazýváme Lebesgueova vněǰśı mı́ra. Vněǰśı mı́ru m∗, která je daná obecnou konečnou aditivńı nezápornou zprava

spojitou funkćı m na Ĩn nazýváme Lebesgue-Steiltjesova vněǰśı mı́ra generovaná m.

Plat́ı: Lebesgueova vněǰśı mı́ra je definovaná na celé P(Rn), je monotonńı a σ-subaditivńı.

Věta 1.6 : Pro každé I ∈ Ĩn plat́ı l∗n(I) = ln(I).

Důkaz: Mějme dáno I ∈ Ĩn. Nerovnost l∗n(I) ≤ ln(I) je zřejmá, nebot’ ln(I) je horńı součet k l∗n(I). Opačnou

nerovnost dokážeme sporem.

Předpokládejme, že existuj́ı Qj ∈ Ĩn takové, že I ⊂
⋃∞
j=1Qj a ln(I) >

∑∞
j=1 ln(Qj). Bez újmy na obecnosti

můžeme předpokládat, že I ⊂
⋃∞
j=1Q

◦
j , kde I je uzávěr intervalu I a Q◦j je vnitřek intevalu Qj . (Kdyby tomu tak

totiž nebylo, mohli bychom každý z interval̊u Qj natáhnout v každém směru na obě strany o tak malý kousek, že

pro nově źıskaný interval Q̂j bude platit ln(Q̂j) ≤ ln(Qj) + d
2

1
2j , kde d = ln(I) −

∑∞
j=1 ln(Qj) > 0. Pak bude∑∞

j=1 ln(Q̂j) <
∑∞
j=1 ln(Qj) + d

2 < ln(I). Takže by stačilo mı́sto Qj vźıt v daľśıch úvahách Q̂j .)

Položme nyńı I1 = I. Protože je ln nezáporná a aditivńı, je též monotonńı, tedy ln(Qj) ≥ ln(Qj ∩ I1) pro každé

j ∈ N. To ale znamená, že ln(I1) >
∑∞
j=1 ln(Qj ∩ I1). Zvolme usměrněný poloprostor H1 tak, že plat́ı ln(I1 ∩ H1) =

ln(I1 \ H1) = 1
2 ln(I1). (Jeho hraničńı nadrovina bude kolmo p̊ulit některou z hran intervalu I1.) Protože pr̊unik

dvou usměrněných interval̊u je usměrněný interval, dostáváme z aditivity a nezápornosti elementárńıho objemu ln:

ln(I1) = ln(I) >
∑∞
j=1 ln(Qj) ≥

∑∞
j=1 ln(I1 ∩Qj) =

∑∞
j=1

(
ln((I1 ∩Qj) ∩H1) + ln((I1 ∩Qj) \H1)

)
=
∑∞
j=1

(
ln((I1 ∩

H1)∩Qj) + ln((I1 \H1)∩Qj)
)

=
∑∞
j=1 ln((I1 ∩H1)∩Qj) +

∑∞
j=1 ln((I1 \H1)∩Qj). Součet některé z posledńıch dvou

řad je tedy nutně menš́ı než 1
2 ln(I1). Označmě I2 tu z množin I1∩H1, I1 \H1, které odpov́ıdá řada, která toto splňuje.

Pak ln(I2) = 1
2 ln(I1) >

∑∞
j=1 ln(Qj ∩ I2).

Budeme-li postupovat analogicky dále, při vhodné volbě poloprostor̊u, kterými p̊uĺıme aktuálńı inteval, (,,každý

směr“ muśıme při p̊uleńıch použ́ıt nekonečněkrát) źıskáme posloupnost interval̊u Ik, jejichž pr̊uměry konverguj́ı k nule

a pro které plat́ı I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . . a ln(Ik) >
∑∞
j=1 ln(Qj ∩ Ik) pro každé k. Z v́ıcerozměrné analogie principu

vnořených interval̊u dostáváme, že existuje bod x ∈
⋂∞
k=1 Ik. Protože však máme

⋂∞
k=1 Ik ⊂ I ⊂

⋃∞
j=1Q

◦
j , existuje

m ∈ N tak, že x je vnitřńım bodem intervalu Qm, tedy x má nějaké okoĺı U , které lež́ı celé v Qm. Pr̊uměry interval̊u
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Ik jdou přitom k nule, takže pro dostatečně velká k je Ik ⊂ U ⊂ Qm. To ale znamená, že ln(Ik) = ln(Ik ∩ Qm) ≤∑∞
j=1 ln(Ik ∩ Qj). To je ovšem ve sporu s vlastnostmi intervalu Ik. Žádný horńı součet k l∗n(I) tak nemůže být menš́ı

než ln(I), a tedy i infimum horńıch horńıch součt̊u k l∗n(I), což je samo l∗n(I), muśı být rovno minimálně ln(I). T́ım

jsme dostali nerovnost l∗n(I) ≥ ln(I) a d̊ukaz je dokončen. �

Důsledek 1.7 : Necht’ I ∈ In. Pak l∗n(I) = ln(I).

Důkaz provedeme jen pro n = 1, pro n > 1 by se provedl podobně. Pro −∞ < a < b <∞ plat́ı:

1) (a, b− ε〉 ⊂ (a, b) ⊂ (a, b〉 pro každé 0 < ε < b− a, tedy

b− ε− a = l∗1
(
(a, b− ε〉

)
≤ l∗1

(
(a, b)

)
≤ l∗1

(
(a, b〉

)
= b− a.

Limitńım přechodem pro ε→ 0+ dostáváme

l∗1
(
(a, b)

)
= b− a = l1

(
(a, b)

)
.

2) Pro interaly 〈a, b〉, 〈a, b) použijeme analogicky vztahy (a, b〉 ⊂ 〈a, b〉 ⊂ (a−ε, b〉 pro každé ε > 0 a 〈a, b−ε) ⊂
〈a, b) ⊂ (a− ε, b〉 pro každé 0 < ε < b− a. �

Tvrzeńı 1.8 : l∗n je translačně invariantńı, tj. pro každé A ⊂ Rn, x ∈ Rn je při označeńı A+ x = {a+ x | a ∈ A}

l∗n(A+ x) = l∗n(A).

Důkaz proved’te jako cvičeńı. �

Definice : Řekněme, že A ⊂ Rn je lebesgueovsky měřitelná (ṕı̌seme A ∈Mn), jestliže pro každý usměrněný

interval Q ∈ Ĩn plat́ı

l∗n(Q) = l∗n(Q ∩A) + l∗n(Q\A) .

Pro A ∈Mn polož́ıme λn(A) = l∗n(A). λn nazýváme Lebesgueova mı́ra.

Podobně pro m nezápornou zprava spojitou aditivńı funkci na intervalu dostaneme Lebesgue-Stieltjesovu mı́ru

generovanou m.

Tvrzeńı 1.9 : a) Je-li H usměrněný poloprostor v Rn, pak H ∈Mn.

b) Je-li H usměrněný poloprostor v Rn a A ∈Mn, pak H ∩A ∈Mn.

c) Je-li I usměrněný interval v Rn, pak I ∈Mn (tedy Ĩn ⊂Mn).

Důkaz: a) Necht’ Q ∈ Ĩn. Pak Q ∩H, Q \H ∈ Ĩn, a tedy podle Věty 1.6

l∗n(Q) = ln(Q) = ln(Q ∩H) + ln(Q \H) = l∗n(Q ∩H) + l∗n(Q \H).

b) Mějme Q ∈ Ĩn. Protože je l∗n subaditivńı, Q ∩H ∈ Ĩn, množina A je měřitelná a také poloprostor H je podle a)

měřitelný, můžeme psát

l∗n(Q) ≤ l∗n
(
Q ∩ (H ∩A)

)
+ l∗n

(
Q \ (H ∩A)

)
= l∗n

(
(Q ∩H) ∩A)

)
+ l∗n

(
(Q \H) ∪ ((Q ∩H) \A)

)
≤

≤ l∗n
(
(Q ∩H) ∩A)

)
+ l∗n((Q ∩H) \A)

)
+ l∗n(Q \H) = l∗n(Q ∩H) + l∗n(Q \H) = l∗n(Q).

Odhady l∗n(Q) ≤ l∗n
(
Q ∩ (H ∩ A)

)
+ l∗n

(
Q \ (H ∩ A)

)
≤ l∗n(Q) ale mohou platit, jen když v obou nerovnostech nastane

rovnost. Muśı tedy být l∗n(Q) = l∗n
(
Q∩ (H ∩A)

)
+ l∗n

(
Q\ (H ∩A)

)
, což jsme potřebovali dostat. Protože interval Q ∈ Ĩn

mohl být libovolný, je množina H ∩A lebesgueovsky měřitelná.

c) Tvrzeńı plyne z a), b) a toho, že n-rozměrný usměrněný interval je pr̊unikem 2n usměrněných poloprostor̊u. �

Věta 1.10 : Množina A ⊂ Rn je lebesgueovsky měřitelná právě tehdy, když je l∗n-měřitelná podle (Carathéodoryho),

tj.

l∗n(T ) = l∗n(T ∩A) + l∗n(T \A) ∀T ⊂ Rn.

Tedy Mn = M(l∗n) a λn = (l∗n)◦. (Mn je tak σ-algebra a λn je úplná mı́ra).
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Důkaz: Implikace ”⇐”je triviálńı. Dokážeme opačnou implikaci. Necht’ A ∈Mn a T ⊂ Rn. Je-li l∗n(T ) = ∞, pak

ze subaditivity l∗n je ∞ = l∗n(T ) ≤ l∗n(T ∩A) + l∗n(T \A) ≤ ∞, tedy plat́ı rovnost. Předpokládejme nyńı, že l∗n(T ) <∞.

Mějme dáno ε > 0. K němu z definice l∗n(T ) existuje
(
Qj
)∞
j=1
⊂ Ĩn tak, že T ⊂

⋃∞
j=1Qj a

∑∞
j=1 ln(Qj) < l∗n(T ) + ε.

Zřejmě T ∩A ⊂
(⋃∞

j=1Qj
)
∩A =

⋃∞
j=1(Qj ∩A) a T \A ⊂

(⋃∞
j=1Qj

)
\A =

⋃∞
j=1(Qj \A). Tedy

l∗n(T ∩A) + l∗n(T \A)
(VM2)

≤ l∗n
( ∞⋃
j=1

(Qj ∩A)
)

+ l∗n
( ∞⋃
j=1

(Qj \A)
) (VM3)

≤
∞∑
j=1

l∗n
(
Qj ∩A

)
+

∞∑
j=1

l∗n
(
Qj \A

)
.

Protože je l∗n nezáporná (a tedy lze řady přerovnat), A ∈Mn a Qj ∈ Ĩn, máme d́ıky Důsledku 1.7

l∗n(T ∩A) + l∗n(T \A) ≤
∞∑
j=1

(
l∗n
(
Qj ∩A

)
+ l∗n

(
Qj \A

))
=

∞∑
j=1

l∗n
(
Qj
)

=

∞∑
j=1

ln
(
Qj
)
< l∗n(T ) + ε.

Odtud limitńım přechodem pro ε→ 0+ dostáváme l∗n(T∩A)+l∗n(T \A) ≤ l∗n(T ). Opačná nerovnost plyne ze subaditivity

l∗n. Tedy l∗n(T ∩A) + l∗n(T \A) = l∗n(T ) pro každé T ⊂ Rn a A je lebesgueovsky měřitelná. �

Důsledek 1.11 : Každý interval je lebesgueovsky měřitelný.

Důkaz: Označme I∗n množinu všech n-rozměrných interval̊u (omezených i neomezných). Pak I∗n ⊂ σ(Ĩn). Máme

totiž např. (znač́ıme d = b1−a1
2 )

(a1, b1)× 〈a2, b2〉 =
( ∞⋃
m=1

(
a1, b1 −

d1

m

〉)
× 〈a2, b2〉 =

∞⋃
m=1

((
a1, b1 −

d1

m

〉
× 〈a2, b2〉

)
=

=

∞⋃
m=1

((
a1, b1 −

d1

m

〉
×
∞⋂
k=1

(
a2 −

1

k
, b2

〉)
=

∞⋃
m=1

( ∞⋂
k=1

((
a1, b1 −

d1

m

〉
×
(
a2 −

1

k
, b2
〉))

.

Protože σ-algebra je uzavřená na spočetná sjednoceńı a pr̊uniky, dostáváme odtud (a1, b1)× 〈a2, b2〉 ∈ σ(Ĩn). Pro jiné

intervaly a dimenze postupujeme podobně. Použijeme při tom např. přepisy 〈a, b) =
⋃∞
m=1

(⋂∞
k=1

((
a− 1

k , b−
d
m

〉)
,

kde d = b−a
2 , a 〈a, ∞) =

⋃∞
m=1

(⋂∞
k=1

((
a− 1

k , a+m
〉)
. Dále podle Věty 1.10 je Mn σ-algebra a podle Tvrzeńı 1.9

je Ĩn ⊂Mn. Tedy σ(Ĩn) ⊂Mn. Celkem tak dostáváme I∗n ⊂ σ(Ĩn) ⊂Mn. �

Věta 1.12 : Existuje množina B ⊂ (0, 1) taková, že B 6∈M1 (tj. B je neměřitelná).

Důkaz: Položme x ∼ y, pokud x − y ∈ Q. Relace ∼ je zřejmě ekvivalence na R. Označme V systém tř́ıd ekviva-

lence ∼. Máme: V ∈ V právě tehdy, když V = x+Q pro nějaké x ∈ R (x neńı určeno jednoznačně). Zřejmě V ∩(0, 1) 6= ∅
pro každé V ∈ V. Položme Ṽ = {Ṽ = V ∩ (0, 1) |V ∈ V}. Na Ṽ použijeme tzv. axiom výběru (Axiom of Choice; AC),

který ř́ıká: Pro každý neprázdný soubor neprázdných množin existuje funkce, která z každé množiny tohoto souboru

vyb́ırá právě jeden prvek. Na základě axiomu výběru existuje množina E ⊂ (0, 1) taková, že pro každé Ṽ ∈ Ṽ je Ṽ ∩ E
jednoprvková množina. Naš́ım ćılem je nyńı ukázat, že E 6∈M1. Množina Q ∩ (−1, 1) je spočetná, tedy existuje prostá

posloupnost (qn)∞n=1 taková, že (qn)∞n=1 = Q ∩ (−1, 1). Označme En = E + qn. Pak En ∩ Em = ∅ pro n 6= m, protože

jinak by existovaly x, y ∈ E, x 6= y (nebot’ qn 6= qm) tak, že x+ qn = y+ qm, tj. x− y ∈ Q, což by vedlo ke sporu. Dále,

protože qn ∈ (−1, 1) a E ⊂ (0, 1), máme
⋃∞
n=1En ⊂ (−1, 2). Ukážeme ještě, že (0, 1) ⊂

⋃∞
n=1En. Mějme x ∈ (0, 1), pak

existuje z ∈ E
(
⊂ (0, 1)

)
takové, že z ∼ x, tj. x− z ∈ Q. Protože x− z ∈ (−1, 1) ∩Q, máme x− z = qn pro vhodné n,

což ale znamená, že x = z + qn ∈ En. Tedy skutečně (0, 1) ⊂
⋃∞
n=1En.

Zbytek d̊ukazu provedeme sporem. Předpokládejme, že množina E je měřitelná. Pak je definována jej́ı mı́ra λ1(E).

Protože je λ1 translačně invariantńı, jsou měřitelné i všechny množiny En a pro každé n plat́ı λ1(En) = λ1(E). Tedy

ze σ-aditivity λ1 máme

λ1

( ∞⋃
n=1

En
)

=

∞∑
n=1

λ1(En) =
∞∑
n=1

λ1(E).

Vı́me přitom, že jednak 1 = λ1

(
(0, 1)

)
≤ λ1

(⋃∞
n=1En

)
=
∑∞
n=1 λ1(E) (nebot’ (0, 1) ⊂

⋃
En), tedy λ1(E) 6= 0, jednak

3 = λ1

(
(−1, 2)

)
≥ λ1

(⋃∞
n=1En

)
=
∑∞
n=1 λ1(E) (protože

⋃
En ⊂ (−1, 2)), tedy λ1(E) 6> 0. T́ım jsme došli ke sporu s

předpokladem existence λ1(E). To znamená, že množina E ⊂ (0, 1) nemůže být měřitelná. �
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Poznámka : Množina E z d̊ukazu Věty 1.12 je neměřitelná, tedy existuje T ⊂ R tak, že l∗1(T ) 6= l∗1(T ∩E)+l∗1(T \E).

Přitom T = (T ∩ E) ∪ (T \ E) a (T ∩ E) ∩ (T \ E) = ∅. Tedy Lebesgueova vněǰśı mı́ra l∗1 neńı aditivńı. (Mı́sto E

můžeme samozřejmě použ́ıt jakoukoliv jinou lebesgueovsky neměřitelnou množinu.)

1.4 Borelovské množiny v Rn

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn . . . ‖x‖ =
√
x2

1 + . . .+ x2
n – norma x

r > 0, x ∈ Rn . . . Br(x) = {y ∈ Rn | ‖x− y‖ < r} – otevřená koule se středem x a

poloměrem r (okoĺı bodu x o poloměru r)

(xk)∞k=1 ⊂ Rn, x ∈ Rn, ‖xk − x‖ → 0 pro k →∞ . . . xk → x pro k →∞,

Množina M ⊂ Rn je otevřená, jestliže pro každé x ∈M existuje r > 0 tak, že Br(x) ⊂M .

Množina M ⊂ Rn je uzavřená, jestliže je množina Rn \M otevřená. To nastává právě tehdy, když plat́ı

kdykoliv (xk)∞k=1 ⊂M, x ∈ RN a xk → x, pak x ∈M.

Plat́ı:

• Rn, ∅ jsou otevřené množiny.

• Rn, ∅ jsou uzavřené množiny.

• Sjednoceńı libovolného systému otevřených množin je otevřená množina.

• Pr̊unik libovolného systému uzavřených množin je uzavřená množina .

Důkaz:

Rn \
( ⋂
α∈Λ

Fα︸︷︷︸
uzavř.

)
=
⋃
α∈Λ

(
Rn \ Fα︸ ︷︷ ︸

otevř.

)
︸ ︷︷ ︸

otevř.

Jiný zp̊usob: Necht’ (xn)∞n=1 ⊂
⋂
α∈Λ Fα, xn → x. Pak pro každé α máme (xn)∞n=1 ⊂ Fα, a tedy x ∈ Fα,

protože Fα je uzavřená. �

• Pr̊unik konečného počtu otevřených množin je otevřená množina :

Důkaz: Necht’ x ∈
⋂K
k=1Gk, kde Gk jsou otevřené množiny. Pak existuj́ı rk > 0 (k = 1, . . .K) tak, že

Brk(x) ⊂ Gk. Označme r = min{r1, . . . , rk}. Protože množin máme konečný počet, je r > 0. Přitom pro

každé k je Br(x) ⊂ Brk(x) ⊂ Gk. Tedy Br(x) ⊂
⋂K
k=1Gk. �

• Sjednoceńı konečného počtu uzavřených množin je uzavřená množina:

Důkaz: Jde o d̊usledek předchoźı vlastnosti a vztahu mezi uzavřenými a otevřenými množinami. �

Definice : Označme G = {A ⊂ Rn |A je otevřená }. Pak definujeme

B(Rn) = σ(G),

tedy B(Rn) je nejmenš́ı σ-algebra podmnožin Rn, která obsahuje všechny otevřené množiny. Množiny ze σ-algebry

B(Rn) nazýváme borelovské.

Plat́ı: B(Rn) obsahuje také všechny uzavřené množiny.

Tvrzeńı 1.13 : Každá otevřená množina G ⊂ Rn je sjednoceńım spočetně mnoha usměrněných interval̊u.

Důkaz: Uvedeme pouze myšlenku d̊ukazu. Bod̊u s racionálńımi souřadnicemi je v Rn spočetně mnoho. Pro libovolné

x ∈ G existuje k ∈ N tak, že ,,krychle“ o straně 2
2k a středu s racionálńımi souřadnicemi s 2k ve jmenovateli, ve které

x lež́ı, lež́ı celá v okoĺı bodu x, které je obsaženo v G. Tedy každé x ∈ G je prvkem některé z krychĺı délky strany
2
2k (možných délek je spočetně mnoho), přičemž pro každou délku strany uvažujeme jen krychle se spočetně mnoha

r̊uznými středy. �
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Plat́ı:

• Je-li A σ-algebra obsahuj́ıćı všechny usměrněné intervaly v Rn, pak B(Rn) ⊂ A.

• B(Rn) ⊂Mn. Tedy každá borelovská množina je lebesgueovsky měřitelná.

(Ne každá lebesueovsky měřitelná množina je borelovská – v́ıce viz Věta 1.14)

Důkaz proved’te sami jako cvičeńı.

Věta 1.14 (charakterizace lebesgueovsky měřitelných množin) : Bud’ E ⊂ Rn. Pak jsou ekvivalentńı tvrzeńı

(i) E ∈Mn

(ii) Pro každé ε > 0 existuj́ı otevřená množina G ⊂ Rn a uzavřená množina F ⊂ Rn, takové že

F ⊂ E ⊂ G a λn(G\F ) < ε.

(iii) Existuj́ı borelovské množiny P, Q ⊂ Rn (přesněji P typu Fσ – spočetné sjednoceńı uzavřených množin, Q typu

Gδ – spočetný pr̊unik otevřených množin) takové, že

P ⊂ E ⊂ Q a λn(Q\P ) = 0.

(iv) Existuj́ı borelovské množiny M, N takové, že

λn(N) = 0 a (E\M) ∪ (M\E) ⊂ N.

V d̊ukazu věty použijeme následuj́ıćı lemma, které uvád́ıme bez d̊ukazu. Vyskytuje se v něm pojem kompaktńı množina.

Ř́ıkáme, že množina K je kompaktńı, jestliže z každého jej́ıho otevřeného pokryt́ı lze vybrat konečné podpokryt́ı. Tj.

pokud pro otevřené množiny Gα, α ∈ Λ, plat́ı K ⊂
⋃
α∈ΛGα, pak existuj́ı m ∈ N a indexy α1, . . . , αm tak, že

K ⊂
⋃m
i=1Gαi . V Rn jsou kompaktńı právě všechny omezené uzavřené množiny.

Lemma : Necht’ E ⊂ Rn, E ∈Mn. Potom

a) ke každému ε > 0 existuje otevřená množina G ⊂ Rn tak, že E ⊂ G a λn(G\E) < ε,

b) λn(E) = sup{λn(K) |K kompaktńı, K ⊂ E}.

Důkaz Věty 1.14: (i)⇒(ii) Podle lemmatu existuj́ı otevřená množina G a uzavřená množina F takové, že

F ⊂ E ⊂ G a λn(G \ E) < ε
2 , λn(E \ F ) < ε

2 . Dı́ky tomu, že množiny G \ E a E \ F jsou disjunktńı, máme

λn(G \ F ) = λn((G \ E) ∪ (E \ F )) = λn(G \ E) + λn(E \ F ) < ε.

(ii)⇒(iii) Zvolme otevřené množiny Gk ⊂ Rn a uzavřené množiny Fk ⊂ Rn tak, že Fk ⊂ E ⊂ Gk, λn(Gk \Fk) < 1
k .

Množiny Gk, Fk lze přitom zřejmě volit tak, že Gk+1 ⊂ Gk, Fk ⊂ Fk+1. Pak (Gk+1 \ Fk+1) ⊂ (Gk \ Fk) a pro

Q =
⋂∞
k=1Gk, P =

⋃∞
k=1 Fk máme podle Věty 1.1(4) P ⊂ E ⊂ Q a pro každé m ∈ N

0 ≤ λn(Q \ P ) = λn
( ∞⋂
k=1

(Gk \ Fk)
)
≤ λn(Gm \ Fm) <

1

m
.

Rovnost λn(Q \ P ) = 0 odtud dostaneme limitńım přechodem pro m→∞.

(iii)⇒(iv) Položme M = Q, N = Q \ P , kde Q, P jsou borelovské množiny z (iii). Pak λn(N) = 0 a M \ E =

Q \ E, E \M = ∅, tedy (M \ E) ∪ (E \M) = Q \ E ⊂ Q \ P = N.

(iv)⇒(i) Necht’ M, N jsou jako v (iv). Pak M, N ∈ B(Rn) ⊂ Mn a E \ M ⊂ N, M \ E ⊂ N . Protože je

Lebesgueova mı́ra λn úplná, máme E \M,M \ E ∈Mn. Z toho dostáváme

E = (E \M) ∪ (M ∩ E) = (E \M︸ ︷︷ ︸
∈Mn

) ∪ ( M︸︷︷︸
∈Mn

\(M \ E︸ ︷︷ ︸
∈Mn

)

︸ ︷︷ ︸
∈Mn

) ∈Mn.

�
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1.5 Měřitelné funkce

Definice : Necht’ (X,S) je měřitelný prostor, D ∈ S. Pak f : D → R nazýváme S-měřitelná funkce na D,

jestliže pro každé α ∈ R plat́ı

{x ∈ D | f(x) > α} = f−1((α,∞〉) ∈ S.

Komplexńı funkce na D je S-měřitelná, jestliže jsou S-měřitelné jej́ı reálná i imaginárńı část.

Poznámka: Uvažujme funkci f : D → R a množiny A, A1, A2, . . . ⊂ R. Pro vzory množin R \A a
⋃∞
j=1Aj zřejmě

plat́ı f−1(R\A) = D\f−1(A) a f−1
(⋃∞

j=1Aj
)

=
⋃∞
j=1 f

−1(Aj). Vezmeme-li tedy v úvahu, že σ-algebra S je uzavřená

na rozd́ıly a spočetná sjednoceńı a že

〈−∞, a〉 = R \ (a, ∞〉, 〈a, ∞〉 = R \ 〈−∞, a),

〈−∞, a) =
⋃
n∈N
〈−∞, a− 1

n
〉, (a, ∞〉 =

⋃
n∈N
〈a+

1

n
, ∞〉,

vid́ıme, že v př́ıpadě D ∈ S jsou ekvivalentńı tvrzeńı

• f je S-měřitelná na D, tj. pro každé α ∈ R je {x ∈ D | f(x) > α} = f−1((α,∞〉) ∈ S.

• Pro každé α ∈ R je {x ∈ D | f(x) ≤ α} = f−1(〈−∞, α〉) ∈ S.

• Pro každé α ∈ R je {x ∈ D | f(x) < α} = f−1(〈−∞, α)) ∈ S.

• Pro každé α ∈ R je {x ∈ D | f(x) ≥ α} = f−1(〈α, ∞〉) ∈ S.

Neńı tedy podstatné, kterou z nerovnost́ı >, ≤, <, ≥ v definici S-měřitelné funkce použijeme.

Zřejmě: • Je-li f S-měřitelná na D ∈ S, D′ ∈ S, D′ ⊂ D, pak je f S-měřitelná i na D′.

• Je-li f S-měřitelná na D1, D2 ∈ S, pak je f S-měřitelná i na D1 ∪D2.

Dokažte jako cvičeńı.

Definice : Necht’ A ⊂ X. Funkci χA : X → {0, 1} takovou, že

χA(x) =

{
1, x ∈ A
0, x /∈ A

nazýváme charakteristická funkce množiny A v X.

Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme zúžeńı funkce χA na množinu D ∈ S (tj. charakteristickou funkci množiny

A ∩D v D) značit také χA.

Zřejmě: χA je S-měřitelná, právě když je A S-měřitelná

Plat́ı : • Každá funkce je S-měřitelná, právě když S = P(X).

• S-měřitelné jsou jen konstantńı funkce, právě když S = {∅, X}.

Důkaz: • Pokud S = P(X), pak je zřejmě S-měřitelná každá funkce, protože je měřitelná každá množina. Pokud

existuje B ⊂ X, B 6∈ S, pak charakteristická funkce χB této množiny neńı S-měřitelná.

• Pokud existuje A ∈ S, A 6= ∅, A 6= X, pak χA je S-měřitelná, neńı ale konstantńı. Pokud funkce f neńı konstantńı,

existuj́ı a, b ∈ X takové, že f(a) < f(b). Množina M = {x ∈ X
∣∣ f(x) > f(a)} je neprázdná (obsahuje b), neńı ale rovna

celému X (neobsahuje a). Pokud je funkce f S-měřitelná, je M ∈ S. �

Tvrzeńı 1.15 : Necht’ f, g jsou S-měřitelné funkce na X, α ∈ R. Pak

a) {x ∈ X | f(x) < g(x)} ∈ S ( zkráceně zde {f < g} ∈ S a analogicky jinde )

b) {x ∈ X | f(x) = +∞} = f−1({+∞}) ∈ S

{x ∈ X | f(x) = −∞} = f−1({−∞}) ∈ S

c) {x ∈ X | f(x) = α} = f−1({α}) ∈ S
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Důkaz: a) Jestliže f(x) < g(x), pak existuje q ∈ Q ∩ (f(x), g(x)), tedy

{x ∈ X | f(x) < g(x)} =
⋃
q∈Q

(
{x ∈ X | f(x) < q} ∩ {x ∈ X | g(x) > q}

)
.

Pro d̊ukaz b) a c) použijeme přepisy

f−1({+∞}) =
⋂∞
n=1 f

−1((n, ∞〉 ), f−1({−∞}) =
⋂∞
n=1 f

−1(〈−∞, −n〉 ),

f−1({a}) = f−1
(
〈a, ∞〉

)
\ f−1

(
(a, ∞〉

) (
nebo f−1({a}) = f−1

(
〈a, ∞〉

)
∩ f−1

(
〈−∞, a〉

) )
.

�

Aritmetické operace v R = R ∪ {−∞,+∞}:

• nedefinujeme: ∞ + (−∞),
±∞
±∞

,
a

0
(a ∈ R)

• definujeme (zde): 0 · (±∞) = 0

Značeńı: Pro f : D → R označ́ıme

f+ = max{f, 0} (kladná část f), f− = max{−f, 0} (záporná část f).

Pak

|f | = f+ + f−, f = f+ − f−.

Tvrzeńı 1.16 : Necht’ f je S-měřitelná funkce na D ∈ S a G ⊂ R je otevřená nebo uzavřená množina. Pak

množina

D′ = {x ∈ D |f(x) ∈ G}

je měřitelná. Je-li nav́ıc ϕ funkce spojitá na G, ϕ ◦ f je S-měřitelná na D′.

Důkaz: Uzavřené a otevřené množiny jsou v σ-algebře generované usměrněnými intervaly v R, tedy vzory takových

množin v S-měřitelném zobrazeńı jsou měřitelné (jako v poznámce za definićı měřitelné funkce). Funkce ϕ je spojitá, tedy

vzorem otevřené množiny je otevřená množina. Speciálně, protože interval (a, ∞〉 je otevřený v R, je ϕ−1
(
(a, ∞〉

)
⊂ G

také otevřená množina. Množina (ϕ ◦ f)−1
(
(a, ∞〉

)
= f−1

(
ϕ−1

(
(a, ∞〉

) )
je proto měřitelná. �

Věta 1.17 : Necht’ f, g, f1, f2, . . . jsou S-měřitelné funkce na D ∈ S, λ ∈ R. Pak

a) funkce λf, |f |, f+, f−, f2 jsou S-měřitelné na D, funkce 1
f je S-měřitelná na {x ∈ D | f(x) 6= 0},

b) funkce f + g, f − g, f · g, f
g jsou S-měřitelné na podmnožině množiny D, na které má daná operace smysl,

c) funkce max {f1, . . . , fn}, min {f1, . . . , fn}, sup
j∈N
{fj}, inf

j∈N
{fj}, lim sup

j→∞
fj

def.
= lim

j→∞

(
sup
i≥j
{fi}

)
,

lim inf
j→∞

fj
def.
= lim

j→∞

(
inf
i≥j
{fi}

)
jsou S-měřitelné na D,

d) množina D′ všech x ∈ D, kde existuje lim
j→∞

fj(x) je S-měřitelná a funkce lim
j→∞

fj je S-měřitelná na D′.

Důkaz: Dokážeme jen tvrzeńı a) a b). Měřitelnost́ı zde budeme myslet S-měřitelnost.

a) Jde o d̊usledek Tvrzeńı 1.16 a toho, že funkce ϕ0(y) = λy, ϕ1(y) = |y|, ϕ2(y) = max{0, y}, ϕ3(y) = max{0,−y},
ϕ4(y) = y2, jsou spojité na R a funkce ϕ5(y) = 1

y je spojitá na R \ {0}.
b) Měřitelnost aritmetických operaćı ukážeme za předpokladu, že funkce f a g nabývaj́ı na D jen konečných

hodnot. V obecném př́ıpadě bychom pomoćı Tvrzeńı 1.15,b+c) a poznámky za definićı měřitelné funkce nejdř́ıv ukázali

měřitelnost množin, na kterých jsou jednotlivé operace definované, a potom měřitelnost množin, na kterých výsledná

funkce nabývá hodnoty větš́ı než α, a přitom v každém jejich bodě alespoň jedna z funkćı f a g neńı konečná. Zkuste si

to rozmyslet pro součet nebo součin jako cvičeńı. (Protože máme definováno 0 · (±∞) = 0, je potřeba v př́ıpadě součinu

rozlǐsit př́ıpady α < 0 a α ≥ 0).
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Předpokládejme tedy, že pro každé x ∈ D je f(x), g(x) ∈ R. Pod́ıváme se nejdř́ıv na měřitelnost součtu. Zřejmě

f(x) + g(x) > α, právě když f(x) > α − g(x). Funkce h = α − g je přitom měřitelná, protože pro každé β ∈ R je

{x ∈ D
∣∣h(x) > β} = {x ∈ D

∣∣α − g(x) > β} = {x ∈ D
∣∣α − β > g(x)} ∈ S. Nyńı již stač́ı použ́ıt Tvrzeńı 1.15,a).

Podobně můžeme postupovat v př́ıpadě rozd́ılu. Měřitelnost součinu a pod́ılu jsou d̊usledkem měřitelnosti součtu a

rozd́ılu, druhé mocniny a násobku a rovnost́ı f · g =
(

(f + g)2 − f2 − g2
)
· 1

2 (př́ıp. f · g = 1
4

(
(f + g)2 − (f − g)2

)
) a

f
g = f · 1

g . �

Důsledek 1.18 : Necht’ f, g jsou S-měřitelné funkce na D ∈ S. Pak {x ∈ D | f(x) = g(x)} ∈ S.

Důkaz proved’te jako cvičeńı. (Návod: Využijte Tvrzeńı 1.15,c) nebo 1.15,a).) �

Definice : Systém {A1, . . . , An} podmnožin množiny D se nazývá rozkladem množiny D, jestliže Ai ∩Aj = ∅

pro i 6= j a

n⋃
i=1

Ai = D.

Definice : Funkce f se nazývá jednoduchá, pokud je lineárńı kombinaćı charakteristických funkćı měřitelných

množin, tj. existuj́ı množiny A1, . . . , An ∈ S a č́ısla α1, . . . , αn ∈ R taková, že

f =

n∑
i=1

αi χAi .

Poznámky : 1) Jednoduchá funkce nabývá konečně mnoha hodnot a je měřitelná (a každá měřitelná funkce nabývaj́ıćı

konečně mnoha hodnot je jednoduchá).

2) Vyjádřeńı jednoduché funkce ve tvaru

n∑
i=1

αi χAi neńı určeno jednoznačně, vždy ale existuje právě jedno

vyjádřeńı takové, že množiny A1, . . . , An tvoř́ı rozklad množiny X a αi 6= αj pro i 6= j.

Věta 1.19 : Necht’ (X,S) je měřitelný prostor a f je nezáporná měřitelná funkce na D ∈ S. Pak existuj́ı

jednoduché nezáporné funkce fk ↗ f (tj. fk+1 ≥ fk pro každé k a lim
k→∞

fk(x) = f(x) pro každé x). Nav́ıc f lze

vyjádřit ve tvaru

f =

∞∑
j=−∞

2jχEj

(
= lim
n→∞

n∑
j=−n

2jχEj

)
,

kde Ej ∈ S.

Důkaz: Označme Pj =
⋃
k∈N〈(2k+1)2j , (2k+2)2j) (tedy Pj obsahuje č́ısla, která maj́ı na j-tém mı́stě dvojkového

zápisu jedničku) a Ej = f−1(Pj). Pak f =
∑∞
j=−∞ 2jχEj

, fn =
∑n
j=−n 2jχEj

↗ f. �

Důsledek 1.20 : Necht’ f je S-měřitelná na D ∈ S. Pak existuje posloupnost jednoduchých funkćı (fn)
∞
n=1

taková, že |fn| ≤ |f | a fn −→ f na D.

Důkaz: Funkce f+, f− jsou nezáporné měřitelné, tedy podle Věty 1.18 existuj́ı nezáporné jednoduché funkce

gn, hn, n ∈ N, takové, že gn ↗ f+, hn ↗ f−. Je-li f(x) ≤ 0, pak f+(x) = 0, a tedy gn(x) = 0 pro každé n. Analogicky,

je-li f(x) ≥ 0, pak f−(x) = 0 a hn(x) = 0 pro každé n. To znamená, že když polož́ıme fn = gn − hn, budeme mı́t

gn = f+
n a hn = f−n . Tedy |fn| = f+

n + f−n = gn + hn ≤ f+ + f− = |f |. Protože gn → f+, hn → f− máme také

fn = gn − hn → f+ − f− = f . �

Funkce S-měřitelná na D ∈ S muśı být definovaná na celé množině D. To může být omezuj́ıćı. Proto pokud je na

našem prostoru definovaná mı́ra, hodilo by se upravit definici funkce měřitelné na D tak, aby na nějaké podmnožině

mı́ry nula funkce nemusela být definovaná. To nás vede k definici µ-měřitelné funkce:

Definice : Necht’ (X,S, µ) je prostor s mı́rou. Dále necht’ f : D′ → R je S-měřitelná funkce na D′ ∈ S, D′ ⊂ D,

µ(D\D′) = 0. Pak funkci f nazveme µ-měřitelnou na D.

Poznámka : Samozřejmě každá funkce S-měřitelná na D je i µ-měřitelná na D. Pokud v budoucnu použijeme bez

daľśıho upřesněńı jen stručné označeńı ”funkce měřitelná na D”, budeme mı́t na mysli funkci µ-měřitelnou na D.


