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KAPITOLA 1: Mira a méritelné funkce

P(X) = {A|AC X} — potenéni mnozina mnoziny X

1.1 Meéritelné mnoziny
dale predpokldddme X = ()

Definice: Systém S podmnozin mnoziny X se nazyvé algebra, jestlize

(A1)  Des,
(A2) A€ S = X\A € S (uzavienost na doplnek),
(A3) A,B €S = AUB € 8 (uzavienost na sjednocent).

Systém S se nazyvd o-algebra, pokud spliiuje podminky (A1), (A2) a

(A30) Ay, Ay, €S8=[JA; €S

j=1
Je-li § o-algebra na X, nazyvdme dvojici (X,S) méritelny prostor a mnoziny A € S nazyvidme S-méftitelné.
Plati: Podminky (A1), (A2) v definici (o-)algebry lze nahradit podminkami

(A1%) Xes
(A2*) A, BeS = A\BeS

(Odtud dostdvéme, ze kazda o-algebra spliiuje podminky (A1), (A1*), (A2), (A2*), (A30) (analogicky pro algebru).)
Drikaz proved'te jako cviceni. (Ndvod: Abychom ukdzali, Ze (o-)algebra splituje (A2*), musime vyuzit jeji uzavienost
na sjednocen.) O
Plati: a) Kazd4 algebra je uzaviend na prunik.
b) Kazd4 algebra je uzaviend na konecénd sjednoceni a kone¢né pruniky, tj.
A17A27...7An €S = AJUAU...UA, €S a AiNnAdAN...NA, €S.
c¢) Kazdd o-algebra je uzaviend na spocetné pruniky.

Diikazy a) a b) proved'te jako cviceni. K ditkazu ¢) pouZijeme piepis

s

ﬁA]-:X\ (X\4;). 0O
j=1

j=1

Priklady:

e {(} neni o-algebra (protoze predpokldddme X # ().

o {0, X} je o-algebra.

e P(X) je o-algebra.

e {AC X|A jekonetnd} je pro X konecnou o-algebra, pro X nekone¢nou nenf ani algebra (nepatii tam X).
(Jak to bude se systémem {A C X | A je spocetnd}?)

e {AC X|A nebo X\ A je koneéna} je algebra. (Pro jakd X je to dokonce o-algebra?)

Definice: Necht F C P(X). Nejmensi o-algebru, kterd obsahuje véechny mnoziny z F (,,obsahuje F*) zna¢ime

o(F) a fikdme ji o-algebra generovana F. (Podobné lze definovat algebru generovanou F.)
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Otazky:

1) Musi vzdy existovat o-algebra obsahujici F?
ANO: P(X) je o-algebra a F C P(X).
2) Lze mezi vSemi o-algebrami obsahujicimi F, najit tu nejmens{?

ANO: o(F) je prunik vsech o-algeber obsahujicich F. (Ukazte jako cviceni, ze tento prunik je skutecné o-algebra.)
1.2 Mira a vnéjsi mira

e Je-li Y#(0 a GCP(Y), pak zobrazeni 7:G — R, kde R = R U {—o0, +o0}, ifkdime mnozinova funkce.

o Jsou-li U, VCPY), UCV, p:U—-R, v:V =R, u(A)=v(A) pro viechna A € U, pak v je rozsiteni u z

UnaV a u jezuzenivz )V nall.

Definice: Necht (X,S) je métitelny prostor (tj. S € P(X) je o-algebra). Mnozinova funkce p : S — (0,00) se

nazyva mira, jestlize spliuje:
(M1)  p(0) =0,

(M2) Jsou-li 4; € 8,7 =1,2,..., po dvou disjunktni (tj. A; N A; =0 pro i # j), pak

,u( U Aj) = Z,u(Aj). (o-aditivita)

JEN JEN
Trojici (X, S, 1) nazyvdme prostor s mirou.

Priklady:

e Diracova mira: () #) X — libovolnd mnozina, a € X pevné zvolené, S = P(X)

1, a€A
6G(A):{ 0, ag¢A

e Aritmeticka (téz (po)citaci) mira: (§ #) X — libovolnd mnozina, S = P(X)

(4) pocet prvkui A pro A koneénou
« =
00 pro A nekonecnou

e Lebesgueova mira: zobeciiuje pojmy délka intervalu, obsah obdélnika, objem kvadru (vice viz déle)

Zdisjunktnéni sjednoceni métritelnych mnozin:
Abychom mohli vyuzit o-aditivity miry, potfebujeme pracovat s mnozinami, které jsou po dvou disjunktni. Pokud toto

nase mnoziny nespliuji, ,,zdisjunktnime* je: Necht (X,S) je méfitelny prostor, (4;)2; C S. Polozme

Bl = A1
B2 = AQ \ Al
B3 = A3 \ (A1 @] Ag)

Pak plati
B, C A;, B,NB; =0 pro i#j, Ule A; = Ule B; pro kazdé k €N, U, A =U;2, Bi

(Dokazte jako cviceni.)
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Véta 1.1 (vlastnosti miry): Necht (X,S,u) je prostor s mirou, (Aj)(;c:l C S. Pak

(1) Je-li Ay C Ag, pak (A1) < u(As).  (monotonie miry)

M( U Aj) < ZM(AJ)

(3) Je-li Ay C Ay C A3 C ..., pak

(4) Je-li Ay D Ay D A3D ... a ,U,(Al) < 00, pak

p( ﬂ Aj) = lim p(4;).

Jj—oo

<.
Il
-

Dikaz : (1) Maéame A2 = A1 U (A2 \141)7 kde A1 N (A2 \ Al) = @ Tedy M(AQ) = ,LL(Al) + N(AQ \Al) > ,LL(Al)
(2) Je-li By, Bs,... zdisjunktnéni A, As, ..., pak

(1) s

”(QAj>:“(QBj):§”( Zu

(3) Jeli By, Ba,... jako v (2), pak U;}il B; = Ujoi1 Aj, a podle pfedpokladu U?:1 B; = szl A; = Ay pro
k € N. Tedy

0o k

n(U45) = U ) =2 nlB)) = JLH;OZ“ = Jim U(Bj)) = lim p(Ay).

(4) Oznacme A; = A} \ A;. Pak A, UA; = Ay, p(Ay) + p(Ay) = w(A) < oo (tedy p(As) = u(Ar) — p(Ay))
a Al € Ay € A3 C ... . Tedy podle (3) méme u(U;il flj) = lim;_, 00 (A;). Vyuzijeme-li nyni toho, ze sjednocenf
A= (AN (N2 A4)) U (M52 4;) a A= (A1\ 4;) UA; jsou disjunktni a rozdil p(Ar) — u(A;) je definovin
pro kazdé j € N (protoze u(A;) < 00), dostaneme

M(nAj):H(Al)*M(Al\(nAj)): U (A1 \ 4))) (Al)*/i((' (4)))) =
p(Ay) = lim p(Aj) = p(Ar) = lim (u(Ar) — p(4;)) = lim (u(4;)). O

Jj—00 Jj—o0 j—oo

Piiklad: Nechf y je aritmetickd mirana Na A; = {j,j+1,7+2,...,}. Pak 4; \ 0 (tj. Aj11 C A; a N2, 45 =0).
Pritom mame p(A;) = oo prokazdé j €N a p(h) =0. Tedy neplati u(ﬂ;il A;j) =limj_,o p1(A;). Toto nenf ve
sporu s V1.1(4), protoZe tu nenf splnéno pu(A4;) < oo.
Definice: Necht (X,S,u) je prostor s mirou. Pak miru p nazyvame

e konecna - je-li u(X) < oo,

e o-koneénd — existuji-i Xi, Xo,... C X tak, ze pu(X;)<oo Vj a U 1 X=X,

e pravdépodobnostni — je-li pu(X)=1, (X,S,u) pak nazyvdme pravdépodobnostni prostor,

e Gplnd - je-li kazdd podmnozina mnoziny miry nula méfitelnd (diky monotonii a nezdpornosti miry mé také

miru nula).

Véta 1.2 (ziplnéni miry): Nechf (X,S,u) je prostor s mirou. Pak existuje nejuzsi rozsfieni (S,7) miry (S, u)

na tdplnou miru. Miru (S, %) nazyvdme ztplnéni miry (S,u).
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Dukaz: Polozme

S={AC X|existuji A’,A”" €S8 tak, ze A/ CAC A’ a u(A”"\ A") =0}
Pii stejném vyznamu A, A’, A” jako vyse pak definujeme
A(A) = u(A') (= p(A").
Ziejmé S C S. Nyni potfebujeme ukazat, ze (S, i) ma pozadované vlastnosti. To udéldme v nékolika krocich:

1) S je o-algebra: Vlastnosti (A1) a (A2) ovéite jako cviceni. Zbyva ukdzat, 7e systém S je uzavieny na spocetna

sjednoceni. Necht A, A,,... € S a A}, A7 jsou jako vyse A’, A”. Pak (J;o, A, C Uio, Ai CUijoy A7 a

0 o0 o0 o0 1.1(2) = o e
(U (U) = (U@ UJa) < S Ua) < Sun4) = o

protoze A7\ UjZ, A} C (A7 \ A]) a p(A7\ A}) =0. Tedy U2, 4 €S.

2)  Definice 11(A) je korektni (tj. nezdvisi na volbé A’ A”): Necht A, ¢ A C A, u(A7 \ A})) =0, i = 1,2.
Oznacme C = A} U A). Pak proi=1,2 plati A, C C C AC A/, atedy pro i =1,2 mdme

p(C) = p(C\A)) +p(A) < p(AV\ A + p(4)) = p(d;) < p(0),
—— —_——
CANA, =0
To ale znamend, ze p(A]) = p(A45) (= u(AY) = p(A4%)). Tim jsme ukdzali, ze p(A) na volbé A’ A” nezdvisi.
3) @ jemira: @ >0, p(d) =0 ziejmé. Déle, jsou-li po dvou disjunktn{ mnoziny A;, jsou po dvou disjunktn{ také

mnoziny A% (mnoziny A7 po dvou disjunktn{ ale byt nemusi). Tedy podle dikazu uzavienosti S na spocetnd sjednoceni
y A; y A4; p ] y yp P J]

mame

7 ( U A;) = p( U A) =) (A} = Zﬁ(Ai)~

4) Mira 7 je iplnd: Necht B C A, u(A) =0, A’ c A C A", n(A”\ A) = 0. Pak pu(A”) (= u(A)) =0,
DcBcCA” u(A”\0) =0, tedy u(B)= u(®) =0.

5) (S,7) je nejuzsi rozsiteni: Nechf (S, /) je Uplné rozéifeni (S,p) a A € S, tj. existuji A', A" € S tak, ze
A CcAc A" a p(A”\ A') = 0. Ukdzeme, ze A € S. Protoze i je Uplnd mira rozsifujici p a A\ A’ C A"\ A/,
dostavame A\ A’ €S, tedy A=A U(A\A')€S. Toznamens, ze S C S, atedy S je nejmensi mozné o-algebra,

na které existuje uplnad mira rozsifujici u. O

Tvrzeni 1.3: Necht (X,S,u) je prostor s mirou, D € S. Pak (D,Sp,up), kde
Sp={AeS|Ac D} (={BnND|BeS} a LD = ISy s
je prostor s mirou. Pokud je mira p tuplnd, je i mira pp tuplna.

Diikaz je zfejmy (provedte si ho jako cviceni). a

Nebude-li hrozit nedorozumeéni, budeme misto (D, Sp,up) psét jen struéné (D, S, u).

Konstrukce miry z mnozinové funkce pres vnéjsi miru

Méjme G C P(X) a mnozinovou funkci 7:G — (0,00) spliujici
0eg, 7(0) = 0.

Definujme mnozinovou funkci 7* : P(X) — (0,00) tak, ze pro A C X polozime
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mf{z |B€Qproy€NaACUB}

Jj=1
Jsou-li Bj € G a AcCJjZ, Bj, nazgvdme > 72, 7(B;) horni soucet k 7*(A).

Poznamky : 1) Funkce 7* zfejmé nemusi byt rozsifenim funkce 7, tj. pro n&jaké A € G muze byt 7*(A4) # 7(A).
K tomu staéf mit A, B € G takové, ze A C B a 7(A) > 7(B). Necht napi. X = {1,2}, G =P(X) = {0, X,{1},{2}},
7(@) =0, 7({1}) = 7({2}) = 2 a 7({1,2}) = 1. Protoze {1} C {1,2}, je 7({1,2}) horni soucet k 7*({1}), a tedy
™({1}) <7({1,2}) =1 <7({1}).

2) Pokud pro né&jakou mnozinu A C X neexistuji mnoziny B; € G tak, ze A C Ujoil Bj, je 17"(A) =inf( = 4o0.

Definice: Mnozinova funkce 7 :P(X) — (0,00) se nazyvd vnéjsi mira na mnoziné X, jestlize

(VM1)  4(0)=0
(VM2) ACB = «v(A)<~(B) (monotonie)

(VM3) 7(U Aj) < iy(Aj) (o-subaditivita)

Veéta 1.4: Mnozinova funkce 7* je vnéjsi mira (na X).

Diikaz: Splnéni podminek (VM1) a (VM2) je ziejmé. Abychom ovéfili podminku (VM3), staci ukdzat, ze kazdé
cislo vetsi véetstho nez B := 3772, 7°(A;) je také vetsi nez 7*(UJ;2, A;). Je-li B = oo, neni co dokazovat. Necht je tedy
B < oo. Pak je také 7*(A;) < oo pro vSechna j. Mé&jme nyni v > J. Chceme najit horni soucet k 7*(U§i1 A;) mensi
neZ ~. Pak i infimum téchto hornich souétt, tedy T*(U;il A;), bude mensi nez +. Polozme ¢ =~ — 3 > 0. Z definice

7* existujf pro kazdé j € N mnoziny B; ; € G takové, ze A; C |J:2, B; ; a jim odpovidajici horni soucet splituje

= €
27' ig) < T(A5) + %

Protoze

(oo} (oo}
U4 U
j=1

je Z;‘}:l 7(B;;) horni soucet k 7*(|J2; A;). A jak snadno nahlédneme, je to hornf soucet mensf nez v:

j=1
oo o0 o0 o0
S r(Bi)=>> T(Bij) <> (T(4) + ZT ) +e=B+e=17
i,j=1 j=1i=1 j=1
Tim jsme ovérili, Ze mnozinovd funkce 7* je i o-subaditivni, a je to tedy vnéjsi mira. O

Definice: Necht ~:P(X) — (0,00) je vnéjsi mirana X. Mnozina A C X se nazyvd ~-méfitelnd (podle
Carathéodoryho), jestlize pro kazdou mnozinu T C X plati

YT) = A(TNA) + v(T\A).

Mnozinu véech y-méfitelnych mnozin znacime 9MM(y) a pro A € M(y) pokladdme v°(A) = v(A). Tedy ~+° = v|o(y)
(ztizeni v na M(v)).

Véta 1.5 (Carathéodoryova) : Nechf + je vnéjsi mira na X. Pak systém v-méFitelnych mnozin 9M(v) je
o-algebra a v° je uplna mira.

Dukaz je pracny a nebudeme ho tu uvadét. O
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1.3 Lebesgueova mira na R"

a,b€ R=RU{—o00,+o0}, a<b

(a,b), {a,b), (a,b), {a,b) — (jednorozmérny) interval

(a,b) — usmérnény interval (neni to bézné pouzivany nazev, zjednodusi ndm ale vyjadiovani)
Z, = {I|I - interval, a,b € R} (systém vsech omezenych intervalu v R)
71 = {(a,b) | —co<a<b< oo} (systém vSech omezenych usmérnénych intervali v R)

délka intervalu 7 s krajnimi body a, b, kde —oo < a < b < oco:
II) (= b)) =b—a

Plati: Pokud sjednocenim, prunikem ¢i rozdilem usmérnénych intervalt je interval, pak je usmérnény.

(Pro rozdil otevienych nebo uzavienych intervalu toto obecné neplati. V jakém piipadé by to platilo?)

n-rozmérny interval:
I=1I xI;x...xI,  kdeI; jsou jednorozmérné intervaly
Z, = {I C R"|I je omezeny interval }
usmérnény n-rozmeérny interval:
I=1 xIy x...xI,, kde I; jsou usmérnéné jednorozmérné intervaly
7, = {I €Z,]|I je usmérnény }
usmérnény poloprostor: mnozina typu

{r eR"|z; <c} nebo {r e R" | x; > c}, kde ceR a i€ {l,...,n} je vhodnd dvojice ¢isel

elementarni objem n-rozmérného intervalu I =17 x Iy x ... x I, € Z,:
L(I) = U(I1) - U(I2) - ... - U(In)

Plati: Kazdy usmérnény interval v R™ je prunik 2n usmérnénych poloprostoru. (V piipadé neomezeného intervalu

poloprostory odpovidajici neomezenym souradnicim zapiSseme do pruniku dvakrat.)

Dikaz muzeme provést indukef s vyuzitim toho, ze pro A C X, B, By, Bo CY plati Ax B=(AxY)N (X x B)
a A X (B;yNBy)=(Ax B;)N(Ax By). Provedte ho jako cviceni. ]

Plati: Jsou-li I usmérnény interval a H usmérnény poloprostor v R™ pak INH a I\H jsou usmérnéné intervaly.
Dukaz: Prunik intervalu I s usmérnénym poloprostorem omezuje pouze jednu slozku bodu z intervalu I. Pfitom
(a, b)N(—o0, c) € {0, (a, c), (a, b)}, (a, b)N(c,00) € {(a, b, (c, b),0} a prdzdnd mnozina je usmérnény interval, protoze
¢ = (a, a). Podobné pro I\H. O
Vlastnosti funkce [,, na fn:
e [, je aditivni v tomto smyslu: pro kazdy usmérnény interval I,, a usmérnény poloprostor H plati

Ln(I) = L, (I N H) + 1, (I\H)

(Dokazte jako cviceni pro H = {x € R™ |z < ¢}. Ostatn{ pifpady by se dokdzaly podobné.)
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e [, je neziporna (zfejmé)

e [, je zprava spojitd v tom smyslu, ze kdykoliv (Qj);il C fn, I€T, a Qi NI (tj. Qjt1CQy, I= ﬂ Qj)
j=1

nebo Q; /I (tj. Q; C Qjy1, I = U Qj), pak 1, (Q;) — L,(I) pro j — oo.

j=1
(Jde o jednoduchy dusledek definice I,, a vlastnosti [;.)

Piiklady dalsich aditivnich nezapornych zprava spojitych funkci intervalu:

e Diracova funkce: x € R™ pevné zvoleno, I € fn

1, z€l
w-f e

e funkce m,: Z, — R definovans pomoci neklesajici zprava spojité funkce F' : R — R tak, ze
mn(Il X 12 X ... X In) = ml(Il) . ml(Ig) L ml(In),

kde pro I; = (a;, b;) je
mi(l;) = F(b;) — F(a;).

Definice: Vngjsi miru [} na R"™ generovanou elementdrnim objemem [, na fn, tj.

(A) = inf{ Y 1.(Q;) | Q; €L, pro jeN, Ac|]Q;},

Jj=1 Jj=1

nazyvame Lebesgueova vnéjsi mira. Vnéjsi miru m*, kterd je dand obecnou koneénou aditivni nezdpornou zprava

spojitou funkei m na Z, nazyvame Lebesgue-Steiltjesova vnéjsi mira generovana m.
Plati: Lebesgueova vngjsi mira je definovand na celé P(R™), je monotonni a o-subaditivni.

Véta 1.6: Pro kazdé I €7, plati I*(I)=1,(I).

Ditkaz: Méjme déno I € Z,. Nerovnost I5(I) < 1,(I) je zfejmd, nebot 1, (I) je horni soucet k I (I). Opaénou
nerovnost dokazeme sporem.

Predpokladejme, ze existuji Q; € 7, takové, ze I C Uj21 Qs a ln(I) > 3772, 1,(Q)). Bez Gjmy na obecnosti
muzeme piredpokladat, ze I C U;’il Q5. kde I je uzévér intervalu I a Q7 je vnitfek intevalu @Q;. (Kdyby tomu tak
totiz nebylo, mohli bychom kazdy z intervall @); natdhnout v kazdém sméru na obé strany o tak maly kousek, ze
pro nové ziskany interval Q; bude platit 1,(Q;) < In(Q;) + 9497, kde d = L,(I) — 3272, 1,(Q;) > 0. Pak bude
3 (@) < 35 1n(Q5) + 4 < In(I). Takze by stacilo misto Q; vzit v dalsich Gvahdch Q;.)

Polozme nyni I; = I. Protoze je l,, nezdporna a aditivni, je téz monotonni, tedy 1,,(Q;) > 1,(Q; N I1) pro kazdé
j € N. To ale znamend, ze 1, (I;) > Z;‘;l 1,(Q; NI ). Zvolme usmérnény poloprostor H; tak, ze plati [,,(I; N Hy) =
l,(I \ Hi) = %1,(1). (Jeho hrani¢n{ nadrovina bude kolmo piilit nékterou z hran intervalu I;.) Protoze prinik
dvou usmérnénych intervalu je usmérnény interval, dostavame z aditivity a nezdpornosti elementdarniho objemu [,,:
(1) = (1) > S, 1(Q)) 2 557, L1 N Q) = 552, (1a((1 1Qp) 1 HY) + L(h 0 @)\ Hy)) = 52, (la((1h 1
Hi)NQj) + 1 ((I1\ H1)NQ;)) = Yoy (N HY) N Qj) + 3772 (I \ Hi) N Q). Soucet nékteré z poslednich dvou
fad je tedy nutné mensi nez % ln(I1). Oznac¢meé I tu z mnozin I; N Hy, I\ Hy, které odpovida fada, kterd toto spliuje.
Pak 1,(I5) = %ln(Il) > Z;’;l L,(Q; N Is).

Budeme-li postupovat analogicky déle, pfi vhodné volbé poloprostoru, kterymi pulime aktudlni inteval, (,kazdy
smér “ musime pri pulenich pouzit nekone¢nékrat) ziskdme posloupnost intervalu Iy, jejichz pruméry konvergujf k nule
apro které plati It D Io D I3 D ... a [,(Ix) > Zj‘;l 1,(Q; N Ii) pro kazdé k. Z vicerozmérné analogie principu
vnofenych intervali dostdvéme, ze existuje bod z € (., I). Protoze viak mdme (o, Ix C I C U=, @5, existuje

m € N tak, ze x je vnitinim bodem intervalu @,,, tedy x mé néjaké okoli U, které lezi celé v Q). Pruméry intervala
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I}, jdou pfitom k nule, takze pro dostateéné velkd k je Iy C U C Q. To ale znamend, ze I, (Ix) = l,(Ir N Q) <

> i1 (I N Q; ). To je ovsem ve sporu s vlastnostmi intervalu Ij. Zadny horni soucet k 1*(I) tak nemtze byt mensf

nez l,(I), a tedy i infimum hornich hornich souctu k I} (I), coz je samo [ (I), musi byt rovno minimélné I, (7). Tim

jsme dostali nerovnost I} (I) > [,,(I) a dukaz je dokoncen. O

Dtsledek 1.7: Necht I e€Z,. Pak I5(1) = 1,(I).

Dukaz provedeme jen pro n =1, pro n > 1 by se provedl podobné. Pro —oo < a < b < oo plati:
1) (a,b—¢€) C (a,b) C (a, b) pro kazdé 0 < e < b — a, tedy
b—e—a=1{((a,b—¢)) < {((a,b)) < 5((a, b)) =b—a.

Limitnim pfechodem pro ¢ — 0 dostavdme

i ((a,b)) = b—a = l1((a,b)).

2) Prointeraly (a, b), {(a, b) pouzijeme analogicky vztahy (a, by C {a, b) C (a—e, b) prokazdée >0 a (a,b—¢) C
(a, b) C (a—¢€,b) prokazdé 0 <e <b—a. O

Tvrzeni 1.8: ¥ je translacné invariantni, tj. pro kazdé A C R", x € R" je pii oznaceni A+ = {a+z|ac A
n

F(A+z) = I5(A).

n

Diitkaz provedte jako cviéeni. O

Definice: Reknéme, 7e A C R" je lebesgueovsky méfitelnd (piseme A € 9,), jestlize pro kazdy usmérnény
interval @ € Z,, plati
Q) = LL(QNA)+ L (Q\A).
Pro A €M, polozime A\,(A) =1(A). A\, nazyvime Lebesgueova mira.
Podobné pro m nezapornou zprava spojitou aditivni funkci na intervalu dostaneme Lebesgue-Stieltjesovu miru

generovanou m.

Tvrzeni 1.9: a) Jeli H usmérnény poloprostor v. R", pak H € IM,,.
b) Je-li H usmérnény poloprostor v R™ a A€M, pak HNAeM,.

c) Jeli I usmérnény interval v R™, pak I €M, (tedy 7, C My).

Ditkaz: a) Nechf Q € Z,,. Pak QN H, Q\ H € Z,, a tedy podle Véty 1.6

(Q) = (@) = lh(@NH) +1n(Q\ H) = ,(QNH) + 1,(Q\ H).
b) Méjme Q € Z,,. Protoze je ¥ subaditivni, Q N H € i’n, mnozina A je méfitelnd a také poloprostor H je podle a)
méfitelny, muzeme psat
L@ <L@QNENA) +L(Q\HNA) =L(QNH)NA) + L (Q\H)U((QNH)\ 4)) <
SL((QNH)NA) +1L(QNH)\ A) +I(Q\H) = IL(QNH) + 1(Q\ H) = 13(Q).
Odhady 15(Q) < 15 (Q@N(HNA)) +1;(Q\ (HNA)) <I(Q) ale mohou platit, jen kdyz v obou nerovnostech nastane
rovnost. Musf tedy byt I (Q) = I3 (QN(HNA)) +1(Q\ (HNA)), coz jsme potiebovali dostat. Protoze interval Q) € 7,

mohl byt libovolny, je mnozina H N A lebesgueovsky méritelna.

c) Tvrzeni plyne z a), b) a toho, ze n-rozmérny usmérnény interval je prunikem 2n usmérnénych poloprostoru. [

Véta 1.10: Mnozina A C R" je lebesgueovsky méfitelnd pravé tehdy, kdyz je [} -méfitelnd podle (Carathéodoryho),
t.

(T) = (TNA) + 15(T\A) VYT C R"™.
Tedy M, =M(LE) a A, = (15)°. (9, je tak o-algebra a A, je Uplnd mira).



[PAN-K1-9]

Dukaz: Implikace ”<"je trividlni. Dokdzeme opa¢nou implikaci. Necht A € 9M,, a T C R™. Je-li I (T) = oo, pak
ze subaditivity I je co =15(T) < IX(TNA)+15(T\ A) < oo, tedy plati rovnost. Pfedpoklddejme nym’, ze I5(T) < 0.
Méjme déno € > 0. K nému z definice [} (T') existuje (QJ)] C I, tak, ze T C Uje1 Qs a 2252, 1n(Qy) < I(T) +e.
Ziejmé TN A C (U;)il Q)NA= U;il(Qj NA)aT\AC (szl Qj)\A= U]:l(Q] \ A). Tedy

(T NA)+15(T\ A) g U (Q;NA)+1x U (@Q;\ 4) Zz* (Q;NA) +Zz* (Q;\ A).

Jj=1 Jj=1

Protoze je I} nezaporna (a tedy lze fady pferovnat), A € M, a Q; € fn, mame diky Dusledku 1.7

oo

LT NA) +I(T\NA) <Y (15(QNA) + 1:(Q;\ 4)) Zz* Qi) =D 1 (Q)) <Ly(T)+e
Jj=1 j=1

Odtud limitnim pfechodem pro € — 0% dostavame I (TNA)+1} (T\ A) < I (T). Opaéna nerovnost plyne ze subaditivity
5. Tedy (TNA)+15(T\ A) =15(T) pro kazdé T C R™ a A je lebesgueovsky méfitelnd. O

Dadsledek 1.11: Kazdy interval je lebesgueovsky méfitelny.

Ditkaz: Oznacme Z7 mnozinu viech n-rozmérnych intervalii (omezengch i neomeznych). Pak I C o(Z,). Mame

.o - v _ bi—a
totiz napi. (znacime d = 5% )

oo

(a1,b1) % {az, ba) = (G al,bl——>> (s, bo) = U((al,bl—%>x<a2,b2>>:

m=1

= U ((mn =% (oo ) = U (O (=500 5 = 1))

Protoze o-algebra je uzaviend na spocetnd sjednocen{ a pruniky, dostdvame odtud (ay,by) x {(as, bo) € J(i’n). Pro jiné
intervaly a dimenze postupujeme podobné. Pouzijeme pii tom napf. prepisy (a, b) = J,._, (ﬂzi1 ((a - % ,b— % >),
kde d = ; , a {a, oo) Un-_, (ﬂzo 1 (( — % ,a+ m>) Dale podle Véty 1.10 je 9, o-algebra a podle Tvrzeni 1.9
je I, C sm Tedy o(Z,,) C M,,. Celkem tak dostévame I} C o(Z,) C M. O

Véta 1.12: Existuje mnozina B C (0,1) takova, ze B ¢ 9M; (tj. B je neméiitelnd).

Dukaz: Polozme x ~ y, pokud x — y € Q. Relace ~ je ziejmé ekvivalence na R. Ozna¢me V systém t¥id ekviva-
lence ~. Mdme: V' € V pravé tehdy, kdyz V = £+ Q pro néjaké 2 € R (x nenf uréeno jednoznacné). Ziejmé VN (0,1) # 0
pro kazdé V € V. Polozme V = {V = V N (0,1)|V € V}. Na V pouzijeme tzv. axiom vybéru (Axiom of Choice; AC),
ktery tika: Pro kaZdy meprdzdny soubor neprdzdngch mnoZin existuje funkce, kterd z kaZdé mmnoZiny tohoto souboru
vybird prdvé jeden prvek. Na zdkladé axiomu vybéru existuje mnozina E C (0, 1) takové, ze pro kazdé Vev je VNE
jednoprvkovd mnozina. Nasim cilem je nyni ukazat, ze E ¢ 9. Mnozina Q N (—1,1) je spocetnd, tedy existuje prostd
posloupnost (g,,)22; takovd, ze (¢,)02; = QN (—1,1). Ozna¢me E, = E + q,,. Pak E,, N E,,, = 0 pro n # m, protoze
jinak by existovaly z,y € E, x # y (nebot q, # qm) tak, ze + ¢, = y+ qm, tj. z —y € Q, coz by vedlo ke sporu. Déle,
protoze ¢, € (—1,1) a E C (0,1), mdme | J,- , E, C (—1,2). Ukdzeme jesté, ze (0,1) C |J,—, E,. Méjme z € (0,1), pak
existuje z € E( c (0, 1)) takové, ze z ~ x, tj. x — z € Q. Protoze x — z € (—1,1) N Q, mame x — z = ¢,, pro vhodné n,
coz ale znamend, ze © = z + ¢, € E,,. Tedy skuteéné (0,1) C U, Ey.

Zbytek dukazu provedeme sporem. Predpoklddejme, ze mnozina E je méfitelnd. Pak je definovdna jeji mira \i(E).
Protoze je A\ translaéné invariantni, jsou méfitelné i vSechny mnoziny E, a pro kazdé n plati \i(E,) = A1 (E). Tedy

ze o-aditivity Ay mame

(U En) = Z)\l(En) =Y M(E)
n=1 n=1 n=1
Vime pfitom, Ze jednak 1 = A;((0,1)) < )\1(U E,) =Y M(E) (nebot (0,1) C UE,), tedy A(E) # 0, jednak
3=XM((-1,2) =M (Upy En) =202 E) (protoze UE. C (-1,2)), tedy A\ (F) # 0. Tim jsme dosli ke sporu s

predpokladem existence A1 (E). To znamend, Ze mnozina F C (0,1) nemtize byt méfitelna. d
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Poznamka : Mnozina E z diikkazu Véty 1.12 je neméftitelnd, tedy existuje T C R tak, ze I3 (T) # I (TNE)+1;(T\ E).
Piitom T'= (TNE)U(T\E) a (TNE)N(T\ E) = 0. Tedy Lebesgueova vngjsi mira [7 neni aditivni. (Misto E

muzeme samoziejmé pouzit jakoukoliv jinou lebesgueovsky neméfitelnou mnozinu.)

1.4 Borelovské mnoziny v R"

x = (r1,%2,...,2,) ER™ ... lz|| = 22+...+22 - norma x

r>0, zeR" oo Bpx) ={yeR"||lz—y|| <r} - oteviend koule se stfedem z a

polomérem r (okoli bodu « o poloméru r)
()2, CR™, 2 €R”, |z — 2| 2 0prok 00 ... zp—x pro k— oo,
Mnozina M C R™ je oteviend, jestlize pro kazdé x € M existuje r >0 tak, ze B,(x) C M.
Mnozina M C R™ je uzavien4, jestlize je mnozina R™\ M oteviend. To nastdva pravé tehdy, kdyz plati
kdykoliv (z3)52, C M, z€RY a z, — x, pak x e M.

Plati:

e R” () jsou oteviené mnoZiny.

e R" ( jsou uzaviené mnoZiny.

e Sjednoceni libovolného systému otevienych mnozin je oteviena mnozina.

e Prunik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina .

Dukaz:
B\ () Fo)= U (R\F)
QDA 1:2:‘/-; aLeJA otevt.
otevr.

Jiny zpusob: Necht (2,)52; C (Nyea Fas n — 2. Pak pro kazdé a mame (z,)52, C F,, a tedy x € Fy,
protoze F, je uzaviena. ([

e Prunik koneéného poc¢tu otevienych mnozin je oteviend mnozina:

Diukaz: Necht z € ﬂszl Gy, kde Gy, jsou oteviené mnoziny. Pak existuji 7, > 0 (k = 1,... K) tak, ze
B, (z) C Gg. Oznatme r = min{ry,...,r;}. Protoze mnozin mame koneény pocet, je r > 0. Pfitom pro
kazdé k je B.(z) C By, (z) C Gg. Tedy B, (z) C ﬂszl G- O

Sjednoceni koneé¢ného poctu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina:

Dtikaz: Jde o dusledek predchozi vlastnosti a vztahu mezi uzavienymi a otevienymi mnozinami. ]

Definice: Oznaéme G = {A C R"| A je oteviend }. Pak definujeme
BR") = o(9),
tedy B(R™) je nejmensi o-algebra podmnozin R"™, kterd obsahuje vSechny oteviené mnoziny. Mnoziny ze o-algebry

B(R™) nazyvéme borelovské.

Plati: B(R™) obsahuje také vSechny uzaviené mnoziny.

Tvrzeni 1.13: Kazd4 oteviend mnozina G C R™ je sjednocenim spocetné mnoha usmérnénych intervali.

Dikaz: Uvedeme pouze myslenku dikazu. Bodu s raciondlnimi soufadnicemi je v R™ spo¢etné mnoho. Pro libovolné
x € G existuje k € N tak, ze , krychle“ o strané 2% a stfedu s raciondlnimi soufadnicemi s 2% ve jmenovateli, ve které
x lezi, lezi celda v okoli bodu z, které je obsazeno v G. Tedy kazdé © € G je prvkem nékteré z krychli délky strany
2% (moznych délek je spocetné mnoho), pficemz pro kazdou délku strany uvazujeme jen krychle se spo¢etné mnoha
ruznymi stiedy. O
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Plati:

e Je-li A o-algebra obsahujici vechny usmérnéné intervaly v R, pak B(R"™) C A.
e B(R™) C M,,. Tedy kazdd borelovskd mnozina je lebesgueovsky méritelnd.
(Ne kazdé lebesueovsky méfitelnd mnozina je borelovskd — vice viz Véta 1.14)

Ditkaz proved'te sami jako cviceni.

Véta 1.14 (charakterizace lebesgueovsky méfitelnych mnozin) : Bud E C R™. Pak jsou ekvivalentn{ tvrzen{
(i) Eem,
(ii) Pro kazdé e > 0 existuji oteviend mnozina G C R™ a uzaviend mnozina F C R", takové ze
FCcECG a M (G\F) < e.
(iii) Existuji borelovské mnoziny P, @ C R™ (pfesnéji P typu F, — spocetné sjednoceni uzavienych mnozin, @ typu
Gs — spoCetny prunik otevienych mnozin) takové, ze
PCECQ a An(Q\P) = 0.
(iv) Existuji borelovské mnoziny M, N takové, ze

M(N)=0 a (E\M)U(M\E) C N.

V dukazu véty pouzijeme nésledujici lemma, které uvdadime bez dukazu. Vyskytuje se v ném pojem kompaktni mnozina.
Rikdme, ze mnozina K je kompaktni, jestlize z kazdého jejiho otevieného pokryti lze vybrat koneéné podpokryti. Tj.
pokud pro oteviené mnoziny Go, o € A, plati K C (J,cp Ga, pak existuji m € N a indexy aq,...,q, tak, ze
K c U, Gq,. VR™ jsou kompaktn{ pravé vechny omezené uzaviené mnoziny.

Lemma: Necht E C R", E € IM". Potom
a) ke kazdému e > 0 existuje oteviend mnozina G C R” tak, ze E C G a \,(G\E) < ¢,

b) A (E) = sup{\,(K)| K kompaktni, K C E}.

Dukaz Véty 1.14: (i)=(ii) Podle lemmatu existuji oteviend mnozina G a uzaviend mnozina F takové, zZe
FCECGaM(G\E)<5, \E\F)< ;5. Diky tomu, Ze mnoziny G\ E a £\ F jsou disjunktni, mame

A(G\F) = A(G\E)U(E\F)) = A(G\ E) + M(E\ F) <e.

(ii)=(iii) Zvolme oteviené mnoziny Gy C R™ a uzaviené mnoziny Fj, C R" tak, ze F, C E C Gy, A\ (Gi\ Fy) < 1.
Mnoziny Gi, Fy lze piitom ziejmé volit tak, ze Gry1 C Gg, F C Fry1. Pak (Grq1 \ Fr41) C (Gg \ Fx) a pro
Q =iz, Gk, P =, Frx méme podle Véty 1.1(4) P C E C Q a pro kazdé m € N

(oo}

0< M@\ P) = M V(G \ Fi)) < MG\ F) < -

k=1

Rovnost A, (Q \ P) = 0 odtud dostaneme limitnim pfechodem pro m — oo.

(iii)=(iv) Polozme M = @, N = Q \ P, kde @, P jsou borelovské mnoziny z (iii). Pak A,(N) =0a M\ E =
Q\E, E\M=0,tedy ( M\EYU(E\M)=Q\ECQ\P=N.

(iv)=(i) Necht M, N jsou jako v (iv). Pak M, N € B(R") ¢ M, a E\ M C N, M\ E C N. Protoze je
Lebesgueova mira A, Uplnd, mdme E\ M, M \ E € M,,. Z toho dostdvame

E=(E\M)UMNE)=(E\M)U(M \(M\E)) em,.
—— N N —
em, EMn eom,

—_——
em,, g
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1.5 Meéritelné funkce

Definice: Necht (X,S) je méfitelny prostor, D € S. Pak f: D — R nazyvdme S-méfitelna funkce na D,
jestlize pro kazdé a € R plati
{zeD|f(z)>a}=f"((a,00))€S.

Komplexni funkce na D je S-méfitelnd, jestlize jsou S-métitelné jeji redlna i imaginarni ¢ast.
Poznamka: Uvazujme funkci f : D — R a mnoziny A, Ay, As, ... C R. Pro vzory mnozin R\ A a Uj‘;l A; ziejme
plati f~'(R\A) = D\ f~'(A) a f~1(U;Z; 45) = U;Z, F7'(4;). Vezmeme-li tedy v ivahu, ze g-algebra S je uzaviend
na rozdily a spocetné sjednoceni a ze
(—00,a) = R\ (a, oo), (a, @) = R\ (-00,a),
1
(o0, a) = U <_OO’ a— n >’ (av OO>

neN neN

|
(-
=
+
\
g

vidime, ze v pfipadé D € S jsou ekvivalentni tvrzeni
e fje S-métitelnd na D, tj. prokazdé a €R je {z € D|f(z)>a}=f"1((a,0)) €S.
e Prokazdé a €R je {z € D|f(z) <a}=f"1((-0c0, a))€S.
e Prokazdé o €R je {reD|f(x)<a}l=f1({-x ))GS
e Prokazdé a€R je {zxe D|f(x)>a}=f""a, ))

Neni tedy podstatné, kterou z nerovnosti >, <, <, > v definici S-méfitelné funkce pouzijeme.

H
H

Ziejmé: e Je-li f S-méfitelndna De S, D'eS, D' C D, pakje f S-méfitelndina D'
e Je-li f S-méfitelnd na Dq, Dy € S, pak je f S-méfitelnd i na Dy U Ds.

Dokazte jako cviceni.

Definice: Nechf A C X. Funkci xa:X — {0,1} takovou, ze
() 1, ze€A
€T =
XA 0, z¢A
nazyvame charakteristickd funkce mnoziny A v X.
Nebude-li hrozit nedorozumeéni, budeme ztuzeni funkce x4 na mnozinu D € S (tj. charakteristickou funkci mnoziny

AN D v D) znacit také xa.

Ziejmeé: x4 je S-méfitelnd, pravé kdyz je A S-méritelnd

Plati: e Kazda funkce je S-méiitelnd, pravé kdyz S = P(X).

e S-méritelné jsou jen konstantni funkce, pravé kdyz S = {0, X }.

Dikaz: e Pokud & = P(X), pak je ziejmé S-méftitelnd kazdd funkce, protoze je méfitelnd kazdd mnozina. Pokud
existuje B C X, B ¢ S, pak charakteristicka funkce xp této mnoziny neni S-métitelnd.

e Pokud existuje A€ S, A# 0, A+# X, pak x4 je S-mé&fitelnd, neni ale konstantni. Pokud funkce f neni konstantni,
existuji a,b € X takové, ze f(a) < f(b). Mnozina M = {z € X | f(z) > f(a)} je neprézdnd (obsahuje b), nenf ale rovna
celému X (neobsahuje a). Pokud je funkce f S-méfitelnd, je M € S. O

Tvrzeni 1.15: Nechf f, g jsou S-méiitelné funkce na X, a € R. Pak

a) {zreX|f(x)<glz)}esS (zkracené zde {f < g} € S a analogicky jinde)
b) {zxeX|f(x

{reX|f(x)=—oc}=f"{-0}) S
(

) <
) =+oo} = f1({+o0}) €S
)=
)=a}=f"{a}) €S

c) {reX|f(z
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Ditkaz: a) Jestlize f(z) < g(z), pak existuje ¢ € QN (f(x), g(x)), tedy

{eX[fx) <g@)}=J ({zeX|f2) <a}n{zeX]|g(z)>q}).

q€Q

Pro dikaz b) a c¢) pouZijeme piepisy
FHHoo) =Ml fH(ny 00)), fH({—00}) = Moty [ (=00, =) ),
S {ah) = £ (@ o)\ f (@, o)) (mebo (@} = £ (e o)) 0 ((—o0, @) ).

Aritmetické operace v R = R U {—o00, +oc}:

+o0

—_— R
+o00’ (a €R)

e nedefinujeme: o0 + (—00),

ol e

e definujeme (zde): 0-(£o0) =0

Znaceni: Pro f:D — R oznacime
fT = max{f,0} (kladna ¢ast f), f~ = max{—f,0} (zdpornd cast f).

Pak
Ifl = A+ /1, f=1r"=r.

Tvrzeni 1.16: Necht f je S-méfitelnd funkce na D € S a G C R je oteviend nebo uzaviend mnozina. Pak
mnozina

D' = {zeD|f(x) € G}

je méritelnd. Je-li navic ¢ funkce spojitd na G, @o f je S-méfitelnd na D’.

Diikaz: Uzaviené a oteviené mnoziny jsou v o-algebie generované usmérnénymi intervaly v R, tedy vzory takovych
mnozin v S-méfitelném zobrazeni jsou méfitelné (jako v pozndmce za definici métitelné funkee). Funkce ¢ je spojitd, tedy
vzorem oteviené mnoziny je oteviend mnozina. Specialné, protoze interval (a, o) je otevieny v R, je ¢! ((a, oo)) Ccd

také oteviend mnozina. Mnozina (¢ o f)~!((a, 00)) = f~' (¢ ((a, ) ) je proto méFitelna. O

Véta 1.17: Necht f, g, fi, f2, ... jsou S-méfitelné funkce na D € S, A € R. Pak

a) funkce \f, |f], f+, f=, f? jsou S-métitelné na D, funkce % je S-méfitelnd na {x € D| f(z) # 0},

b) funkce f+g, f—9g, f-9, 5 jsou S-méfitelné na podmnoziné mnoziny D, na které ma dana operace smysl,

c) funkce max{fi,...,fn}, min{fi,...,fn}, sup{f;}, inf{f;}, limsupf; def- lim (sup{fi}),
jEN JeN j—o0 J00 N >j
lim inf f; def. lim (inf{fi}) jsou S-méfitelné na D,
j—o0 j—o0o \1>7

d) mnozina D’ viech x € D, kde existuje lim f;(z) je S-méfitelnd a funkce lim f; je S-méfitelnd na D’
j—oo j—oo

Dukaz: Dokézeme jen tvrzeni a) a b). Méfitelnosti zde budeme myslet S-méfitelnost.

a) Jde o disledek Tvrzeni 1.16 a toho, ze funkce po(y) = Ay, ¢1(y) = ly|, v2(y) = max{0,y}, ¢3(y) = max{0, —y},
©04(y) = y?, jsou spojité na R a funkce ¢5(y) = % je spojitd na R\ {0}.

b) Meéritelnost aritmetickych operaci ukdzeme za predpokladu, ze funkce f a g nabyvaji na D jen konecénych
hodnot. V obecném piipadé bychom pomoci Tvrzeni 1.15,b—+c) a poznadmky za definici métitelné funkce nejdiiv ukézali
méfitelnost mnozin, na kterych jsou jednotlivé operace definované, a potom méfitelnost mnozin, na kterych vysledna
funkce nabyvéa hodnoty vétsi nez «, a pritom v kazdém jejich bodé alespon jedna z funkci f a g neni konecna. Zkuste si
to rozmyslet pro soucet nebo souéin jako cvi¢eni. (Protoze mame definovano 0-(+o0) = 0, je potfeba v piipadé sou¢inu

rozlisit piipady a < 0 a a > 0).



[PAN-K1-14]

Piedpoklddejme tedy, ze pro kazdé x € D je f(x),g(z) € R. Podivame se nejdifv na méfitelnost souctu. Ziejme
f(z) + g(x) > a, prave kdyz f(z) > a — g(z). Funkce h = o — g je pfitom méfitelnd, protoze pro kazdé S € R je
{reD ‘ h(z) > B} ={x € D ‘ a—glx)>pt={reD ‘ a—f > g(x)} €S. Nyni jiz staci pouzit Tvrzeni 1.15,a).
Podobné miuzeme postupovat v piipadé rozdilu. Méfitelnost soucinu a podilu jsou dusledkem méfitelnosti souctu a
rozdilu, druhé mocniny a nasobku a rovnosti f - g = ((f +9)?%—f2 - g2) . % (piip. f-g= i ((f +9)%—(f - g)2) ) a

£ —f.1 O
g g

Disledek 1.18: Necht f, g jsou S-méfitelné funkce na D € S. Pak {x € D| f(z) = g(x)} € S.

Diikaz provedte jako cviceni. (Ndvod: Vyuzijte Tvrzeni 1.15,c) nebo 1.15,a).) O

Definice: Systém {Ai,...,4,} podmnozin mnoziny D se nazyva rozkladem mnoziny D, jestlize A;NA; =0
n

pro i#j a UAZ-:D.
i=1

Definice: Funkce f se nazjva jednoduchd, pokud je linedrni kombinaci charakteristickych funkei méfitelnych

mnozin, tj. existuji mnoziny A;,...,A, €S acdisla ay,...,a, € R takovi, ze
n
f = Zai XA;-
i=1

Pozndmky: 1) Jednoduchd funkce nabyvd koneéné mnoha hodnot a je métitelnd (a kazdd méfitelnd funkce nabyvajict

kone¢né mnoha hodnot je jednoduchd).
n

2) Vyjadreni jednoduché funkce ve tvaru Zai XA4; nheni urCeno jednoznacné, vzdy ale existuje pravé jedno
i=1
vyjadieni takové, Ze mnoziny Ai,..., A, tvoii rozklad mnoziny X a «a; # a; pro i # j.

Véta 1.19: Nechf (X,S) je métitelny prostor a f je nezdpornd métitelnd funkce na D € S. Pak existujf
jednoduché nezdporné funkce fr & f (tj. frxe1 > fr pro kazdé k a klim fr(z) = f(z) pro kazdé x). Navic f lze
— 00
vyjadrit ve tvaru
oo n
_ J — 1 J
F= 3 2xm, (= Jim 3 Pus),
j=—00 j=—n

kde Ej eSs.

Dikaz: Oznaéme P; = |J, oy ((2k+1)27, (2k+2)27) (tedy P; obsahuje &isla, kterd maji na j-tém misté dvojkového
zépisu jednicku) a Ej = f~'(P;). Pak f =372 g, fo =2, 2xm, /[ O

Dusledek 1.20: Necht f je S-méfitelnd na D € S. Pak existuje posloupnost jednoduchych funkef (f,,)>o,
takova, ze |fn| <|f] a fn — f na D.

Diitkaz: Funkce fT, f~ jsou nezdporné méfitelné, tedy podle Véty 1.18 existuji nezdporné jednoduché funkce
Gns hn,n €N, takové, 7e g, N f, hp 2 f7. Je-li f(x) <0, pak f+(z) =0, a tedy g,(z) = 0 pro kazdé n. Analogicky,
je-li f(z) >0, pak f~(z) = 0 a h,(x) = 0 pro kazdé n. To znamen4, ze kdyz polozime f, = g, — h,, budeme mit
gn = ¥ ah, = f7. Tedy |ful = [T+ f7 = gn+hn < fT+ f~ = |f|. Protoze g, — f, hy, — f~ mame také
fon=9n—hn— ft—=f"=Ff. U

Funkce S-méfitelnd na D € S musi byt definovana na celé mnoziné D. To muze byt omezujici. Proto pokud je na
nasem prostoru definovand mira, hodilo by se upravit definici funkce méritelné na D tak, aby na néjaké podmnoziné
miry nula funkce nemusela byt definovana. To nas vede k definici p-méfitelné funkce:

Definice: Necht (X,S,pu) je prostor s mirou. Déle necht f: D’ — R je S-méiitelnd funkce na D' € S, D' C D,
w(D\D’) = 0. Pak funkci f nazveme p-méfitelnou na D.

Poznamka: Samoziejmé kazda funkce S-méfitelnd na D je i py-méfitelnd na D. Pokud v budoucnu pouzijeme bez

dalstho upfesnéni jen struéné oznaceni ”funkce métitelnd na D”, budeme mit na mysli funkci g-méfitelnou na D.



