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KAPITOLA 3: Prostory Lp

Definice : Necht’ Y je lineárńı prostor. Pak zobrazeńı ‖.‖ : Y → R nazveme norma, jestliže pro každé u, v ∈ Y
a α ∈ R plat́ı

(1) ‖αu‖ = |α| ‖u‖

(2) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ (trojúhelńıková nerovnost)

(3) a) ‖u‖ ≥ 0

b) ‖u‖ = 0 ⇔ u = 0 (nulový prvek v Y )

Dvojici (Y, ‖.‖) pak nazveme normovaný prostor. (Obvykle ṕı̌seme pouze Y .)

Definice : Necht’ (X,S, µ) je prostor s mı́rou, u je µ-měřitelná funkce na X. Pro p ∈ 〈1, ∞) definujeme

‖u‖p =
(∫

X

|u|p dµ
)1/p

.

Dále definujeme

‖u‖∞ = ess sup |u| := inf{C ∈ R
∣∣ |u| ≤ C s.v. na X} .

Pro p ∈ 〈1, ∞〉 polož́ıme

Lp(X) = {u | ‖u‖p <∞, u je µ-měřitelná} .

Poznámka : Hodnotě ess sup f = inf {C ∈ R | f ≤ C s.v. na X} se ř́ıká podstatné (esenciálńı) supremum

funkce f na X. Je ho možné také vyjádřit ve tvaru ess sup f = inf
E∈S
µ(E)=0

{ sup
x∈X\E

f(x) }.

Poznámka : Pro p ∈ 〈1, ∞〉 ‖ . ‖p zřejmě splňuj́ı podmı́nky (1) a (3a) z definice normy. Protože |(f + g)(x)| ≤
|f(x)| + |g(x)|, splňuj́ı ‖ . ‖1 a ‖ . ‖∞ také trojúhelńıkovou nerovnost. Dokázat trojúhelńıkovou nerovnost v př́ıpadě

p ∈ (1,∞) je složitěǰśı. Budeme k tomu potřebovat několik daľśıch nerovnost́ı.

Lemma 3.1 (Youngova nerovnost) : Necht’ a, b ≥ 0, p, q ∈ (1,∞), 1
p + 1

q = 1. Pak

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Rovnost nastává právě tehdy, když ap = bq.

Důkaz: Předně si všimneme, že pro p, q ∈ (1,∞) plat́ı

rovnost 1
p + 1

q = 1 právě tehdy, když 1
p−1 = q − 1, nebo

také q = p
p−1 . Tedy pro x, y ≥ 0 máme

xp−1 = y právě tehdy, když x = yq−1.

Dále

ap

p
=
[xp
p

]a
0

=

∫ a

0

xp−1 dx,

bq

q
=
[yq
q

]b
0

=

∫ b

0

yq−1 dy.

Z obrázku je už nyńı zřejmé, že plat́ı

ab ≤
∫ a

0

xp−1 dx+

∫ b

0

yq−1 dy =
ap

p
+
bq

q
.
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Rovnost přitom nastává právě tehdy, když b = ap−1. Pak ale

bq = aq(p−1) = a
p
p−1 (p−1) = ap.

T́ım jsme lemma dokázali. �

Věta 3.2 (Hölderova nerovnost) : Necht’ u, v jsou µ-měřitelné funkce na X, p , q ∈ (1,∞), 1
p + 1

q = 1. Potom

plat́ı

‖uv‖1 ≤ ‖u‖p · ‖v‖q .

Pokud ‖uv‖1 <∞, rovnost nastává, právě když existuj́ı č́ısla c1, c2 ∈ R, z nichž je alespoň jedno 6= 0, taková, že

c1|u|p = c2|v|q s.v. na X.

Důkaz: Označme s = ‖u‖p, r = ‖v‖q. Pokud je s ∈ {0,∞} nebo r ∈ {0,∞}, nerovnost zřejmě plat́ı. Přitom

v těchto př́ıpadech může nastat rovnost (za našeho předpokladu ‖uv‖1 < ∞) jen tehdy, když ‖uv‖1 = 0 a s = 0 nebo

r = 0. Pro a ∈ 〈0, ∞〉 totiž máme a · ∞ ∈ {0,∞}, přičemž nulu dostáváme jen pro a = 0. Je-li s = 0, pak u = 0 skoro

všude, a tedy skoro všude plat́ı 1 · u = 0 · v. Analogicky, pokud r = 0, pak skoro všude 0 · u = 1 · v.

Necht’ nyńı s, r ∈ (0,∞). Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že jsou funkce u a v nezáporné. Pak pro skoro

všechna x ∈ X dostáváme z Youngovy nerovnosti (Lemma 3.1)

u(x)

s

v(x)

r
≤ 1

p

(u(x)

s

)p
+

1

q

(v(x)

r

)q
=

(u(x))p

sp p
+

(v(x))q

rq q
. (1)

Nerovnost zintegrujeme a z monotonie integrálu dostaneme

1

s r

∫
X

u v dµ ≤ sp

sp p
+

rq

rq q
=

1

p
+

1

q
= 1.

Tedy

‖u v‖1 =

∫
X

u v dµ ≤ s r = ‖u‖p‖v‖q.

Dokazovaná nerovnost je tedy splněna. Pod́ıvejme se ještě, jak je to s rovnost́ı. Ta nastává právě tehdy, když nastává

rovnost v (1) pro skoro všechna x ∈ X, a to je podle Lemmatu 3.1 právě tehdy, když pro skoro všechna x ∈ X plat́ı(u(x)

s

)p
=
(v(x)

r

)q
.

Pak ale pro skoro všechna x ∈ X máme

c1(u(x))p = c2(v(x))q,

kde c1 = 1
sp , c2 = 1

rq . T́ım jsme větu dokázali. �

Důsledek 3.3: Necht’ p, q ∈ (1,∞), 1
p + 1

q = 1, u ∈ Lp(X), v ∈ Lq(X). Pak uv ∈ L1(X). Nav́ıc∣∣∣ ∫
X

uv dµ
∣∣∣ ≤ (∫

X

|u|p dµ
)1/p(∫

X

|v|q dµ
)1/q

.

Důkaz: Důsledek je kombinaćı Hölderovy nerovnosti s odhadem |
∫
X
f dµ| ≤

∫
X
|f |dµ. �

Důsledek 3.4: Necht’ µ(X) <∞ a 1 ≤ p < q ≤ ∞. Pak Lq(X) ⊂ Lp(X) a existuje konstanta C taková, že

‖f‖p ≤ C ‖f‖q pro každé f ∈ Lq(X).

Důkaz: Uvažujme nejprve q < ∞. Necht’ f ∈ Lq(X). Polož́ıme-li p̃ = q
p , pak p̃ > 1 a 1 − 1

p̃ = 1 − p
q = q−p

q .

Z Hölderovy nerovnosti tak dostáváme
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‖f‖pp =

∫
X

|f |p dµ =

∫
X

|f |p · 1 dµ
V 3.2
≤
(∫

X

(
|f |p

) q
p dµ

) p
q
(∫

X

|1|
q
q−p dµ

) q−p
q

=

=

((∫
X

|f |q dµ
) 1
q

)p (
µ(X)

) q−p
q

= ‖f‖pq
(
µ(X)

) q−p
q

.

Pokud tedy polož́ıme C =
(
µ(X)

) q−p
pq , máme pro každé f ∈ Lq(X)

‖f‖p ≤ C ‖f‖q <∞,

což ale znamená, že f ∈ Lp(X).

Necht’ je nyńı q =∞. Pak

‖f‖pp =

∫
X

|f |p dµ ≤
∫
X

|ess sup f |p dµ =

∫
X

‖f‖p∞ dµ = ‖f‖p∞ µ(X).

Tedy pro každé f ∈ Lq(X) plat́ı

‖f‖p ≤ C‖f‖∞ <∞,

kde C =
(
µ(x)

) 1
p

, a t́ım také f ∈ Lp(X). �

Věta 3.5 (Minkowského nerovnost) : Jsou-li u, v µ-měřitelné funkce na X, p ∈ (1,∞), pak

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p .

Důkaz: Pro ‖u‖p = 0 nebo ‖v‖p = 0 je př́ıslušná funkce nulová skoro všude, tedy nerovnost plat́ı. Pokud je

‖u‖p =∞ nebo ‖v‖p =∞, je součet vpravo roven ∞, tedy nerovnost opět plat́ı. Konečně, je-li ‖u+ v‖p = 0, nerovnost

zřejmě také plat́ı. Budeme tedy v daľśım předpokládat, že 0 < ‖u‖p <∞, 0 < ‖v‖p <∞, 0 < ‖u+ v‖p.
Nejdř́ıve ukážeme, že ‖u+ v‖p <∞. Pro skoro všechna x ∈ X zřejmě máme

|u(x)| ≤
(
|u(x)|p + |v(x)|p︸ ︷︷ ︸

≥0

) 1
p

, |v(x)| ≤
(
|u(x)|p︸ ︷︷ ︸
≥0

+|v(x)|p
) 1
p

.

Pokud nerovnosti sečteme a umocńıme na p, dostaneme

|u(x) + v(x)|p ≤
(
|u(x)|+ |v(x)|)p ≤

(
2
(
|u(x)|p + |v(x)|p

) 1
p

)p
≤ 2p

(
|u(x)|p + |v(x)|p

)
.

Odtud už integraćı přes X dostáváme

‖u+ v‖pp ≤ 2p
(
‖u‖pp + ‖v‖pp

)
<∞.

Polož́ıme q = p
p−1 . Pak 1

p + 1
q = 1 a (p − 1)q = p. Protože |u + v|p = |u + v|p−1|u + v| ≤ |u + v|p−1

(
|u| + |v|

)
,

máme z Hölderovy nerovnosti

‖u+ v‖pp =

∫
X

|u+ v|p dµ ≤
∫
X

|u+ v|p−1|u|dµ+

∫
X

|u+ v|p−1|v|dµ

≤
(∫

X

|u+ v|(p−1)q dµ

) 1
q
(∫

X

|u|p dµ

) 1
p

+

(∫
X

|u+ v|(p−1)q dµ

) 1
q
(∫

X

|v|p dµ

) 1
p

=

(∫
X

|u+ v|p dµ

) p−1
p
(∫

X

|u|p dµ

) 1
p

+

(∫
X

|u+ v|p dµ

) p−1
p
(∫

X

|v|p dµ

) 1
p

=
(
‖u+ v‖pp

) p−1
p
(
‖u‖p + ‖v‖p

)
= ‖u+ v‖p−1p

(
‖u‖p + ‖v‖p

)
.

Protože 0 < ‖u+ v‖p <∞, máme odtud

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p,

což jsme chtěli dokázat. �
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Důsledek 3.6: Jestliže u, v ∈ Lp(X), p ∈ 〈1, ∞〉, pak též u+ v ∈ Lp(X).

Důkaz: Jde o bezprostředńı d̊usledek Minkowského nerovnosti. �

Ekvivalence na Lp(X), prostor Lp(X)

Pro p ∈ 〈1, ∞〉 splňuje ‖.‖p na Lp(X) podmı́nky (1), (2), (3a) z definice normy. Nemuśı ale splňovat

podmı́nku (3b), protože pro každou funkci f , která je nulová skoro všude, plat́ı ‖f‖p = 0. Na Lp(X) proto

uvažujme ekvivalenci

u ∼ v, jestliže u = v s.v. na X

(zřejmě u ∼ v ⇒ ‖u‖p = ‖v‖p). Pro u ∈ Lp(X) označme jemu odpov́ıdaj́ıćı tř́ıdu ekvivalence

[u] = {v ∈ Lp(X) | u ∼ v}

a položme

Lp(X) = {[u] | u ∈ Lp(X)} .

Na Lp(X) definujeme operace

[u] + [v] = [u+ v]

α[u] = [αu] pro α ∈ R.

Měli bychom ověřit, že definice součtu a násobku jsou korektńı, tj. jejich výsledek nezáviśı na výběru reprezentant̊u

jednotlivých tř́ıd ekvivalence. Mějme pro př́ıpad součtu ũ ∈ [u], ṽ ∈ [v]. Pak existuj́ı množiny M,N mı́ry nula takové,

že u = ũ na X \M a v = ṽ na X \N . Tedy na X \ (M ∪N), kde µ(M ∪N) = 0, je u+ v = ũ+ ṽ, tj. [u+ v] = [ũ+ ṽ].

Podobně ověř́ıme i korektnost definice násobku.

S výše uvedenými operacemi je Lp(X) lineárńı prostor. Jeho nulovým prvkem je tř́ıda ekvivalence odpov́ıdaj́ıćı

funkci, která je na X identicky rovná nule. Budeme ho tedy značit [0]. Polož́ıme-li pro [u] ∈ Lp(X)

‖[u]‖p = ‖u‖p,

dostaneme normu na Lp(X). Abychom ukázali, že jde opravdu o normu, stač́ı ověřit, že ‖[u]‖p = 0, pouze když [u] je

nulový prvek v Lp(X). Ostatńı vlastnosti normy jsou totiž př́ımým d̊usledkem vlastnost́ı ‖.‖p na Lp(X). Necht’ tedy

‖[u]‖p = 0. Pak ‖u‖p = 0, což nastává podle Tvrzeńı 2.1,c) právě tehdy, když funkce |u|p je skoro všude nulová, tedy u

je ekvivalentńı funkci identicky rovné nule na X. To ale přesně znamená, že [u] = [0], což jsme potřebovali dokázat.

Na Lp(X) můžeme také zavést (částečné) uspořádáńı, a to tak, že polož́ıme

[u] ≤ [v] právě tehdy, když u ≤ v skoro všude na X.

Plat́ı přitom, že [u] ≤ [v] právě tehdy, když existuj́ı funkce ũ ∈ [u] a ṽ ∈ [v] takové, že ũ ≤ ṽ všude na X. (Dokažte jako

cvičeńı.)

Poznámka : Pro jednoduchost formulaćı se prvky prostor̊u Lp(X) a Lp(X) obvykle nerozlǐsuj́ı zápisem ani

pojmenováńım. Mluv́ıme-li tedy o funkci f ∈ Lp(X), máme na mysli tř́ıdu [f ] ekvivalence ∼ odpov́ıdaj́ıćı funkci

f ∈ Lp(X).

Důležitou vlastnost́ı prostor̊u Lp(X) je jejich úplnost. Než si zformulujeme patřičnou větu, muśıme si ještě zavést

některé pojmy.

Definice : Necht’ Y je normovaný prostor. Řekněme, že posloupnost (yn)n∈N prvk̊u z Y je cauchyovská, jestliže

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀m,n ∈ N, m, n ≥ n0 plat́ı ‖ym − yn‖ < ε.

Řekněme, že posloupnost (yn)n∈N konverguje v normě k prvku y ∈ Y , jestliže

lim
n→∞

‖yn − y‖ = 0 ,

tj.

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı ‖yn − y‖ < ε.
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Definice : Normovaný prostor se nazývá úplný, jestliže je v něm každá cauchyovská posloupnost konvergentńı

(tj. konverguje v normě k nějakému jeho prvku).

Poznámka : Zřejmě každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská. Ne v každém normovaném prostoru však jsou

všechny cauchyovské posloupnosti konvergentńı.

Věta 3.7 (Úplnost prostor̊u Lp) : Necht’ (fj)j∈N je posloupnost prvk̊u z Lp(X), která je cauchyovská v normě

‖.‖p. Pak existuje f ∈ Lp(X) tak, že limj→∞ ‖fj − f‖ = 0. Nav́ıc existuje posloupnost (gk)k∈N vybraná z (fj)j∈N

taková, že gk → f skoro všude na X.

Poznámka (prostory lp) : Je-li (an)n∈N posloupnost reálných (př́ıp. komplexńıch) č́ısel, položme pro p ∈ 〈1,∞)

‖(an)‖lp =

( ∞∑
n=1

|an|p
)1/p

a

‖(an)‖l∞ = sup
n∈N
|an|.

Pro p ∈ 〈1,∞〉 definujeme

lp = {(an) | ‖(an)‖lp <∞} .

Plat́ı : (lp, ‖.‖lp) je úplný normovaný prostor.

Důkaz: Uvažujme prostor s mı́rou (X,S, µ) = Lp(N,P(N), α), kde α je aritmetická mı́ra na N. Protože je každá

množina B ⊂ N měřitelná, je každá funkce g : N → R (resp. C) měřitelná. Měřitelná je tedy i funkce |g|p pro každé

p ≥ 1. Dále pro každou nezápornou funkci f (pro kterou je jistě definován integrál) plat́ı∫
N
f dα =

∞∑
n=1

f(n).

Polož́ıme-li totiž

fk = f · χ{1,...,k}
(

= f

k∑
n=1

χ{n} =

k∑
n=1

f(n)χ{n}

)
,

pak zřejmě fk ≥ 0 a fk ↗ f , tedy podle Leviho věty 2.3∫
N
f dα = lim

k→∞

∫
N
fk dα = lim

k→∞

k∑
n=1

f(n)α({n})︸ ︷︷ ︸
k∑

n=1

f(n)

=

∞∑
n=1

f(n).

Pro g : N→ R (C) a p ∈ 〈1, ∞) tak máme

‖g‖p =
( ∞∑
n=1

|g(n)|p
) 1
p .

V př́ıpadě aritmetické mı́ry pojmy všude a skoro všude splývaj́ı (nulovou mı́ru má totiž jen prázdná množina).

Splývaj́ı tak i pojmy supremum a podstatné supremum a plat́ı

‖g‖∞ = sup
n∈N
|g(n)|.

Kromě toho všechny tř́ıdy ekvivalence ∼ jsou jednoprvkové, takže pokud ztotožńıme každou tř́ıdu ekvivalence s jej́ım

jediným prvkem, máme pro p ∈ 〈1, ∞〉 rovnost Lp(N) = Lp(N).
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Nyńı už stač́ı jen ztotožnit posloupnosti s funkcemi na N a dostaneme

(lp, ‖.‖lp) = Lp(N,P(N), α).

Protože prostory Lp jsou úplné, je též prostor (lp, ‖.‖lp) je úplný. �

Poznámka : Ztotožńıme-li pro p ∈ 〈1, ∞) stejně jako výše prostory (lp, ‖.‖lp) s prostory Lp(N,P(N), α), dostaneme

diskrétńı varianty Hölderovy a Minkowského nerovnosti:

∞∑
n=1

|anbn| ≤
( ∞∑

n=1

|an|p
) 1
p
( ∞∑

n=1

|bn|q
) 1
q

, (Hölderova nerovnost)

( ∞∑
n=1

|an + bn|p
) 1
p ≤

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1
p

+
( ∞∑

n=1

|bn|p
) 1
p

. (Minkowského nerovnost)

Speciálně pro p = q = 2 můžeme Hölderovu nerovnost zapsat ve tvaru

∞∑
n=1

|anbn| ≤

√√√√ ∞∑
n=1

|an|2

√√√√ ∞∑
n=1

|bn|2 .


