
KAPITOLA 8:

Spektrálńı analýza operátor̊u a matic

16. května 2020

Definice : Necht’ H je komplexńı Hilbert̊uv prostor. Řekneme, že operátor

T ∈ B(H) je normálńı, jestlǐze

T ∗T = TT ∗.

Tvrzeńı : Operátor T ∈ B(H) je normálńı právě tehdy, když

‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ ∀x ∈ H.

Důkaz: Podle d̊usledku (ii) polarizačńı identity se operátory R, S ∈
B(H) rovnaj́ı právě tehdy, když pro všechna x ∈ H plat́ı 〈Rx, x〉 = 〈Sx, x〉.
To znamená, že TT ∗ = T ∗T , právě když pro všechna x ∈ H je 〈TT ∗x, x〉 =

〈T ∗Tx, x〉. Tato rovnost je ale z definice adjungovaného operátoru ekviva-

lentńı s rovnost́ı ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖, protože 〈TT ∗x, x〉 = 〈T ∗x, T ∗x〉 = ‖T ∗x‖2

a 〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = ‖Tx‖2. �

Tvrzeńı : Každý samoadjungovaný, pozitivńı nebo unitárńı operátor je

normálńı.

Důkaz: Tato skutečnost vyplývá okamžitě z definice samoadjungovaného

a unitárńıho operátoru a skutečnosti, že pozitivńı operátor je samoadjungo-

vaný. �
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Definice : Spektrum, σ(T ), operátoru T ∈ B(H) je podmnožina C

σ(T ) = {λ ∈ C : (T − λI) nemá inverzi v B(H).}

Nebo-li

λ 6∈ σ(T ) právě tehdy, když existuje S ∈ B(H) tak, že

S(T − λI) = (T − λI)S = I.

Hodnotu

r(T ) = sup{ |λ|
∣∣ λ ∈ σ(T ) }

nazýváme spektrálńı poloměr operátoru T . Bodové spektrum operátoru

T je množina

σp(T ) = {λ ∈ C | T − λI neńı prostý}.

Prvek λ ∈ σp(T ) se nazývá vlastńı č́ıslo operátoru T . Vektor v ∈ H \{0},
pro který plat́ı

Tv = λ v,

se nazývá vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ.

Př́ıklad : Necht’ M 6= {0} je uzavřený vlastńı podprostor Hilbertova pro-

storu H a PM je ortogonálńı projekce na tento podprostor. Pak σ(PM) =

{0, 1}, a tedy r(PM) = 1.

Odvozeńı: Všechny nenulové vektory v M a M⊥ jsou vlastńı vektory PM

př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um 0 a 1. Tedy {0, 1} ⊂ σ(PM). Vezměme nyńı libo-

volné komplexńı č́ıslo λ 6= 0, 1. Můžeme psát

PM − λI = (1− λ)PM − λ(I − PM)

Snadno se pak ověř́ı, že omezený operátor

(1− λ)−1PM − λ−1(1− PM)

je inverźı k PM − λI.
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Věta o spektru : Každý operátor T ∈ B(H) má neprázdné spektrum

σ(T ). Spektrum, σ(T ) je vždy uzavřená množina v C obsažená v kruhu {z ∈
C : |z| ≤ ‖T‖}.

Důkaz Vylouč́ıme př́ıpad T = 0, kdy σ(T ) = {0}. Důkaz neprázdnosti a

uzavřenosti je netriviálńı a nebudeme ho dělat. Dokážeme si však, že spek-

trum je v absolutńı hodnotě omezeno konstantou ‖T‖. Vezměme tedy λ ∈ C
s |λ| > ‖T‖ > 0 . Operátor T − λI má omezenou inverzi právě tehdy, když ji

má operátor I − T
λ

nebot’ plat́ı, že

T − λI = λI

(
T

λ
− I
)
.

Označme B = T
λ

. Pak B ∈ B(H) a ‖B‖ < 1. Stač́ı tedy ukázat, že I −B má

inverzi v B(H). Vezměme si řadu

∞∑
n=0

Bn = I +B +B2 + · · · .

a ukažme, že konverguje v Banachově prostoru B(H). Pro částečné součty

Sn =
n∑
n=0

Bn

plat́ı pro m > n

‖Sm − Sn‖ = ‖
m∑

i=n+1

Bi‖ ≤
m∑

i=n+1

‖B‖i .

Vzhledem k tomu, že ‖B‖ < 1 je č́ıselná geometrická řada
∑∞

n=0 ‖B‖n konver-

gentńı a tedy
∑m

i=n+1 ‖B‖i → 0 pro n,m→∞. To znamená, že posloupnost

(Sn) je cauchyovská a má tedy limitu S =
∑∞

n=0B
n.

Všimněne si nyńı snadným výpočtem, že

(I −B)Sn = Sn(I −B) = I −Bn+1 → I pro n→∞ .

To znamená, že po limitńım přechodu máme

S(I −B) = (I −B)S = I .

3



T́ım je d̊ukaz ukončen. �.

Daľśı stěžejńı věta funkcionáńı analýzy, kterou uvedeme bez d̊ukazu:

Věta o inverzi: At’ X a Y jsou Banachovy prostory a T : X → Y

je omezený prostý surjektivńı operátor. Pak inverzńı zobrazeńı T−1 : Y → X

je také omezený operátor.

Poznámka : Bereme-li v úvahu Větu o inverzi, můžeme ř́ıci, že pro λ ∈ C
bude platit λ ∈ σ(T ) ze dvou d̊uvod̊u:

1) Operátor T − λI neńı prostý. Pak je λ ∈ σP (T ).

2) Operátor T − λI je prostý, ale neńı na, tj. R(T ) 6= H.

Jak ukážeme, pro operátory na prostoru konečné dimenze může nastat jen

prvńı př́ıpad. Na druhou stranu uvid́ıme, že v př́ıpadě operátoru na prostoru

nekonečné dimenze může být bodové spektrum prázdné.

Tvrzeńı : Necht’ T ∈ B(H), dimH <∞. Pak σ(T ) = σP (T ).

Důkaz: Lineárńı zobrazeńı mezi prostory stejné konečné dimenze je na

právě tehdy, když je prosté. To znamená, že inverzńı operátor k operátoru

T − λI neexistuje právě pro ta λ, pro která neńı operátor T − λI prostý.

(Přitom každý lineárńı operátor na prostoru konečné dimenze je omezený, a

tedy i spojitý. Odtud dostáváme, že do spektra σ(T ) patř́ı přesně ta λ, která

lež́ı v σP (T ).)

Př́ıklad (Operátor s nebodovým spektrem) : Uvažujme operátor T :

H = L2〈0, 1〉 → H = L2〈0, 1〉 definovaný předpisem Tf = xf(x) (tj.

T = Tg je multiplikativńı operátor odpov́ıdaj́ıćı násobeńı funkćı g(x) = x).

Spektrum operátoru T má tyto vlastnosti:
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• σ(T ) = 〈0, 1〉: At’ λ ∈ (0, 1). Ukážeme, že T − λI nemá inverzi v

B(H). Speciálně ukážeme, že T −λI neńı operátor na. Dokážeme to sporem.

Předpokládejme, že T − λ I je na. Vezměme si funkci h(x) = 1 pro všechna

x ∈ 〈0, 1〉. Muśı existovat funkce g(x) ∈ H tak, že

(x− λ)g(x) = h(x) , pro skoro všechna x ∈ 〈0, 1〉 .

T́ımto máme, že pro skoro všechna x ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

g(x) =
1

x− λ
.

Toto však neńı funkce z H nebot’

I =

∫ 1

0

1

(x− λ)2
dx =∞ .

To můžeme vidět následuj́ıćıcm zp̊usobem: Volme 0 < ε < λ . a poč́ıtejme

I ≥
∫ λ−ε

0

1

(x− λ)2
dx =

[
− 1

x− λ

]λ−ε
0

=
1

ε
− 1

λ
→∞ pro ε→ 0 + .

Tedy skutečně I =∞ a dostáváme spor. (Př́ıpad λ = 0, 1 je podobný. )

Tedy pro každé λ ∈ 〈0, 1〉 je λ ∈ σ(T ). Jinými slovy, 〈0, 1〉 ⊂ σ(T ).

Ukážeme nyńı opačnou inkluzi. Vezměme si λ ∈ C \ 〈0, 1〉. Tento bod má

od intervalu 〈0, 1〉 kladnou vzdálenost d. Plat́ı tedy, že∣∣∣∣ 1

x− λ

∣∣∣∣ ≤ 1

d
∀x ∈ 〈0, 1〉, .

Tedy fukce h(x) = 1
x−λ je omezená (spojitá) funkce na 〈0, 1〉. Snadno se ted’

ovšem ověř́ı, že omezený operátor Th je inverzńı k operátoru T − λI. T́ım je

d̊ukaz ukončen.

• σP (T ) = ∅: Opět provedeme d̊ukaz sporem. At’ g ∈ L2〈0, 1〉, g 6= 0

a λ ∈ 〈0, 1〉 je takové, že x g(x) = λ g(x) pro skoro všechna x ∈ 〈0, 1〉.
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Pak ovšem pro skoro všechna x ∈ M = {x ∈ 〈0, 1〉
∣∣ g(x) 6= 0} muśı platit

x = λ, a tedy M má (Lebesgueovu) mı́ru nula. T́ım jsme ale došli ke sporu

s předpokladem, že g 6= 0 v L2〈0, 1〉. Bodové spektrum operátoru T je tak

prázdné.

Tvrzeńı : Necht’ operátor T ∈ B(H) má v B(H) inverzi. Pak pro

nenulové λ ∈ C plat́ı

λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když λ−1 ∈ σ(T−1) .

Důkaz: Operátory T a T−1 maj́ı v B(H) inverzi a tedy tvrzeńı plat́ı pro

λ = 0. Můžeme tedy v daľśım uvažovat jen λ 6= 0. Ukážeme, že λ 6∈ σ(T ),

právě když λ−1 6∈ σ(T−1) . Mějme tedy dáno λ 6= 0. Pak

T−1 − λ−1I = T−1(I − λ−1T ) = λ−1T−1(λI − T ).

Předpokládejme, že (T − λI) má inverzi v B(H). Na základě předchoźıho

vztahu ji pak má i T−1 − λ−1I a to

(λI − T )−1λT .

Opačná implikace vyplývá (např́ıklad) ze symetrie mezi T a T−1.

�

Tvrzeńı : Necht’ T ∈ B(H) je normálńı. Pak

(i) Je-li Tx = λx pro nějaké λ ∈ C , pak T ∗x = λx.

(ii) Jestliže λ1 6= λ2, potom Ker(T − λ1I) ⊥ Ker(T − λ2I).

Důkaz: (i) Necht’ λ ∈ C. Protože je operátor T normálńı, je také

operátor T − λI normálńı (ověřte jako cvičeńı). Pro každé x ∈ H plat́ı

‖Tx− λx‖ = ‖(T − λI)x‖ = ‖(T − λI)∗x‖ = ‖(T ∗ − λI)x‖ = ‖T ∗x− λx‖.
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(ii) Necht’ x ∈ Ker(T−λ1I), y ∈ Ker(T−λ2I), tj. Tx = λ1x, Ty = λ2y.

Pak

λ1〈x, y〉 = 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 = 〈x, λ2y〉 = λ2〈x, y〉.

Protože λ1 6= λ2, muśı nutně být 〈x, y〉 = 0. �

Tvrzeńı : Necht’ T ∈ B(H) je normálńı operátor. Pak λ 6∈ σ(T ) právě

tehdy, když existuje c > 0 tak, že

‖(T − λI)x‖ ≥ c‖x‖ ∀x ∈ H .

Důkaz: Jelikož λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když 0 ∈ σ(T−λI), stač́ı uvažovat

pouze př́ıpad λ = 0. Ukážeme tedy, že 0 6∈ σ(T ), právě když existuje c > 0

takové, že pro všechna x ∈ H plat́ı ‖Tx‖ ≥ c‖x‖.

” ⇐ ” Protože pro všechna x plat́ı ‖Tx‖ ≥ c‖x‖, je operátor T prostý.

Ukážeme nyńı, že podprostorR(T ) je uzavřený. Necht’ (xn)∞n=1 ⊂ H, Txn
n→∞−→

y. Pak z našeho předpokladu dostáváme

c‖xn − xm‖ ≤ ‖T (xn − xm)‖ = ‖Txn − Txm‖.

Posloupnost (Txn)∞n=1 je ale cauchyovská (je totiž konvergentńı), takže je

cauchyovská i posloupnost (xn)∞n=1, a má tak v úplném prostoru H limitu.

Označme tuto limitu x. Protože je operátor T spojitý, konverguje posloup-

nost (Txn)∞n=1 k Tx. Současně má ale také konvergovat k y. Z jednoznačnosti

limity tak dostáváme, že muśı být y = x. To znamená, že y ∈ R(T ), a pod-

prostor R(T ) je tak uzavřený. Dále potřebujeme ukázat, že R(T ) = H. K

tomu předpokládejme, že x ∈ R(T )⊥. Protože TT ∗x ∈ R(T ) a T je normálńı,

máme

0 = 〈x, TT ∗x〉 = 〈x, T ∗Tx〉 = 〈Tx, Tx〉 = ‖Tx‖2.

Je tedy ‖Tx‖ = 0, a protože je T prosté, také x = 0. T́ım je R(T )⊥ = {0} a

R(T ) = H. Zbývá ještě ověřit, že je operátor T−1 spojitý, tj. T−1 ∈ B(H).
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To vyplývá z Věty o inverzńım zobrazeńı. Je to ovšem možno elementárně

dokázat následovně: Necht’ y ∈ H. Pak existuje x ∈ H takové, že y = Tx (je

totiž R(T ) = H). Podle předpokladu máme

‖y‖ = ‖Tx‖ ≥ c ‖x‖ = c ‖T−1y‖,

neboli

‖T−1y‖ ≤ 1

c
‖y‖.

Protože bylo y ∈ H libovolné, je operátor T−1 omezený (‖T−1‖ ≤ 1
c

), a

t́ım také spojitý.

”⇒ ” Tuto část d̊ukazu proved’te sami jako cvičeńı. �

Několik zaj́ımavých d̊usledk̊u:

Důsledek : Necht’ T ∈ B(H) je normálńı. Pak λ ∈ σ(T ) právě tehdy,

když existuje posloupnost jednotkových vektor̊u (xn)∞n=1 tak, že

lim
n→∞

‖Txn − λxn‖ = 0.

Důkaz: Podle předchoźıho tvrzeńı λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když neexis-

tuje c > 0, pro které by bylo ‖(T − λI)x‖ ≥ c pro všechna x ∈ H s normou

‖x‖ = 1, nebo=li když

inf{ ‖(T − λI)x‖
∣∣ ‖x‖ = 1 } = 0.

To je ale z definice infima ekvivalentńı právě s t́ım, že existuje posloupnost

(xn)∞n=1, ‖xn‖ = 1, taková, že

‖Txn − λxn‖
n→∞−→ 0.

�

Tvrzeńı : Je-li T ∈ B(H) normálńı, pak

σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 }.
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Důkaz: Necht’ λ ∈ σ(T ) a (xn)∞n=1 je posloupnost jednotkových vek-

tor̊u, pro kterou plat́ı ‖Txn − λxn‖
n→∞−→ 0 (viz předchoźı d̊usledek). Na

základě Schwarzovy nerovnosti

|〈Txn − λxn, xn〉| ≤ ‖Txn − λxn‖ ‖xn‖ = ‖Txn − λxn‖
n→∞−→ 0.

Použijeme-li přepis

〈Txn − λxn, xn〉 = 〈Txn, xn〉 − λ‖xn‖2 = 〈Txn, xn〉 − λ,

vid́ıme, že 〈Txn, xn〉
n→∞−→ λ. Tedy λ ∈ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 }. �

Tvrzeńı : Necht’ T ∈ B(H). Pak

(i) T je samoadjungovaný ⇒ σ(T ) ⊂ R,

(ii) T je pozitivńı ⇒ σ(T ) ⊂ R+ = 〈0,∞),

(iii) T je unitárńı ⇒ σ(T ) ⊂ {z ∈ C | |z| = 1}.

Důkaz: Využijeme toho, že všechny samoadjungované, pozitivńı i unitárńı

operátory jsou normálńı.

(i) Pokud je operátor T samoadjungovaný, pak pro každé x ∈ H plat́ı

〈Tx, x〉 ∈ R. Tedy

σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 } ⊂ R.

(ii) Je-li T pozitivńı operátor, pak 〈Tx, x〉 ≥ 0 pro všechna x ∈ H. To

znamená, že

σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 } ⊂ 〈0, ∞).

(iii) Necht’ je T unitárńı operátor. Protože unitárńı operátory zachovávaj́ı

normu, máme pro x ∈ H, ‖x‖ = 1, ze Schwarzovy nerovnosti

|〈Tx, x〉| ≤ ‖Tx‖ ‖x‖ = ‖x‖2 = 1.

Odtud

σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 } ⊂ {λ
∣∣ |λ| ≤ 1}.
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To ale znamená, že σ(T ) ⊂ {λ ∈ C : |λ| = 1}

Je-li nyńı λ ve spektru T , pak je nutně nenulové a plat́ı podle předchoźıho

tvrzeńı, že 1
λ
∈ σ(T−1). Jelikož je ovšem T−1 unitárńı operátor, plat́ı podle

předchoźıch argument̊u, že | 1
λ
| ≤ 1. To dá |λ| ≥ 1 a tedy σ(T ) ⊃ {λ ∈ C :

|λ| = 1}. T́ım je d̊ukaz ukončen.

�

Věta : Necht’ T ∈ B(H) je normálńı. Pak

||T || = r(T ).

Důkaz: Nerovnost r(T ) ≤ ‖T‖ jsme dokázali výše pro obecný operátor.

Opačnou nerovnost dokážeme o něco později pro př́ıpad dimH <∞. �

Spektrálńı věty

V této části se zaměř́ıme hlavně na Hilbertovy prostory konečné dimenze.

Připomeňme, že v tomto př́ıpadě je spektrum operátoru T tvořeno právě jeho

vlastńımi č́ısly, tj. σ(T ) = σP (T ).

Věta : Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, dim H <∞, T ∈ B(H) je normálńı

operátor. Pak existuje ortonormálńı báze prostoru H složená z vlastńıch vek-

tor̊u operátoru T .

Důkaz: Položme n = dimH. Protože spektrum operátoru je neprázdná

množina, má operátor T alespoň jeden jednotkový vlastńı vektor. Bud’ v1, . . . , vk

nějaká ortonormálńı (konečná) posloupnost vlastńıch vektor̊u operátoru T,

Tvi = λivi. Protože je operátor T normálńı, máme T ∗vi = λvi. Vı́me, že or-

tonormálńı množina neobsahuj́ıćı nulový prvek je vždy lineárně nezávislá. Je

tedy nutně k ≤ n. Jestliže je k = n, máme už hledanou ortonormálńı bázi.
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Pokud k < n, označme X = lin(v1, . . . , vk), Y = X⊥. Protože X $ H, je

Y 6= {0}. At’ y ∈ Y . Pak pro i = 1, . . . , k máme

〈vi, T y〉 = 〈T ∗vi, y〉 = λ〈vi, y〉 = λ · 0 = 0.

Odtud Ty ∈ lin(v1, . . . , vk)
⊥ = Y , a tedy T (Y ) ⊂ Y (tj. podprostor Y je in-

variantńı v̊uči T ). Zúž́ıme-li tedy nyńı operátor T na podprostor Y a zúžeńı

označ́ıme T̃ (tj. T̃ y = Ty pro y ∈ Y ), bude T̃ ∈ B(Y ). Jako výše operátor T ,

muśı mı́t nyńı i operátor T̃ alespoň jeden jednotkový vlastńı vektor. Označme

ho vk+1. Protože je T̃ jen zúžeńı operátoru T , je vk+1 také vlastńım vekto-

rem operátoru T , a to vlastńım vektorem, který je kolmý ke všem vektor̊um

v1, . . . , vk (máme totiž Y = X⊥). Tedy v1, . . . , vk+1 je také ortonormálńı

množina tvořená vlastńımi vektory operátoru T . Pokud je k + 1 = n, našli

jsme hledanou ortonormálńı bázi. Pokud je k + 1 < n, opakujeme právě

provedený postup do té doby, než bude mı́t źıskaná ortonormálńı množina

vlastńıch vektor̊u n prvk̊u. �

Pod́ıváme se ted’ na explicitńı formu normálńıho operátoru na konečné

dimenzi.

Věta (Spektrálńı rozklad) :

Necht’ H je Hilbert̊uv prostor konečné dimenze a T ∈ B(H) je normálńı

operátor. Pak

(i) Existuje ortnormálńı báze v1, . . . , vn prostoru H a č́ısla λ1, . . . , λn tak,

že

Tx = λ1〈x, v1〉+ λ2〈x, v2〉+ · · ·+ λn〈x, vn〉 .

(ii)

T = µ1P1 + · · ·+ µkPk,

kde µi ∈ σ(T ) a P1, . . . , Pk jsou ortogonálńı projekce na navzájem

kolmé podprostory.
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Důkaz:

(i) Existuje ortonormálńı báze v1, . . . , vn složená z vlastńıch vektor̊u operátoru

T . At’ plat́ı

Tvi = λivi , i = 1, . . . n ,

λi ∈ C. Pro obecné x ∈ H máme rozvoj do báze

x = 〈x, v1〉v1 + 〈x, v2〉v2 + · · ·+ 〈x, vn〉vn .

Aplikujeme-li na tuto identitu operátor T , máme

Tx = 〈x, v1〉Tv1 + 〈x, v2〉Tv2 + · · ·+ 〈x, vn〉Tvn
= λ1〈x, v1〉v1 + λ2〈x, v2〉v2 + · · ·+ λn〈x, vn〉vn .

(ii) Vyjdeme z vyjádřeńı (i). Uvažme množinuA = ∪ni=1{λi}. Tato množina

má k r̊uzných prvk̊u µ1, . . . , µk (1 ≤ k ≤ n). At’ Pi (1 ≤ i ≤ k ) je projekce

na podprostor generovaný těmi vektory vs, pro které je Tvs = µivs. Pak lze

snadno nahlédnout, že plat́ı (ii).

T́ım jsme větu dokázali. �

Tvrzeńı : Necht’ H je Hilbert̊uv prostor konečné dimenze a T ∈ B(H)

je normálńı operátor. Pak

‖T‖ = r(T ).

Důkaz: Nerovnost r(T ) ≤ ‖T‖ plat́ı obecně. Dokážeme ted’ pro př́ıpad

dimH <∞ opačnou nerovnost. Vyjděme ze spektrálńıho vyjádřeńı operátoru

T odvozeného výše:

T = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λkPk ,

kde λ1, . . . , λk jsou vlastńı č́ısla operátoru T a P1, . . . , Pk jsou ortogonálńı

projekce na navzájem kolmé podprostory s

P1 + P2 + · · ·+ Pk = I .
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Pro y ∈ H tak plat́ı (Pythagorova věta), že

‖y‖2 = ‖P1y‖2 + ‖P2y‖2 + · · ·+ ‖Pky‖2 .

Tedy pro x ∈ H můžeme odhadnout:

‖Tx‖2 = |λ1|2‖P1x‖2 + |λ2|2‖P2x‖2 + · · ·+ |λk|2‖Pkx‖2

≤ max
i=1,...,k

|λi|2 · (‖P1x‖2 + ‖P2x‖2 + · · ·+ ‖Pkx‖2) = r(T )2‖x‖2 .

T́ım máme,

‖T‖ ≤ r(T ) ,

a d̊ukaz je ukončen.

�

Definice : Operátor T ∈ B(H) nazýváme jednoduchý, jestliže je lineárńı

kombinaćı ortogonálńıch projekćı s navzájem kolmými obory hodnot.

Poznámka : Na základě spektrálńı věty je každý normálńı operátor

na prostoru konečné dimenze jednoduchý. Spektrálńı teorie pro obecný Hil-

bert̊uv prostor ř́ıká, že jednoduché operátory jsou husté v množině normálńıch

operátor̊u. Tedy každý normálńı operátor je limitou jednoduchých operátor̊u

(nedokazujeme!).

Poznámka : Uvažujme operátor T ∈ B(H). Vı́me už, že pokud je T

samoadjungovaný, pak σ(T ) ⊂ R, je-li pozitivńı, pak σ(T ) ⊂ 〈0, ∞), a

konečně v př́ıpadě unitárńıho operátoru máme σ(T ) ⊂ {z ∈ C
∣∣ |z| = 1}.

Pokud je operátor T normálńı, můžeme uvedené implikace obrátit. Ukážeme

to za předpokladu dim H <∞. Necht’ σ(T ) = {λ1, . . . , λk}, kde λi 6= λj pro

i 6= j. Položme Mi = Ker (T−λi I) a Pi = PMi
. Pak podle věty o spektrálńım

rozkladu

T = λ1P1 + · · ·+ λkPk ,
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kde PiPj = PjPi = 0 pro i 6= j.

(1) Je-li σ(T ) reálné, pak všechna λ1, . . . , λk jsou reálná a tedy

T ∗ = λ1P
∗
1 + λ2P

∗
2 + · · ·+ λkP

∗
k = λ1P1 + · · ·+ λkPk = T .

(2) Předpokládejme nyńı, že λi ≥ 0 pro všechna i. Pak pro každé x ∈ H plat́ı

〈Tx, x〉 = λ1‖Px1‖2 + · · ·+ λk‖Pxk‖2 ≥ 0 .

(3) Konečně, jsou-li λ1, . . . , λk komplexńı jednotky, pak snadný výpočet

dá

TT ∗ = T ∗T = |λ1|2P1 + · · ·+ |λk|2Pk = P1 + · · ·+ Pk = I .

Ekvivalentńı popis normálńı matice pomoćı diagonalizace.

Věta (Diagonalizace) : Necht’ H je Hilbert̊uv prostor konečné dimenze

a (ei)
n
i=1 jeho ortonormálńı báze. Necht’ T ∈ B(H) je normálńı operátor a

T = (tij)
n
i,j=1 jeho matice vzhledem k bázi (ei)

n
i=1, tj. tij = 〈Tej, ei〉. Pak

existuj́ı diagonálńı matice D a unitárńı matice U takové, že

T = U−1DU .

Důkaz: Necht’ v1, . . . , vn je ortonormálńı báze tvořená vlastńımi vek-

tory operátoru T , Tvi = λivi. Definujme diagonálńı operátor D předpisem

Dei = λiei, i = 1, . . . , n. (Ṕı̌seme též D = diag(λ1, . . . , λn). ) Volme unitárńı

operátor U tak, že Uvi = ei, tj. vi = U−1ei. Chceme nyńı ukázat, že

T = U−1DU . Protože je lineárńı zobrazeńı jednoznačně určeno svými hodno-

tami ve vektorech báze, stač́ı tuto rovnost otestovat na vektorech v1, . . . , vn.

Pro tyto vektory plat́ı

U−1DUvi = U−1Dei = U−1λiei = λiU
−1ei = λivi = Tvi.
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Tedy skutečně T = U−1DU . Označ́ıme-li nyńı D a U matice operátor̊u D a

U vzhledem k bázi (ei)
n
i=1, dostaneme T = U−1DU . �

Poznámka : Uvažujme nyńı ortonormálńı H = Cn s kanonickou or-

tonormálńı báźı e1, . . . , en. V d̊ukazu je vidět explicitńı forma matice U a

D. D má na diagonále vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn. Inverzńı matice U−1 od-

pov́ıdá lineárńımu zobrzeńı, které převád́ı ei na vi jej́ı sloupce jsou tedy

po řadě tvořeny vektory v1, . . . , vn. Matice U je k této matici hermitov-

sky sdružená, což znamená, že jej́ı řádky jsou pořadě komplexńı konjugace

vektor̊u v1, . . . , vn.

Schematicky můžeme součin U−1DU vyjádřit takto:


↑ ↑
v1 . . . vn

↓ ↓




λ1 0

. . .

0 λn



← v1 →

. . .

← vn →

 .
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