KAPITOLA 8:
Spektralni analyza operatori a matic

16. kvétna 2020

Definice : Necht H je komplexni Hilbertiv prostor. Rekneme, Ze operdtor
T € B(H) je normdlni, jestlie

™r = TT".

Tvrzeni: Operdtor T € B(H) je normdlni prdvé tehdy, kdyz

ITz|| = |T*z|  Vze H.

Dikaz: Podle dusledku (ii) polarizaéni identity se operatory R, S €
B(H) rovnaji pravé tehdy, kdyz pro vSechna « € H plati (Rzx, x) = (Sz, z).
To znamend, ze TT* = T*T, pravé kdyz pro véechna x € H je (TT*z, x) =
(T*Tx, x). Tato rovnost je ale z definice adjungovaného operdtoru ekviva-
lentni s rovnosti ||Tx|| = | T*z||, protoze (TT*z, x) = (T*z, T*z) = ||T*x|?
a (T*Tz, ) = (Tz, Tx) = ||Tx|]. O

Tvrzeni: Kazdy samoadjungovany, pozitivni nebo unitdrni operdtor je

normalni.

Dikaz: Tato skutecnost vyplyva okamzité z definice samoadjungovaného
a unitarniho operatoru a skutecnosti, ze pozitivni operator je samoadjungo-

vany. 0



Definice: Spektrum, o(T), operdtoru T € B(H) je podmnoZzina C

o(T)={XeC: (T'=X) nemd inverzi v B(H).}
Nebo-li
A& o(T) pravé tehdy, kdyz ezistuje S € B(H) tak, Ze
S(T —AI) = (T—A)S = I.
Hodnotu
r(T) = sup{|A| | xeo(T)}
nazyvame spektrdalnt polomér operatoru T. Bodové spektrum operdtoru
T je mnozina
o,(T) = {A€ C|T — A neni prosty}.

Prvek \ € 0,(T) se nazyvd vlastni éislo operdtoru T'. Vektor v e H\{0},

pro ktery plati
Tv = Av,

se nazyvd vlastni vektor prislusny vlastnimu c¢islu X.

Priklad : Necht M # {0} je uzavieny vlastni podprostor Hilbertova pro-
storu H a Py je ortogondlni projekce na tento podprostor. Pak o(Py) =
{0, 1}, a tedy r(Py) = 1.

Odvozeni: Vechny nenulové vektory v M a M~ jsou vlastni vektory Py,
piislusné vlastnim ¢islum 0 a 1. Tedy {0,1} C o(Py). Vezméme nyni libo-

volné komplexni ¢islo A # 0, 1. Muzeme psat
Py — X =(1—=XNPy—A{I — Py)
Snadno se pak ovéri, ze omezeny operator
(1=XN"Py— A1 - Py)

je inverzi k Py — AI.



Véta o spektru: Kazdy operdtor T € B(H) md neprdzdné spektrum
o(T). Spektrum, o(T') je vidy uzaviend mnozina v C obsaZend v kruhu {z €
C |z < |IT]I3-

Dikaz Vylou¢ime piipad T' = 0, kdy o(7") = {0}. Dukaz neprazdnosti a
uzavrenosti je netrivialni a nebudeme ho délat. Dokazeme si vsak, ze spek-
trum je v absolutni hodnoté omezeno konstantou ||7’||. Vezméme tedy A € C
s |A| > ||T|| > 0. Operéator T'— Al ma omezenou inverzi pravé tehdy, kdyz ji

ma operator [ — % nebot plati, Ze
T—AI-AI(%—I).

Oznacme B = L. Pak B € B(H) a ||B|| < 1. Staéf tedy ukdzat, ze I — B m4

inverzi v B(H). Vezméme si fadu

iB”:IJrBJrBZJr---.

n=0

a ukazme, ze konverguje v Banachové prostoru B(H). Pro ¢astecné soucty

Sn:éB”

plati pro m > n
1Sm = Sull =11 D Bl < > IBI".
i=n+1 1=n+1
Vzhledem k tomu, ze || B|| < 1 je ¢iselnd geometrickd fada >~ || B||" konver-
gentni a tedy > . ||B||” —= 0 pro n,m — oo. To znamené, ze posloupnost
(Sn) je cauchyovskd a ma tedy limitu S =" B".
Vsimnéne si nyni snadnym vypoctem, ze
(I —B)S,=S,(I -B)=1-B""" - I pron — co.

To znamena, ze po limitnim pfechodu mame

SI-B)=(I-B)S=1.
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Tim je dukaz ukoncen. L.
Dalsi stézejni véta funkcionani analyzy, kterou uvedeme bez dukazu:

Véta o inverzi: Af X aY jsou Banachovy prostory aT : X —Y
je omezenyj prosty surjektivni operdtor. Pak inverzni zobrazeni T :Y — X

je také omezeny operdtor.

Poznamka : Bereme-li v ivahu Vétu o inverzi, mizeme fici, ze pro A € C
bude platit A € o(7T") ze dvou duvodu:

1) Operator T'— A neni prosty. Pak je A € op(T).
2) Operéator T'— A/ je prosty, ale neni na, tj. R(T) # H.

Jak ukazeme, pro operatory na prostoru konecné dimenze muze nastat jen
prvni pripad. Na druhou stranu uvidime, ze v pripadé operatoru na prostoru

nekonecné dimenze muze byt bodové spektrum prazdné.

Tvrzeni: Necht T € B(H), dimH < co. Pak o(T) = op(T).

Dikaz: Linearni zobrazeni mezi prostory stejné koneéné dimenze je na
pravé tehdy, kdyz je prosté. To znamend, Ze inverzni operator k operatoru
T — A neexistuje pravé pro ta A, pro kterd neni operator T" — A\l prosty.
(Pfitom kazdy linedrni operdtor na prostoru konecné dimenze je omezeny, a
tedy 1 spojity. Odtud dostdvame, ze do spektra o(T') patii presné ta A, ktera
lezi v op(T).)

Priklad (Operator s nebodovym spektrem): Uvazujme operator T :
H = L[?(0,1) — H = L*0, 1) definovany predpisem T'f = zf(z) (tj.
T = T, je multiplikativni operdtor odpovidajici nasobeni funkei g(z) = z).

Spektrum operatoru 7' ma tyto vlastnosti:



e o(T)=1(0,1): At XA € (0,1). Ukdzeme, ze T — Al nem4 inverzi v

B(H). Specialné ukézeme, ze T'— AI neni operator na. Dokazeme to sporem.

Predpokladejme, ze T'— A I je na. Vezméme si funkei h(z) = 1 pro vsechna
x € (0, 1). Musi existovat funkce g(z) € H tak, ze

(x — N)g(z) = h(z), pro skoro viechna = € (0, 1) .

Timto mame, ze pro skoro vsechna x € (0, 1) plati

Toto viak neni funkce z H nebot

1 1
/o (-2

To muzeme vidét nasledujicicm zptsobem: Volme 0 < € < A. a pocitejme

I>/)\—e 1 p 1 A—e 1 1—> Coa
—dr = |— =— — — — 00 pro e .
—Jo (x—=2A)? r—A], e A P

Tedy skutecné I = 0o a dostavame spor. (Piipad A = 0, 1 je podobny. )
Tedy pro kazdé A\ € (0, 1) je A € o(T). Jinymi slovy, (0, 1) C (7).

Ukéazeme nyni opacnou inkluzi. Vezméme si A € C\ (0, 1). Tento bod mé

od intervalu (0, 1) kladnou vzdélenost d. Plati tedy, ze

1
T — A

‘Sé Vo € (0, 1),.

Tedy fukce h(z) = L5 je omezend (spojitd) funkce na (0, 1). Snadno se ted

ovsem oveéri, ze omezeny operator T}, je inverzni k operatoru 7'— AI. Tim je

dukaz ukoncen.

e op(T)=10: Opét provedeme dikaz sporem. At g € L*(0, 1), g # 0
a A € (0, 1) je takové, ze z g(x) = Ag(z) pro skoro vsechna z € (0, 1).
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Pak ovsem pro skoro viechna x € M = {z € (0, 1) | g(z) # 0} musi platit
x = A, a tedy M ma (Lebesgueovu) miru nula. Tim jsme ale dosli ke sporu
s predpokladem, 7ze g # 0 v L%*(0, 1). Bodové spektrum operatoru 7' je tak

prazdné.
Tvrzeni: Necht operdtor T € B(H) ma v B(H) inverzi. Pak pro
nenulové A € C plati
A€ o) pravé tehdy, kdyz Mg o(Th.
Diukaz: Operatory T a T~ maji v B(H) inverzi a tedy tvrzeni plati pro

A = 0. Muzeme tedy v dalsim uvazovat jen A # 0. Ukazeme, ze \ & o(T),
praveé kdyz A1 & o(T~1). Méjme tedy dédno A\ # 0. Pak

T\ =TI -2 = X' (A -T).

Predpokladejme, ze (T'— AI) ma inverzi v B(H). Na zdkladé predchoziho
vztahu ji pak ma i 7-' — A" a to

(M —T)'AT.

Opacnd implikace vyplyvé (napiiklad) ze symetrie mezi T a T

Tvrzeni: Necht T € B(H) je normdlni. Pak
(i) Je-li Tz = Az pro néjaké A € C, pak T*z = \r.
(i) Jestlize A; # A2, potom Ker(T — A1) L Ker(T — \o1).
Dukaz: (i) Necht A € C. Protoze je operdtor T normdlni, je také
operator T'— AI normalni (ovéfte jako cviceni). Pro kazdé x € H plati
1Tz — Azl = [[(T = ML) z|| = (T = A)"z| = |(T* = AD) 2| = |T*2 — Az
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(ii) Necht z € Ker(T'—\ 1), y € Ker(T— o), tj. Tx = Mz, Ty = \oy.
Pak
Mz, y) = (Ta, y) = (x, Ty) = (z. Aay) = Xz, y).
Protoze A1 # Ag, musi nutné byt (x, y) = 0. O

Tvrzeni: Nechf T € B(H) je normdlni operdtor. Pak \ & o(T) prdvé
tehdy, kdyz existuje c > 0 tak, Ze

(T = AD)z|| > clz| YreH.

Dikaz: Jelikoz A € o(T) prave tehdy, kdyz 0 € o(T'—\I), staci uvazovat
pouze piipad A = 0. Ukézeme tedy, ze 0 & o(T'), pravé kdyz existuje ¢ > 0

takové, ze pro vsechna x € H plati || Tz| > c||z||.

Tz|| > c|lz||, je operdtor T prosty.

n—oo

7 <7 Protoze pro vSechna x plati
Ukézeme nynf, ze podprostor R(T') je uzavieny. Necht (z,)°2, C H, Tz,

y. Pak z naseho predpokladu dostavame
cllan = zml < 1T (@0 — zp)|| = (T2 — T

Posloupnost (T'x,,)%2; je ale cauchyovskd (je totiz konvergentni), takze je

[e.9]

1, @ ma tak v uplném prostoru H limitu.

cauchyovska i posloupnost (z,)
Ozna¢me tuto limitu x. Protoze je operator T' spojity, konverguje posloup-
nost (T'z,)5°, k T'z. Soucasné mé ale také konvergovat k y. Z jednoznacénosti
limity tak dostdvdme, ze musi byt y = . To znamend, ze y € R(T), a pod-
prostor R(T') je tak uzavieny. Dale potfebujeme ukézat, ze R(T) = H. K
tomu predpoklddejme, ze x € R(T)*. Protoze TT*z € R(T) a T je normalni,
mame

0= (v, TT*z) = (x, T*Tz) = (Tx, Tz) = || Tx|>.

Je tedy ||Tz|| = 0, a protoze je T prosté, také z = 0. Tim je R(T)* = {0} a
R(T) = H. Zbyva jesté ovérit, ze je operdtor T—1 spojity, tj. T-1 € B(H).
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To vyplyva z Véty o inverznim zobrazeni. Je to ovSem mozno elementarné
dokézat nésledovné: Necht y € H. Pak existuje z € H takové, ze y = Tz (je
totiz R(T) = H). Podle predpokladu méme

lyll = |Tz|| > cllz]| = || T yll,
neboli

) 1
Iyl < Nyl

Protoze bylo y € H libovolné, je operator T-! omezeny (||[T71 < 1), a

C

tim také spojity.

7 = 7 Tuto ¢ast ditkazu proved'te sami jako cviceni. O
Neéekolik zajimavych dusledku:

Disledek: Necht T € B(H) je normélni. Pak A\ € o(T) pravé tehdy,
kdyz existuje posloupnost jednotkovych vektoru (z,)5; tak, ze

lim ||Tx, — Az,|| = 0.
n—o0

Dukaz: Podle predchoziho tvrzeni A € o(T) pravé tehdy, kdyz neexis-
tuje ¢ > 0, pro které by bylo ||(T"— AI)x|| > ¢ pro vSechna € H s normou
llz|| = 1, nebo=li kdyz

inf{ |(7 = ADz| | [lz] =1} = 0.

To je ale z definice infima ekvivalentni praveé s tim, ze existuje posloupnost

(2)%, |lznll = 1, takova, Ze

| Tz, — Azp|| =3 0.

Tvrzeni: Jeli T € B(H) normalni, pak

o(T) C{{Tw, x) | ||=[l =1}
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Dukaz: Necht X € o(T) a (z,)5°; je posloupnost jednotkovych vek-

n—oo

toru, pro kterou plati ||T'z, — Az,|| — 0 (viz predchozi dusledek). Na
zakladé Schwarzovy nerovnosti

(T2 = A, 20} < (T = A llzall = T2, = Aaal] 25 0.
Pouzijeme-li prepis

(Txy — Ay, ) = (T, x,) — )\H:L'n||2 = (Tx,, x,) — A,

vidime, ze (T, z,) — X. Tedy X € {(Tz, )| [[z]|=1}. O

Tvrzeni: Necht T € B(H). Pak

(i) T je samoadjungovany = o(T) C R,
(ii) T je pozitivni = o(T) C Rt = (0,00),
(iii) 7 je unitarni = o(T) c {zeC||z| =1}.

Ditkaz: Vyuzijeme toho, ze vSechny samoadjungované, pozitivni i unitarni
operatory jsou normalni.

(i) Pokud je operdtor T samoadjungovany, pak pro kazdé z € H plati
(Tx, x) € R. Tedy

o(T) C {{Tz, z)| ||z|| =1} CR.

(ii) Je-li T pozitivni operator, pak (T'x, ) > 0 pro vSechna = € H. To

znamena, ze

o(T) C {{Tw, x) | ||=]| = 1} < (0, o0).

(iii) Necht je T unitarni operdtor. Protoze unitarni operdtory zachovdvaji

normu, mame pro x € H, ||z|| = 1, ze Schwarzovy nerovnosti
(T, x)| < T |zl| = [«* = 1.

Odtud

o(T) C {(Tw, z) | ol =1} c {A[[A] < 1}
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To ale znamend, ze o(T) C{Ae C : |\ =1}

Je-li nyni A ve spektru 7', pak je nutné nenulové a plati podle predchoziho
tvrzeni, ze % € o(T71). Jelikoz je ovsem T~! unitdrn{ operator, plati podle
predchozich argumentt, ze |5| < 1. To dd [A| > 1 a tedy o(T) D {A € C :
|A| = 1}. Tim je dukaz ukoncen.

O

Véta: Necht T € B(H) je normdlni. Pak
Tl = r(T).

Dukaz: Nerovnost 7(7') < ||T|| jsme dokézali vyse pro obecny operator.

Opacnou nerovnost dokazeme o néco pozdéji pro pripad dim H < oc. 0

Spektralni véty

V této casti se zamérime hlavné na Hilbertovy prostory konecné dimenze.
Pripomenme, ze v tomto ptipadé je spektrum operatoru 7' tvoreno praveé jeho

vlastnimi ¢isly, tj. o(T') = op(T).

Véta: Necht H je Hilbertiiv prostor, dim H < oo, T € B(H) je normdlni
operator. Pak existuje ortonormdlni bdze prostoru H sloZend z vlastnich vek-
toru operdtoru T.

Dikaz: Polozme n = dim H. Protoze spektrum operatoru je neprazdna
mnozina, mé operator 7" alespoi jeden jednotkovy vlastni vektor. Bud vy, ..., vy
néjakd ortonormdlni (koneénd) posloupnost vlastnich vektoru operatoru 7',
Tv; = \jv;. Protoze je operator T' normalni, mame T™v; = Av;. Vime, ze or-
tonormalni mnozina neobsahujici nulovy prvek je vzdy linedrné nezavisla. Je

tedy nutné k£ < n. Jestlize je k = n, mame uz hledanou ortonormalni bazi.
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Pokud k < n, ozna¢me X = lin(vy,...,v;), ¥ = X*. Protoze X ; H, je
Y #{0}. At ye€VY. Pakpro i=1,...,k mame

<Ui7 Ty> = <T*v’i7 y> = X<vi7 y> :XO = 0.

Odtud Ty € lin(vy,...,v)t =Y, atedy T(Y) CY (tj. podprostor Y je in-
variantni vuci 7). Zuzime-li tedy nyni operéator T na podprostor Y a zizen{
oznacime T' (tj. Ty = Ty pro y € Y), bude T € B(Y). Jako vyse operétor T,
mus{ mit nyn{ i operdtor T alespor jeden jednotkovy vlastni vektor. Oznacme
ho vg41. Protoze je T jen ztzeni operdtoru T, je vpy1 také vlastnim vekto-
rem operatoru 7', a to vlastnim vektorem, ktery je kolmy ke vSsem vektorum
v, ..., v, (mame totiz Y = X1). Tedy vi,...,veq1 je také ortonormalni
mnozina tvorend vlastnimi vektory operatoru T'. Pokud je k + 1 = n, nasli
jsme hledanou ortonormalni bazi. Pokud je k£ + 1 < n, opakujeme praveée
provedeny postup do té doby, nez bude mit ziskand ortonormalni mnozina

vlastnich vektoru n prvku. O

Podivéame se ted na explicitn{ formu normélniho operdtoru na koneéné

dimenzi.

Véta (Spektrilni rozklad) :
Necht H je Hilbertiv prostor konecné dimenze a T € B(H) je normdlni

operdtor. Pak

(i) Eristuje ortnormdlnd baze vy, ..., v, prostoru H a éisla Ay, ..., \, tak,

Ze
Tax = A(z,v1) + Aoz, v2) + -« + A\p{x, vy)

(ii)
T = P+ + b,

kde p; € o(T) a Py,..., P, jsou ortogondlni projekce na navzdjem
kolmé podprostory.
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Dikaz:
(i) Existuje ortonormélni béze vy, . . . , v, slozend z vlastnich vektoru operatoru
T. At plati

Tv,=\Nv;,i=1,...n,
A; € C. Pro obecné x € H mame rozvoj do baze
= (z,v1)v1 + (T, 0209 + -+ + (X, 0,)Vy .
Aplikujeme-li na tuto identitu operdtor 7', mame
Tx = (x,v1)Tv; + (x,v2)Tvg + - -+ + (x,v,)Tv,
= A {(x,v1)v1 + Ao{x, v2)vg + - - + AT, v,) 0, .

(ii) Vyjdeme z vyjadreni (i). Uvazme mnozinu A = U {\; }. Tato mnozina
mé k ruznych prvku py, ..., ue (1 <k <n). At P, (1 <i<k) je projekce
na podprostor generovany témi vektory v, pro které je Tvy, = pv,. Pak lze
snadno nahlédnout, ze plati (ii).

Tim jsme vétu dokazali. 0

Tvrzeni: Nechf H je Hilbertiv prostor koneéné dimenze a T € B(H)

je normdalni operdtor. Pak
17| = r(T).
Dukaz: Nerovnost 7(T') < || T plati obecné. Dokdzeme ted pro pifpad

dim H < oo opac¢nou nerovnost. Vyjdéme ze spektralniho vyjadieni operatoru

T odvozeného vyse:

T=MPi+XP+- -+ APy,

kde Ay, ..., A jsou vlastni ¢isla operatoru T a Pi,..., P, jsou ortogonalni

projekce na navzajem kolmé podprostory s
Pi+Py+---+P,=1.
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Pro y € H tak plati (Pythagorova véta), ze
1ylI* = 1Pyl + | Poyl® + - - + [ Pyl

Tedy pro x € H muzeme odhadnout:

T2l = MLl + PoPl| Poal® + - - + Al P
< max [N ([Pl + | Pl * + -+ | P |?) = (T2l

Tim mame,

17N < n(T),

a dukaz je ukoncen.

Definice : Operdtor T € B(H) nazyvéame jednoduchy, jestlize je linedrni

kombinaci ortogonalnich projekei s navzdjem kolmymi obory hodnot.

Poznamka: Na zikladé spektralni véty je kazdy normalni operdtor
na prostoru konecné dimenze jednoduchy. Spektralni teorie pro obecny Hil-
bertuv prostor ika, ze jednoduché operatory jsou husté v mnoziné normalnich
operatoru. Tedy kazdy normalni operdtor je limitou jednoduchych operatoru

(nedokazujemel).

Poznamka: Uvazujme operator T € B(H). Vime uz, ze pokud je T
samoadjungovany, pak o(T) C R, je-li pozitivni, pak o(T) C (0, o0), a
konetné v pifpadé unitarniho operdtoru méme o(T) C {z € C||z| = 1}.
Pokud je operator T' normélni, muzeme uvedené implikace obratit. Ukazeme
to za predpokladu dim H < co. Necht o(T") = {A1,..., g}, kde \; # A; pro
i # j. Polozme M; = Ker (T'— \; I) a P, = Py;,. Pak podle véty o spektralnim
rozkladu
T = MNP+ + NPy,
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kde PiP; = P;P, = 0 pro i # j.

(1) Je-li o(T) redlné, pak vSechna A, ..., g jsou redlnd a tedy
T =MPf+ MNP+ + NP =P+ -+ NP =T.
(2) Predpokladejme nyni, ze \; > 0 pro vSechna i. Pak pro kazdé = € H plati
(Tz,x) = M||Pzy||> + - + M| Pai||* > 0.

(3) Konecné, jsou-li A, ..., A\x komplexni jednotky, pak snadny vypocet
da
TT* =TT = |M]*Pi+ -+ | M’ Po =P+ -+ P =1.

Ekvivalentni popis normalni matice pomoci diagonalizace.

Véta (Diagonalizace): Necht H je Hilbertiv prostor koneéné dimenze
a (e;)", jeho ortonormdln{ bdze. Necht T' € B(H) je normdlni operétor a
T = (ti;)7 ;=1 jeho matice vzhledem k bazi (e;)i_;, tj. ti; = (Te;, ;). Pak

existuji diagonalni matice D a unitarni matice U takové, ze

T = U 'DU.

Dukaz: Necht vi,...,v, je ortonormdlni bdze tvofend vlastnimi vek-
tory operatoru 1T, Tv; = \v;. Definujme diagonalni operator D predpisem
De; = Neg, i =1,...,n. (Piseme téz D = diag(Ay, ..., \,).) Volme unitarni
operator U tak, ze Uw; = e;, tj. v; = U 'e;. Checeme nyni ukazat, ze
T = U~'DU. Protoze je linearni zobrazeni jednozna¢né uréeno svymi hodno-
tami ve vektorech béaze, staci tuto rovnost otestovat na vektorech vy,...,v,.

Pro tyto vektory plati

U_IDUUZ‘ = U_lDei = U_l)\iez- = /\iU_lei = )\ivi = TUZ‘.
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Tedy skuteéné T'= U~ DU. Oznaéime-li nyni D a U matice operdtort D a
U vzhledem k bazi (e;)",, dostaneme T =U~"'DU. O

Poznamka: Uvazujme nyni ortonormalni H = C" s kanonickou or-
tonormalni bazi ey, ..., e,. V dikazu je vidét explicitni forma matice U a
D. D mé na diagondle vlastni ¢isla \q,...,\,. Inverzni matice U™! od-
povida linearnimu zobrzeni, které prevadi e; na v; jeji sloupce jsou tedy
po tadé tvoreny vektory wvy,...,v,. Matice U je k této matici hermitov-
sky sdruzend, coz znamena, ze jeji fadky jsou poradé komplexni konjugace
vektoru vy, ..., v,.

Schematicky muzeme souc¢in U™'DU vyjddiit takto:

T 0 A 0 — T =
vro... Un,
4 { 0 An — U, —
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