
Èísla

0.1 Obory

Bùh stvoøil celá èísla, v¹e ostatní

je dílem èlovìka.

Leopold Kronecker

Jsou-li podstatou a univerzálním jazykem matematiky èísla, pak je pro
dal¹í vyjadøování rozumné si nìkteré èasto u¾ívané soubory (mno¾iny) èísel
pojmenovat a pøiøadit jim speciální symboly:

� pøirozená èísla, N = {1, 2, 3, . . .} jsou nejstar¹ím nástrojem
matematické abstrakce: vznikly jako praktická pomùcka pro
zaznamenávání jevù bì¾ného ¾ivota (poèty zvìøe, kalendáøe, �nanèní
záznamy). S tím souvisí jednoduchost manipulace s pøirozenými èísly,
av¹ak na druhou stranu je nebývale slo¾ité vymezit, co pøirozená èísla
opravdu jsou.

� celá èísla, Z = {. . .− 3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} vznikla jako roz¹íøení
pøirozených èísel, aby bylo mo¾né vyjadøovat nedostatek (napø. pro
vyjádøení dluhù, tedy ji¾ zcela abstraktní my¹lenku); z
matematického hlediska je tato idea vyjádøena tak, ¾e Z jsou na
rozdíl od N uzavøená na odèítání, tj. rozdíl libovolných dvou celých
èísel je opìt celé èíslo

� racionální èísla, Q =
{
a
b |pro celá èísla a, b ∈ Z, b 6= 0

}
vyjadøují

èásti a podíly (pøirozených nebo celých èísel a objektù, které
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reprezentují); ka¾dé racionální èíslo lze vyjádøit pomocí desetinného
èísla s koneèným nebo periodickým rozvojem; zajímavým a
neèekaným faktem je, ¾e racionálních èísel je stejnì jako pøirozených

� reálná èísla, R jsou racionální èísla doplnìná na úplnou pøímku,
èím¾ v mnoha ohledech dostaèují popisu fyzického svìta
matematickými nástroji

� iracionální èísla, I =
{
π, e,
√
p pro prvoèíslo p

}
jsou ta reálná èísla,

která nejsou racionální; jejich název napovídá, ¾e byla pùvodnì
þnesmyslná, nepochopitelnáÿ, co¾ souviselo s Pythagorejským
pojetím svìta a tzv. První krizí matematiky

V tomto pojetí skoro ka¾dý nový obor roz¹iøuje pøedcházející, tudí¾ prvky
pùvodního souboru zároveò nále¾ejí do souborù novì vzniklých.
Schematicky lze situaci vystihnout napøíklad následujícím diagramem:

zdroj: commons.wikimedia.org

Uvedené rozdìlení není ani zdaleka úplné a lze na základì zkoumaných
vlastností uva¾ovat i dal¹í významné soubory èísel, napø. prvoèísla,
desetinná èísla, algebraická èísla, transcendentní èísla, p-adická èísla atd.

Otázky:

1. Co je èíslo 2? Jak byste jej popsali náv¹tìvníkovi z amazonského
kmene Munduruku (jazyk tohoto kmene nezná èísla, nato¾ pøesné
pojmy mno¾ství, má pouze slova pro þmáloÿ, þnìkolikÿ ap.)?
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2. Znaèky N,Q a R odpovídají latinským slovùm naturalis, quotiens a
res, z nich¾ vycházejí jejich anglické, resp. francouzské názvy. Kde se
vzalo písmeno Z oznaèující celá èísla?

3. Pro který obor neplatí, ¾e roz¹iøuje pùvodní obory, tudí¾ neobsahuje
prvky døíve de�novaných oborù?

4. Základní operací na pøirozených èíslech je sèítání (+), pøi jejím
provádìní se nemù¾e stát, ¾e bychom se dostali mimo pøirozená èísla.
Jaké dal¹í operace lze takto v N provádìt? Jaké operace lze provádìt
na jiných oborech?

5. Je 0 pøirozené èíslo? Proè?
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Polynomy

Polynom je jakýkoli výraz tvaru

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0.

Prvkùm ai øíkáme koe�cienty a obvykle jde o reálná èísla, ale mo¾né jsou
i jiné pøípady. Èíslu n øíkáme stupeò polynomu a v pøípadì polynomu 0
de�nujeme jeho stupeò jako −1 (nìkdy −∞). Prvku anxn øíkáme vedoucí
èlen, prvku a0 absolutní èlen.

Pøíklady polynomù jsou tøeba −2x12 + 5x4 − 3, 7
5x

5 −
√
3x3 + π, −12x

nebo 7 a jejich stupnì jsou postupnì 12, 5, 1, a 0, jejich vedoucí èleny
−2x12, 7

5x
5, −12x a 7 a jejich absolutní èleny −3, π, 0 a 7.

0.2 Dìlení polynomù

Dva polynomy mezi sebou umíme dobøe seèíst, odeèíst a vynásobit a jako
výsledek dostaneme v¾dy nìjaké dal¹í polynomy. Obecnì ale neumíme mezi
sebou dva polynomy vydìlit tak, abychom opìt dostali polynom, za
pøíklad mù¾e slou¾it podíl polynomù 1 a x− 3: zlomek 1

x−3 toti¾ nemá
tvar, jak jsme de�novali v úvodu, a není tedy polynomem. Jediné, co nám
zbývá, je polynomy dìlit se zbytkem1.

Jak tedy polynomy dìlíme? Vysvìtlíme si na pøíkladu dìlení polynomu
P (x) = 2x3 + 7x2 − x− 25 polynomem Q (x) = 2x− 3. Poèítáme tedy(

2x3 + 7x2 − x− 25
)
: (2x− 3)

1Rozmyslete si, jak je v tomto chování polynomù podobné chování celých èísel.
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krok 1 vydìlíme vedoucí èlen polynomu P (x) vedoucím èlenem polynomu
Q (x), tedy 2x3

2x = x2(
2x3 + 7x2 − x− 25

)
: (2x− 3) = x2

krok 2 získaným podílem x2 vynásobíme zpìt polynom Q (x) a výsledek
odeèteme od P (x)

(2x3 + 7x2 − x− 25) : (2x− 3) = x2

−(2x3 − 3x2)

10x2 − x− 25

krok 3 opakujeme krok 1, ale teï s dvojicí polynomù 10x2 − x− 25 a 2x− 3
(dìlíme tedy jejich vedoucí èleny, 10x2

2x = 5x)

(2x3 + 7x2 − x− 25) : (2x− 3) = x2 + 5x

−(2x3 − 3x2)

10x2 − x− 25

krok 4 opakujeme krok 2 s novým podílem 5x

(2x3 + 7x2 − x− 25) : (2x− 3) = x2 + 5x

−(2x3 − 3x2)

10x2 − x− 25

−
(
10x2 − 15x

)
14x− 25

krok 5 opakujeme krok 1, teï s dvojicí 14x− 25 a 2x− 3 (dìlíme opìt jejich
vedoucí èleny, 14x

2x = +7)

(2x3 + 7x2 − x− 25) : (2x− 3) = x2 + 5x+ 7

−(2x3 − 3x2)

10x2 − x− 25

−
(
10x2 − 15x

)
14x− 25
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krok 6 opakujeme krok 2 s novým podílem 7

(2x3 + 7x2 − x− 25) : (2x− 3) = x2 + 5x+ 7

−(2x3 − 3x2)

10x2 − x− 25

−
(
10x2 − 15x

)
14x− 25

− (14x− 21)

−4

Proto¾e polynom −4 ji¾ nelze polynomem 2x− 3 dìlit, je postup u konce a
zjistili jsme, ¾e platí rovnost

2x3 + 7x2 − x− 25 =
(
x2 + 5x+ 7

)
· (2x− 3)− 4.

Polynomu x2 + 5x+ 7 v tomto pøípadì øíkáme kvocient a polynomu −4
zbytek. Dùle¾itým faktem je, ¾e zbytek má stupeò ni¾¹í ne¾ je stupeò
dìlitele, v tomto pøípadì má dìlitel stupeò 1, kde¾to zbytek má stupeò 0.

Obecnì lze algoritmus dìlení polynomù zapsat takto:

Vstup: polynomy P (x) , Q (x) , stupeò P (x) ≥ stupeò Q (x)

R (x) = P (x) ;K (x) = 0;A (x) = 0

WHILE stupeò R (x) ≥ stupeò Q (x) DO :

A (x) =
vedoucí èlen R (x)

vedoucí èlen Q (x)

K (x) = K (x) +A (x)

R (x) = R (x)−A (x) ·Q (x)

Výstup: polynomy K (x) , R (x) takové, ¾e platí: stupeò R (x) ≤ stupeò Q (x) a

P (x) = K (x) ·Q (x) +R (x)

0.2.1 Otázky:

1. Vydìlte se zbytkem polynomy:
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(a)
(
x3 − 4x2 + 2x+ 5

)
: (x− 2)

(b)
(
12x3 − 11x+ 9x+ 18

)
: (4x+ 3)

(c)
(
2x5 + x4 − 6x+ 9

)
:
(
x2 − 3x+ 1

)

0.3 Hledání koøenù polynomù

Koøen polynomu P (x) = anx
n+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 je takové èíslo
t, pro které platí P (t) = 0, tedy po jeho dosazení za x dostáváme nulu.

Dùle¾itým faktem je, ¾e pokud je èíslo t koøenem polynomu P (x), pak lze
psát P (x) = (x− t) · P ′ (x), kde P ′ je nìjaký polynom stupnì o 1 men¹ího
ne¾ je stupeò P (x). Z toho ihned plyne, ¾e polynom stupnì n mù¾e mít
nanejvý¹ n koøenù.

V pøípadì reálného polynomu stupnì dva, tj. polynomu tvaru ax2 + bx+ c
se hledání koøenù x1 a x2 redukuje na pou¾ití vzorce

x1,2 =
−b±

√
b−4ac

2a
,

resp. na vyu¾ití Vi�etových vzorcù

x1 + x2 = −
b

a
x1 · x2 =

c

a
.

Dle pøedchozího odstavce pak platí, ¾e polynom ax2 + bx+ c mù¾eme
napsat jako a (x− x1) (x− x2).

V ka¾dém pøípadì máme pro polynomy stupnì 2 máme jasný postup, jak
jejich koøeny najít, nebo se pøesvìdèit, ¾e neexistují. S polynomy vy¹¹ích
stupòù je situace slo¾itìj¹í: pro stupnì 3 a 4 existují analogie k vý¹e
uvedeným vzorcùm, ale jejich u¾ití je technicky velice slo¾ité. Pro stupnì 5
a vy¹¹í je dokonce dokázáno, ¾e ¾ádné obecné vzorce vyu¾ívající bì¾né
operace existovat nemohou2!

Pokud tedy máme polynom vy¹¹ího stupnì, jak nalézt jeho koøen(y)? V
pøípadì polynomu s celoèíselnými koe�cienty lze vyu¾ít následující vìty:

Pro racionální èíslo p
q , které je koøenem polynomu

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0
2Jde o tzv. Abelovu-Ru�niho vìtu, resp. Galoisovu teorii
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s celoèíselnými koe�cienty, platí, ¾e p|a0 a q|an.

Napøíklad pro polynom 4x7 + 5x5 − 12x4 + 6 tedy p mù¾e být jedinì
±1,±2,±3,±6 a q jedinì ±1,±2,±4 a pøíslu¹né racionální koøeny mohou
být jedinì jejich kombinace; tìch je sice 24, ale v principu je mo¾né
v¹echny vyzkou¹et napø. dosazením.

Uvedené tvrzení je mo¾né pou¾ít i pro polynomy s racionálními koe�cienty:
oznaèíme d nejmen¹í spoleèný násobek èitatelù koe�cientù polynomu R (x);
pak je R′ = d ·R (x) polynom s celoèíselnými koe�cienty a jeho koøeny jsou
stejné jako u polynomu R (x). Tedy v místo polynomu
R (x) = 2

3x
5 + 1

7x
3 − 3x+ 3

2 je d = 42, a mù¾eme tedy pracovat s
polynomem R′ (x) = 42 ·R (x) = 28x5 + 6x3 − 116x+ 63.

0.3.1 Otázky:

1. Zkuste dokázat fakt, ¾e pokud je t koøenem polynomu P (x), pak lze
psát P (x) = (x− t) · P ′ (x), kde P ′ je nìjaký polynom.

2. Zkuste s vyu¾itím pøedchozího bodu dokázat, ¾e polynom stupnì n
mù¾e mít nanejvý¹ n koøenù.

3. Které polynomy stupnì jedna mají koøen? Jak jej najdeme?

4. Existuje polynom stupnì nula, který má koøen?

5. Jaké racionální koøeny mù¾e mít polynom 3x3 + 16x2 − 33x+ 14?

0.4 Hornerovo schéma

Bì¾ným problémem, napøíklad (ale nejen) pøi testování, zda je èíslo c
koøenem polynomu P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0, je nutné

zjistit hodnotu P (c). To je samozøejmì mo¾né provést pøímým dosazením,
aneb spoètením výrazu ancn + an−1c

n−1 + . . .+ a1c+ a0.

Existuje v¹ak rychlej¹í metoda, která má nìkteré dal¹í u¾iteèné vlastnosti,
tzv. Hornerovo schéma, které funguje na základì my¹lenky, ¾e polynom

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0
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je mo¾né zapsat i ve tvaru

x (· · · (x (x (anx+ an−1) + an−2) + · · · ) + a1) + a0.

Pøi výpoètu pomocí Hornerova schématu pak postupnì vyhodnocujeme
jednotlivé závorky, co¾ nám (jak uvidíme) u¹etøí mnoho výpoètù. Jeho
princip si uká¾eme na pøíkladu výpoètu hodnoty P (−1) pro polynom
6x6 + 5x5 + 4x4 + 3x3 + 2x2 + x− 3:

krok 1 Pøipravíme si schéma: v jejím prvním øádku jsou koe�cienty
polynomu P (x) v poøadí an, an−1, an−2 . . . a1, a0 a do prvního pole
druhého øádku zapí¹eme èíslo, ve kterém polynom vyhodnocujeme:

6 5 4 3 2 1 −3
−1

krok 2 do druhého pole druhého øádku opí¹eme èíslo nad ním

6 5 4 3 2 1 −3
−1 6

krok 3 do tøetího pole druhého øádku napí¹eme èíslo, které je souètem
souèinu vedlej¹ích dvou polí a èísla nad ním, tj. (−1) · 6 + 5 = −1

6 5 4 3 2 1 −3
−1 6 -1

krok 4 stejnì jako v kroku 3 pokraèujeme a¾ do konce øádku:

• (−1) · (−1) + 4 = 5

6 5 4 3 2 1 −3
−1 6 -1 5

• (−1) · (5) + 3 = −2

6 5 4 3 2 1 −3
−1 6 -1 5 -2
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• (−1) · (−2) + 2 = 4

6 5 4 3 2 1 −3
−1 6 -1 5 -2 4

• (−1) · (4) + 1 = −3

6 5 4 3 2 1 -3

−1 6 -1 5 -2 4 -3

• (−1) · (−3)− 3 = 0

6 5 4 3 2 1 -3

−1 6 -1 5 -2 4 -3 0

krok 5 V posledním poli druhého øádku je hodnota P (−1).

6 5 4 3 2 1 -3

−1 6 -1 5 -2 4 -3 0

Zjistili jsme tedy, ¾e èíslo −1 je koøenem tohoto polynomu. Pro hledání
dal¹ích koøenù by bylo nejvýhodnìj¹í vydìlit P (x) polynomem x+ 1 a
pracovat s polynomem Q (x) stupnì o jedna ni¾¹ím. Hornerovo schéma
v¹ak tuto informaci dává okam¾itì: èísla v druhém øádku jsou toti¾
koe�cienty tohoto polynomu, platí tedy

P (x) = (x+ 1) ·
(
6x5−1x4+5x3−2x2+4x−3

)
.

Tento fakt platí obecnì i pro èísla, která nejsou koøenem polynomu, a je
tedy mo¾né Hornerovo schéma vyu¾ívat pro dìlení lineárním polynomem,
napø. takto: chceme-li vydìlit ná¹ polynom P (x) polynomem x+ 2,
vypoèítáme tabulku pro èíslo −2:

6 5 4 3 2 1 -3

−2 6 -7 18 -33 68 -135 267
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Dostáváme tedy, ¾e platí rovnost

P (x) = (x+ 2) ·
(
6x5 − 7x4 + 18x3 − 33x2 + 68x− 135

)
+ 267.

Efektivita Hornerova schématu V pøípadì zji¹»ování hodnoty P (c)
pøímým dosazením, tedy spoètením výrazu

anc
n + an−1c

n−1 + . . .+ a1c+ a0

je obecnì potøeba n(n+1)
2 násobení a n sèítání (rozmyslete si proè). Pokud

pou¾ijeme Hornerovo schéma, je potøeba pouze n násobení a n sèítání,
tedy tento algoritmus ¹etøí èas. Je dokonce mo¾né ukázat, ¾e pro reálné
polynomy neexistuje rychlej¹í algoritmus na vyhodnocování, a Hornerovo
schéma je tedy optimální metodou.

0.4.1 Otázky:

1. Zapi¹te polynom 6x6 + 5x5 + 4x4 + 3x3 + 2x2 + x− 3 ve tvaru
x (· · · (x (x (anx+ an−1) + an−2) + · · · ) + a1) + a0.

2. Urèete hodnoty P (c) pro c ∈ {1,±3}, kde P (x) je polynom z
pøedchozího cvièení. Je nìkteré z tìchto èísel koøenem?

3. Vydìlte pomocí Hornerova schématu polynom
6x5 − 7x4 + 18x3 − 33x2 + 68x− 135 polynomem x− 1.
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Odpovìdi

Oddíl 0.1

2. Z pochází z nìmeckého zahlen; více na
http://jeff560.tripod.com/nth.html

3. iracionální èísla, jsou toti¾ de�nována jako mno¾inový doplnìk
(platí I = R \Q)

4. na N: z klasických násobení, mocnìní ap. (co¾ jsou jen iterace
sèítání, resp. násobení), nelze provádìt odèítání, dìlení atd.

Oddíl 0.2.1

1. (a) x2 − 2x− 2, zbytek 1

(b) 3x2 − 5x+ 6, zbytek 0

(c) 2x3 + 7x2 + 19x+ 50, zbytek 125x− 41

Oddíl 0.3.1

3. v¹echny, polynom x+ c má koøen −c
4. ¾ádný; jediným kandidátem by byl polynom 0, ale ten má

stupeò −1
5. p

q , kde p ∈ {±1,±2,±7,±14} a q ∈ [±1,±3}

Oddíl 0.4.1

1. x (x (x (x (x (6x+ 5) + 4) + 3) + 2) + 1)− 3

2. P (1) = 18, P (3) = 6012, P (−3) = 3114

3. 6x4 − x3 + 17x2 − 16x+ 52, zbytek −83
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