Cisla

0.1 Obory

Biih stvotil celd ¢isla, vse ostatni
je dilem clovéka.

Leopold Kronecker

Jsou-li podstatou a univerzalnim jazykem matematiky c¢isla, pak je pro
dalsi vyjadfovani rozumné si nékteré ¢asto uzivané soubory (mnoziny) éisel
pojmenovat a prifadit jim specidlni symboly:

e piirozend ¢&isla, N = {1,2,3,...} jsou nejstarsim nistrojem
matematické abstrakce: vznikly jako praktickd pomicka pro
zaznamendvani jevi bézného zivota (pocty zvéte, kalendére, finanéni
zdznamy). S tim souvisi jednoduchost manipulace s pfirozenymi &isly,
avSak na druhou stranu je nebyvale slozité vymezit, co prirozend ¢isla
opravdu jsou.

e celd ¢&isla, Z ={...—3,-2,—1,0,1,2,3,...} vznikla jako rozsifeni
prirozenych ¢isel, aby bylo mozné vyjadiFovat nedostatek (napf¥. pro
vyjadieni dluhd, tedy jiz zcela abstraktni myslenku); z
matematického hlediska je tato idea vyjadiena tak, Ze Z jsou na
rozdil od N uzaviend na odéitani, tj. rozdil libovolnych dvou celych
Cisel je opét celé cislo

e raciondlni éisla, Q = {% | pro celd ¢islaa,b € Z,b # 0} vyjadiuji
¢asti a podily (pfirozenych nebo celych ¢isel a objekt, které
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reprezentuji); kazdé raciondlni ¢islo lze vyjadrit pomoci desetinného
¢isla s koneénym nebo periodickym rozvojem; zajimavym a
necéekanym faktem je, ze racionalnich ¢isel je stejné jako prirozenych

e redlna ¢isla, R jsou racionilni ¢isla doplnéna na tplnou primku,
¢imz v mnoha ohledech dostacuji popisu fyzického svéta
matematickymi nastroji

e iraciondlni éisla, [ = {W, €, /P pro prvoéislop} jsou ta realnd &isla,
ktera nejsou racionalni; jejich nazev napovida, ze byla ptvodné
,hesmyslna, nepochopitelna“, coz souviselo s Pythagorejskym
pojetim svéta a tzv. Prvni krizi matematiky

V tomto pojeti skoro kazdy novy obor rozsituje predchazejici, tudiz prvky
puvodniho souboru zaroven nélezeji do soubori nové vzniklych.
Schematicky lze situaci vystihnout napiiklad nasledujicim diagramem:

R (Q(Z(N._

zdroj: commons.wikimedia.org

Uvedené rozdéleni neni ani zdaleka iplné a lze na zakladé zkoumanych
vlastnosti uvazovat i dalsi vyznamné soubory ¢isel, napr. prvodisla,
desetinnd ¢&isla, algebraické ¢isla, transcendentni ¢éisla, p-adicka éisla atd.

Otazky:
1. Co je ¢islo 27 Jak byste jej popsali navstévnikovi z amazonského

kmene Munduruku (jazyk tohoto kmene neznd ¢isla, natoz presné
pojmy mnozstvi, ma pouze slova pro ,malo*, ,nékolik“ ap.)?
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2. Znacky N, Q a R odpovidaji latinskym sloviim naturalis, quotiens a
res, 7z nichz vychazeji jejich anglické, resp. francouzské nazvy. Kde se
vzalo pismeno Z oznadujici celd ¢isla?

3. Pro ktery obor neplati, ze rozsifuje ptivodni obory, tudiz neobsahuje
prvky drive definovanych obori?

4. Zékladni operaci na piirozenych &islech je séitani (4), pfi jejim
provadéni se nemuze stat, ze bychom se dostali mimo prirozena éisla.
Jaké dalsi operace lze takto v N provadét? Jaké operace lze provadét
na jinych oborech?

5. Je 0 pfirozené ¢islo? Proc¢?
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Polynomy

Polynom je jakykoli vyraz tvaru
anx™ + ap_12" 4 ..+ a1z + ao.

Prvkam a; fikdme koeficienty a obvykle jde o realna ¢isla, ale mozné jsou
i jiné piipady. Cislu n fikime stupen polynomu a v piipadé polynomu 0
definujeme jeho stupen jako —1 (nékdy —oo). Prvku a,z™ fikime vedouci
¢len, prvku ag absolutni ¢len.

Pi#iklady polynomi jsou tieba —2x'2 + 524 — 3, %x5 — V32 4+, —122
nebo 7 a jejich stupné jsou postupné 12, 5, 1, a 0, jejich vedouci ¢leny

—2z12, gac‘r’, —12x a 7 a jejich absolutni ¢leny —3, m, 0 a 7.

0.2 Déleni polynomu

Dva polynomy mezi sebou umime dobre secist, odedist a vynasobit a jako
vysledek dostaneme vzdy néjaké dalsi polynomy. Obecné ale neumime mezi
sebou dva polynomy vydélit tak, abychom opét dostali polynom, za
priklad mtze slouzit podil polynomt 1 a x — 3: zlomek %73 totiz nema
tvar, jak jsme definovali v ivodu, a neni tedy polynomem. Jediné, co ndm
zbyvé, je polynomy délit se zbytkem(]|

Jak tedy polynomy délime? Vysvétlime si na prikladu déleni polynomu
P (z) = 223 + 722 — 2 — 25 polynomem Q (r) = 22 — 3. Pocitdme tedy

(2:L’3 +72? — 1 — 25) : (2z — 3)

'Rozmyslete si, jak je v tomto chovani polynomii podobné chovani celych &isel.
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krok 1 vydélime vedouci €len polynomu P () vedoucim ¢lenem polynomu
Q (@), tedy 3 =22
(22° +72* =2 —25) : (20— 3) =2~
krok 2 ziskanym podilem z? vynasobime zpét polynom Q (z) a vysledek
odecteme od P (x)
(223 + 72% — 2 — 25) : (22 — 3) = 2°
—(223 — 32?)

1022 — 2 — 25

krok 3 opakujeme krok 1, ale ted s dvojici p201ynom1°1 1022 — 2 — 25 a 2x — 3
(délime tedy jejich vedouci &leny, 192~ = 5x)

2z
(223 + 72% —2 —25): (22 —3) = 2 + 52
—(223 — 32?)
102 —z — 25

krok 4 opakujeme krok 2 s novym podilem 5z

(223 4+ 722 — 2 —25) : (22 — 3) = 2® 4 5z

—(223 — 32?)
1022 — 2 — 25
— (10:1;2 — 15;1;)

14z — 25

krok 5 opakujeme krok 1, ted s dvojici 14x — 25 a 22 — 3 (délime opét jejich

vedouci ¢leny, 124—; =+7)
(223 +72% —2—25): (22 —3) =a® + 50+ 7
— (223 — 32?)
102* — z — 25
— (102* — 152)

142 — 25
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krok 6 opakujeme krok 2 s novym podilem 7

(223 +72% —2—25): (22 —3) =a® + 5247

— (223 — 327)
1022 —x — 25
— (102* — 152)
14z — 25
— (14x — 21)

1

Protoze polynom —4 jiz nelze polynomem 2x — 3 délit, je postup u konce a
zjistili jsme, 7Ze plati rovnost

2x3+7x27$725:(x2+5x+7)-(2x73)74.

Polynomu z2 + 5z + 7 v tomto piipadé ikime kvocient a polynomu —4
zbytek. Dilezitym faktem je, Ze zbytek ma stupen nizsi nez je stupen
délitele, v tomto pripadé mé délitel stupen 1, kdezto zbytek ma stupen 0.

Obecné lze algoritmus déleni polynomt zapsat takto:

Vstup: polynomy P (z),Q (z),stupen P (x) > stupenr Q (z)
R(z)=P(z);K(x) =0;A(z) =0
WHILE stupeh R (x) > stupeh @ (x) DO:
vedouci ¢len R (x)
vedouci &len @ (x)
K(z)=K(z)+ A(x)
R(z) = R(z) - A(z) - Q(z)
Vystup: polynomy K (x),R (x)takové, Ze plati: stupeh R (x) < stupedr Q (z) a
P(z)=K(z) Q(z)+ R(x)

Alx) =

0.2.1 Otazky:

1. Vydélte se zbytkem polynomy:
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(a) (2% — 42+ 2z +5): (z—2)
(b) (1223 — 11z 4 9z + 18) : (4z + 3)
(c) (22°+a* =62z +9): (22 —3z+1)

0.3 Hledani korenti polynomt

Koien polynomu P (x) = a,2" +a,_ 12" 1 +... + a7+ ag je takové éislo
t, pro které plati P (t) = 0, tedy po jeho dosazeni za x dostavame nulu.

Dulezitym faktem je, ze pokud je ¢islo ¢ kofenem polynomu P (z), pak lze
psat P (z) = (z —1t)- P’ (z), kde P’ je néjaky polynom stupné o 1 mensiho
nez je stupen P (z). Z toho ihned plyne, Ze polynom stupné n muize mit
nanejvys n kofeni.

V piipadé redlného polynomu stupné dva, tj. polynomu tvaru az? + bz + ¢
se hledani kofent z; a z9 redukuje na pouziti vzorce

B —b+ Vb 4ac

T1,2
2a

resp. na vyuziti Vietovych vzorci

c

1+ To = —— T1-Tg = —.

a a

Dle piedchoziho odstavce pak plati, Ze polynom az? + bx + ¢ miizeme

napsat jako a (x — x1) (x — x2).

V kazdém piipadé méme pro polynomy stupné 2 méme jasny postup, jak
jejich kofeny najit, nebo se presvédcit, ze neexistuji. S polynomy vyssich
stupnt je situace slozitéjsi: pro stupné 3 a 4 existuji analogie k vyse
uvedenym vzorcim, ale jejich uziti je technicky velice slozité. Pro stupné 5
a vyssi je dokonce dokazano, ze zaddné obecné vzorce vyuzivajici bézné
operace existovat nemohouﬂ!

Pokud tedy mame polynom vyssiho stupné, jak nalézt jeho koten(y)? V
pripadé polynomu s celoé¢iselnymi koeficienty lze vyuzit nasledujici véty:

Pro raciondlni cislo %7 které je kotenem polynomu

ant™ + ap_12" Y+ ...+ a1z + ao

2Jde o tzv. Abelovu-Ruffiniho vétu, resp. Galoisovu teorii
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s celociselnymi koeficienty, plati, Ze play a qlay,.

Napiiklad pro polynom 4z” 4+ 52° — 122* 4 6 tedy p miiZe byt jediné
41,42, 43,46 a g jediné +1,+2 +4 a prislusné racionalni koreny mohou
byt jediné jejich kombinace; téch je sice 24, ale v principu je mozné
v8echny vyzkouset napf. dosazenim.

Uvedené tvrzeni je mozné pouzit i pro polynomy s raciondlnimi koeficienty:
oznadime d nejmensi spoleény nasobek ¢itatel koeficientt polynomu R (x);
pak je R' = d- R (x) polynom s celo¢iselnymi koeficienty a jeho kofeny jsou
stejné jako u polynomu R (x). Tedy v misto polynomu

R(z) = 22° + 12° — 3z + 3 je d = 42, a mizeme tedy pracovat s
polynomem R’ (z) = 42 - R (v) = 282° + 62% — 116x + 63.

0.3.1 Otazky:
1. Zkuste dokazat fakt, ze pokud je t kofenem polynomu P (z), pak lze
psat P (z) = (x —t) - P’ (z), kde P’ je néjaky polynom.

2. Zkuste s vyuzitim predchoziho bodu dokézat, Zze polynom stupné n
miize mit nanejvys n kofend.

3. Které polynomy stupné jedna maji kofen? Jak jej najdeme?
4. Existuje polynom stupné nula, ktery ma koten?

5. Jaké racionalni kofeny muize mit polynom 33 + 1622 — 33z 4 147

0.4 Hornerovo schéma

BéZznym problémem, napiiklad (ale nejen) pii testovani, zda je ¢islo ¢
koienem polynomu P (z) = anz™ + 12" 1+ ...+ a1z + ao, je nutné
zjistit hodnotu P (c). To je samoziejmé mozné provést piimym dosazenim,
aneb spocétenim vyrazu a,c™ + 1" 14+ ...+ ajc+ ap.

Existuje vSak rychlejsi metoda, kterd ma nékteré dalsi uziteé¢né vlastnosti,
tzv. Hornerovo schéma, které funguje na zdkladé myslenky, Ze polynom

1

anT" + ap_12" "+ ...+ a1z +ag
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je mozné zapsat i ve tvaru

z (- (2 (2 (an + an-1) + an—2) +---) +a1) + ao.

Pti vypoctu pomoci Hornerova schématu pak postupné vyhodnocujeme
jednotlivé zavorky, coz ndm (jak uvidime) uSetii mnoho vypocti. Jeho
princip si ukdZeme na piikladu vypoétu hodnoty P (—1) pro polynom
62% + 52° + 4zt + 323 + 222 + 1 — 3:

krok 1 Pripravime si schéma: v jejim prvnim radku jsou koeficienty
polynomu P (z) v pofadi an,an—1,an—2...a1,a9 a do prviniho pole
druhého radku zapiSeme ¢islo, ve kterém polynom vyhodnocujeme:

6 5 4 3 2 1| -3 |

1 ‘

krok 2 do druhého pole druhého radku opiseme ¢&islo nad nim

6—| 5 1 3 2 1 -3 |
1 6 \

krok 3 do tfetiho pole druhého radku napiseme cislo, které je souctem

sou¢inu vedlejsich dvou poli a ¢isla nad nim, tj. (—1)-6+5 = —1
6 A5—] 4 | 3 | 2 1| -3 |
1 |6 | |

krok 4 stejné jako v kroku 3 pokracujeme az do konce radku:
e(—1)-(-1)+4=5

6 5/
1

A

4— 3 2 1 —3‘

-1 6 | %

10
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1] 3 |

6 5 4 /—3——\2\ 1/
1 6 =T 5 9 4 |3 o‘ﬂ

krok 5 V poslednim poli druhého Fadku je hodnota P (—1).

6 5 4 3 2 1 3 |
1 6 1 5 9 4 3 0

Zjistili jsme tedy, ze ¢islo —1 je kofenem tohoto polynomu. Pro hledani
dalgich kofent by bylo nejvyhodnéjsi vydélit P (x) polynomem z + 1 a
pracovat s polynomem @ (z) stupné o jedna niz§im. Hornerovo schéma
v8ak tuto informaci ddva okamzité: ¢isla v druhém radku jsou totiz
koeficienty tohoto polynomu, plati tedy

P(z) = (v +1) (62°—12*+52% 22> +42-3) .

Tento fakt plati obecné i pro &isla, kterd nejsou kofenem polynomu, a je
tedy mozné Hornerovo schéma vyuzivat pro déleni linedrnim polynomem,
napt. takto: chceme-li vydélit nas polynom P (z) polynomem x + 2,
vypocitame tabulku pro ¢islo —2:

6 5 4 3 2 1 -3 ‘
=2 6 -7 18 -33 68 -135 267 ‘

11
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Dostavame tedy, Ze plati rovnost

P(z)=(x+2)- (62° — 72" + 182" — 332% + 68z — 135) + 267.

Efektivita Hornerova schématu V piipadé zjistovini hodnoty P (c)
primym dosazenim, tedy spocétenim vyrazu

e + apn_1" M+ 4 arc+ ag
. « ¥ n(n+1) . . vl s s . «
je obecné potfeba ——— ndsobeni a n s¢itani (rozmyslete si proc¢). Pokud
pouzijeme Hornerovo schéma, je potieba pouze n nasobeni a n sc¢itani,
tedy tento algoritmus Setii cas. Je dokonce mozné ukazat, ze pro redlné
polynomy neexistuje rychlejsi algoritmus na vyhodnocovani, a Hornerovo
schéma je tedy optimélni metodou.

0.4.1 Otazky:
1. Zapiste polynom 6% + 52° 4 42* + 323 + 222 + = — 3 ve tvaru
x (- (z(x(anr + apn—1) + an—2) +--+) + a1) + aop.

2. Urcete hodnoty P (c¢) pro ¢ € {1,£3}, kde P (z) je polynom z
predchoziho cviceni. Je nékteré z téchto ¢isel kofenem?

3. Vydélte pomoci Hornerova schématu polynom
62° — 7x* 4 1823 — 3322 + 682 — 135 polynomem z — 1.

12



Odpovédi

Oddil
2. 7 pochazi z némeckého zahlen; vice na
http://jeff560.tripod.com/nth.html

3. iraciondlni ¢isla, jsou totiz definovana jako mnozinovy doplnék
(plati I =R\ Q)

4. na N: z klasickych ndsobeni, mocnéni ap. (coz jsou jen iterace
s¢itani, resp. nasobeni), nelze provadét odéitani, déleni atd.

0ddil

1. (a) 22 — 2z — 2, zbytek 1
(b) 322 — 52 + 6, zbytek 0
(c) 223 4 Tx? 4 19z + 50, zbytek 1252 — 41

0ddil

3. vSechny, polynom x + ¢ m4 koien —c

4. zadny; jedinym kandiddtem by byl polynom 0, ale ten ma

stupen —1
5. L kdep € {+1,42,47,+14} a g € [£1,43}
Oddil 0.4.1]

l. z(z(z(z(z(6x+5)+4)+3)+2)+1) -3
2. P(1) =18, P(3) =6012, P(—3) = 3114
3. 62 — 23 4 172% — 162 + 52, zbytek —83

13
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