Domaci tukol 7 — FesSeni
1. Uvazujme linearn{ zobrazen{ f: R<?[z] — R=2[x] dané predpisem

f(p(x)) = p(0) + p(1)z + p(2)2?
Najdéte jeho matici v kanonické bazi & = (1, z, 2?). Rozhodnéte, zda se jedna o izomorfismus. (Nepovinné,
ale uziteéné: Ovérte nejprve, Ze se skuteéné jednd o linedrni zobrazeni.)
Pro nalezeni matice zobrazeni v bazi stac¢i nalézt obrazy bazickych vektori a pak je opét vyjadrit
jako souradnice v dané bazi. V pfipadé kanonické baze je to vse pomérné snadné:
f()=1+1r+122 =1+ +2?
f(z) =0+ 1o + 22% = z + 22
f(2?) = 02 + 122 + 2222 = 2 + 422

1 0 0
coord, f(1) = (1) , coord,f(x) = (1) , coord,f(x)= (1) .
1 2 4

Matice zobrazeni f v bazi & tedy je
1 00
fé = (1 1 1) :
1 2 4

Zbyvé rozhodnout, zda se jednd o izomorfismus. Vzhledem k tomu, Ze jsme jiz zobrazeni vyjadrili
pomoci matice, mizeme vyuzit zndmy postup pro matice:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
(1 1 1>~<0 1 1>~<O 1 1)
1 2 4 0 2 4 0 0 2

Zobrazeni je tedy evidentné izomorfismus.

Bonus: Ukézeme, Ze je zobrazeni linearni. D4 se to udélat dvéma zptsoby. Prvni zptsob je pfimo z
definice. Vezméme dva polynomy p(z) a g(x) a uvazujme jejich linedrni kombinaci r(z) = ap(x) + ¢(x).
Potom specidlné kdyz dosadime libovolnou hodnotu a € R za z, dostaneme pochopitelné r(a) = ap(a) +
q(a). Tedy:

f(r(z)) =r(0) +r(L)a + r(2)2* = ap(0) + q(0) + (ap(1) + q(1))z + (ap(2) + ¢(2))2”
= a(p(0) + p(z + p(2)2?) + (q(0) + q(L)z + ¢(2)2?) = of (p(x)) + f(q(2)),

Tedy:

coz jsme chtéli ukazat.

Druhy zpiisob je ukazat, ze to vyjadieni pomoci matice funguje. Vime totiz, ze ndsobeni matice krat
vektor je linedrni zobrazeni na vektorech, takze lze-li f vyjadrit touto formou, musi byt linedrni. Jinymi
slovy, musime tedy ukdzat, Ze pro libovolny polynom p(z) = a + Bz + yz? je jeho obraz dan vyrazem

f(p(z)) = of (1) + Bf(x) + vF(2?) = a+ (a + B+ )z + (a + 28 + 4v)2?

Vskutku to tak je: p(0) = «, p(1) = a+ B+ 7, p(2) = a + 28 + 4v, takZe vysledek sedi s puvodnim
predpisem.

2. Uvazujme nasledujici baze v R3:

0 —2 1
7 (Gindy),  F - (0) = ( : ) = (1)

5 —2 9

1 0 —1
@:(gthvgB)’ Y = <_2>a Yo = <3>7 Z732 ( 2 )

3 1 2

Najdéte matici transformace soufadnic T 4,4 . Urcete soufadnice vektoru v = Z, + 23 v bazi %'.



Zde je potieba vyjadrit vektory baze 2 v bazi . To se provede vyfesenim néasledujici soustavy:

10 -1|10 =2 1 10 -1|10 =2 1
(—23 210 11)~<03 010 =3 3)
31 215 =29 0 1 5 4 6

10 =110 -2 1 1 0 0|1 -1 2

~<01 0(0 -1 1)~(0100—1 1)

0 0 519 5 5 0 0 1|1 11

1 -1 2
Matice prechodu tedy je T 4,0 = (lJ 711 i)
Nakonec jsme méli vyjadiit souradnice vektoru v = 2, + Z5 v bazi #. Pro tento ucel si nejdiive
0
uvédomime, ze coord 4 U = (1 ), a tedy
1

1 -1 2 0 1
coord@T):ngH@,coordggﬁ:<0 -1 1) (1):(0).
1 1 1 1 2

Tentokrat uvedeme i reseni nepovinnych tloh

3.

10
a) Je to pravda. Naptiklad matice (0 1) je monomorfismus R? — R3.
00

b) Neni pravda. Jak jsme si uvddéli na cviceni, nutnou podminkou pro epimorfismus je, aby dand matice
méla aspon tolik sloupcii co radkii.

c¢) Je to pravda. Z prednasky vime, Ze inverzni zobrazeni k linedrnimu zobrazeni je zase linedrni. Staci
tedy ukézat, ze ! je bijekce. Zobrazeni je bijektivni pravé tehdy, kdyZ m4 inverzi. Snadno ovéiime,
7e f~! m4 inverzi — jedn4 se o zobrazeni f.

d) Nenf pravda. Napiiklad nulovd matice (8 8) mé defekt dva a hodnost nula.

e) Je to pravda. Hodnost rank A je definovéna jako dimenze obrazu im A. Vzhledem k tomu, Ze im A je
podprostor cilového prostoru R”, musi jeho dimenze byt mensi, tj. rank A = dimim A < dimR" = r.

f) Je to pravda. Véta o dimenzi jidra a obrazu fikd, Ze rank A + A = s. Z toho zjevné plyne, Ze
rank A < s.

4.

a) Prosté zderivujeme ty polynomy

D(1) =0,
D(z—2)=1,
D((z —2)%) =2(z — 2),
D((z—2)%) = 3(z —2)°
Z toho snadno vidime, Ze
01 00
00 20
X _
Dy = 00 0 3
0 00O

Kupodivu matice vychazi stejné jako v standardni bazi & = (1, x, 22, 23).
b) Snadnéji se hledd T 4, » = E‘é, nebot jeji sloupecky jsou souradnice vektori baze 2 v bazi &, tedy

1 -2 4 -8
0 1 —4 12
Tove=10 0 1 —¢
0 0 0 1



Matici opac¢né transformace spocitame jako inverzi této matice

1 2 4 8

_ 0 1 4 12

T(E’»—)ﬁ?f = (Tgl—)%) = 0 0 1 6
0 0 0 1

¢) Provedeme maticové nasobenf{ a mélo by skuteéné vyjit. . .
d) Nyn{ uZ nemusime znovu provadét Gaussovu eliminaci, ale sta¢i spocitat

1 2 4 8 3 -3
0 1 4 12 -3 5
coord - p(z) = Ty, 4 coord, p(z) = 001 6 47| 8
00 0 1 2 2

5. Vyresime Gaussovou eliminaci. P praci s parametry je nutné davat pozor na to, abychom zadnou
rovnici nevynasobili nebo nevydélili nulou. Oproti tomu pri¢itat c-nasobek jiného radku lze pro libovolné
¢ (je-li ¢ = 0, neudéldme nic). Resit tedy muzeme t¥eba takto:

Ry /1 1 A
R, — MR, (O 1—X% 1—2X 1—)\2>~
Ry— Ry, N0 1—=X X—=1[X -]
Ry /1 A 1 A
R4 (O 1—A A—1 A3 — A )
Ry—(14+MRy \NO 0 (1=X2+X) | A=A)(1+A+2?)
Pro A # 1,—2 je matice evidentné v hornim blokovém tvaru a mé maximalni hodnost. Soustava ma

tedy pravé jedno reseni.
Pro A = —2 vypada upravena soustava takto:

1 -2 1 | =2
( 0 3 —-3|—-6 ) .
0 0 0|9

Je tedy rovnéz v hornim blokovém tvaru, ale evidentné neméa zadné reseni.
Pro A = 1 vypadd upravena soustava takto

1 1 1)1
(0 0 0 0)
0 0 00

Je tedy také v hornim blokovém tvaru a méa nekonec¢né mnoho feseni.
Da se Tesit i jinak. Napiiklad jste se po druhém kroku mohli rozhodnout zvlast diskutovat piipad
A =1apro A # 1 posledni dvé rovnice (1 — ).



