Domaci kol 11 — reseni

1. Vyfeste v zavislosti na parametru A € R nasledujici soustavu rovnic.

A+ y+Az= 1
{)\x +Ay+ z2=\2
rT+Ay+ z= A
Ukéazeme si oba mozné zptsoby TeSeni — pomoci Gaussovy eliminace a pomoci Cramerova pravidla.

Zpusob 1. Gaussova eliminace:

A1l A1 1 A 1 A
()\ Al )\2)~<0 1—\2 0 1/\2>
1 A 1A 0 A=A 1—-2) 0

Kdybychom ted prohodili druhy a tfeti sloupecek i radek, tak uz to vypada na trojihelnikovou matici. Za

predpokladu, ze A # +1 jsou na diagonéle samé nenulové ¢isla a mizeme psit jednoznacné feseni y = 1,
)\ ~

z = —A, x = A. Jinymi slovy mnozina feseni je tvaru {( 1 )} Reseni ve specialnich dvou pripadech
Y

rovnéz snadno dopocitdme po dosazeni za A:

1 1 1
A=+1: (1 1 1|1)  ReSent: (0)+Span{<l>,(0>}
0 0 -1
-1 0
A=—1 (1 -1l _1> Reseni: 0 | +span 1
0 —2 2|0 0 )

Zptsob 2. Cramerovo pravidlo.
Nejprve spocitame determinant matice soustavy:

A1 A
AN I[=A2 12— A= 2= X2 A+ 1=A—1A2—1)=A—1)2A\+1)
1 A1

Cramerovo pravidlo tedy muzeme pouzit jen pro A # £1. Vysledek je nasledujici:
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V ostatnich pripadech musime pouzit Gaussovu eliminaci:

11 1]1 1 1 1

A=+1: (1 11 1>~(1 1 1]1) Reseni: (0>+span{(—1>,(o>}
11 1)1 0 0 -1
-1 1 —1]1 -1 0
A=—1: -1 -1 1|1 ~<1 -1l _1> ReSeni: | 0 | +span 1
0 -2 2|0 0 )

1 -1 1 |-1



2. Diagonalizujte matici

0 -1 1
A:(Q -3 1).
—4 2 2

(Tj. najdéte bdzi £ z vlastnich vektora a vyjadiete A%.

Zacneme vypoctem vlastnich ¢isel. Ta se ziskaji jako kotfeny charakteristického polynomu:

- 1
2 —3—A 1 [=—-A(3-NQ2=A)+4+4+4(=3—XN)+2(2— ) +2A
—4 22—

=N -2+ 2x=-AXA+2) A1)

Vlastni ¢isla tedy jsou 0,—2,1. Jdeme hledat vlastni vektory. Vzdy dosadime dané ¢islo do matice
vyse a vyFesime jako soustavu. Pro kazdé A budeme mnozinu feSeni (vlastni podprostor) znacit V.

0 —1 1 2 -3 1 5 3 1 1
A= (2 S 1>~<0 o 1)~(0 S V{(l)}

-4 2 2 0 —4 4 1

2 -1 1 1
)\:—2:<2 -1 1)”(3 _01 é) — V2:Span{(2)}

—4 2 4 0

-1 -1 1 -1 -1 1 11 1
A=1: (2 —4 1>N<O —6 3>~<O _9 1>~ — Vlzspan{<1>}

—4 2 1 0 6 -3 2

1 1 1
Nalezli jsme tedy bézi z vlastnich vektora 2~ = ( ( 1 ) , ( 2 > , ( 1 ) } V této bazi ma zadané linedrni
1 0 2

0 0 0
zobrazeni tvar A% = (0 -2 0 )
0 0 1

3. Charakteristicky polynom nam vyjde

1—X 2 1
2 =X =2 | =N AN A = AN —2)2
-1 2 3=

Vlastni ¢isla jsou tedy A = 0 a A = 2. Spocitejme tedy jednotlivé vlastni podprostory. Pro A = 0 fesime

soustavu
1 2 1
( 2 0 =2 )
-1 2 3
-1

a vyjde ndm span { ( 1 )} Pro A = 2 fesime soustavu

-1
-1 2 1
( 2 =2 —2)
-1 2 1
1

a vyjde ndm span { (0>}. Matice tedy neni diagonalizovatelnd, nebot jsme nasli pouze dva linedrné
1

nezavislé vlastni vektory, coz na bazi R? nestaci. Piesnéji feceno, problém skyta vlastni podprostor pii-
slusny A = 2, nebot toto ¢islo je dvojnasobny koren charakteristického polynomu, ale nasli jsme pouze
jednorozmérny vlastni podprostor.
-1 1 0
Zadéno bylo najit matici A v bazo 2" = (( 1 ) , (O) , ( 1 )) . VSimnéme si nejprve, ze dva z téch
—1 1 -1
t¥1 vektoru jsou vlastni vektory A. Ten tteti byl vsak také vybran jistym specidlnim zpusobem. Vskutku:

f(0)=0) AR ()= 0) )= ()- () ()



Ted uz tedy muzeme psat rovnou tvar A v bézi 2 :

000
A%:(OQI).
0 0 2

Jednd se presné o Jordaniv tvar matice A (viz pfednasku).

4. Kdybych vam neporadil matici diagonalizovat, mozna vas napadne ji tak zkusmo zacit umocnovat.
Pokud byste byli trpélivi a dostali se az ke ¢tvrté mocniné, piigli byste na to, ze B* = E je jednotkova
matice. Z toho plyne, ze umocnime-li B na jakykoliv nasobek ¢tyrky, dostaneme jednotkovou matici, tj.
B2020 = E. Nakonec B20?! = B.

Ted se podivame na to, jak se k vysledku prijde pomoci vlasnich ¢isel a vlastnich vektort. Trik
spocCiva v procesu diagonalizace, nebot s diagonalnimi maticemi se pracuje daleko 1épe nez s obecnymi.
Najdéme tedy nejprve vlastni ¢isla a vlastni vektory. Za¢neme s charakteristickym polynomem

—2-X =2 -3
-1 —1-X =1 [==X4+XN-A+1=(1-NA\"+1).
3 4 4—\

Nad C mé tedy matice vlastni ¢isla 1,4, —i. Pocitat vlastni vektory uz neni potieba, ale jako cviceni

1 1-2i 1424
to doporucuji. Mélo by vyjit span { ( 0 ) }, span {( 1 ) }, span {( 1 ) } Zejména ty komplexni
-1 —2+1 —2—1

vlastni vektory vam klidné mohly vyjit v Gplné jiném tvaru a presto to mizete mit spravné. Ze jste dobfe
pocitali si ovérite tak, ze spocitate BZ pro vas nalezeny vektor .
Kazdopdadné nyni mizeme matici diagonalizovat, tj. vyjadrit v nalezend bazi % z vlastnich vektor,

¢imz ndm vyjde
1 0 O
B = (0 i 0 ) :
0 0 —

Nynf je uz evidentni, ze B* = E (vzpomeiime si na to, ze (B - B)g = Bjﬁ . Bg)7 takze B20?! = B.

Nakonec si jesté vsimnéte, ze jsem sice nespecifikoval téleso, ale v tomto pripadé je to uplné jedno.
Vysledna odpovéd B2°2! = B plati nad jakymkoliv télesem 7' C C. Tieba i nad R nebo nad Q, ackoliv
matici nad témito télesy nelze diagonalizovat.

5. Mtzeme bud pracovat pifmo se samotnym operatorem derivovani D: R<3[z] — R=3[z]. Zde pak D* je
operator k-té derivace. Zderivovanim polynomu stupné nejvyse tfi dostaneme polynom stupné nejvyse
dva. Druhou derivaci dostaneme polynom stupné nejvyse jedna, tfeti pak konstatni polynom a nakonec
D*p(z) = 0 pro libovolny p(z) € R=3[z]. Tedy D* = O.

Druhy zptsob je pouzit maticovy tvar:
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6. Jak jsem napovidal, je vhodné dokazovat sporem. Piedpoklddejme tedy, Ze f je nilpotentni, tj. f* = O

a zarovel, ze ma bazi 2 = (Z4,...

,Z,) z vlastnich vektori. Ozna¢me A; piislusnd vlastni ¢isla, tj.

f(#,) = \;7;. Z nilpotentnosti mame 0 = f*(z,) = A\¥Z,. To ale znamen4, ze \; = 0 pro kazdé i. To ale
znamend, ze f(Z;) = 0 pro kazdy vektor z baze, takze f musi byt nulové zobrazeni. Tim je diikaz hotov.

Ponékud ilustrativnéjsi prezentaci téhoz diukazu lze ziskat pomoci diagonalizace. Predpokladejme
znovu, ze f mé bazi z vlastnich vektoru 2. Potom je tedy f v bazi 2" tvaru

Potom rovnost

0
0

0

0
0

0

A0 0
2 = .

0 0 A,
0 )\lf 0O --- 0
0 0 )\126 o0
=== .
0 0O 0 --- )k

n

uz evidentné implikuje, ze A\; = Ay =--- = A, =0, a tedy f musi byt nulovy operator.



