Cviceni 4
Baze, dimenze, souradnice

Dnes budeme predevsim procvicovat pojmy baze, dimenze, souradnice zavedené na minulém cviceni. Opét
zac¢indme nepovinnym domacim tkolem.

Cvideni 4.1. (Nestihli jsme na cviceni.) Najdéte soufadnice polynomu p(z) = —32% + 7z + 10 € R=%[z]
v bézi F = (f17f2af3)a kde

filz) = —222 4z +1, folx) =22 —1, fa(x) = 22 + 3.

Tvrzeni. (Vlastnosti baze a dimenze) Bud L linedrni prostor dimenze n. (Tj. takovy, ve kterém existuje
linedrné nezavisla generujici mnozina o n prvcich.) Potom plati:

e Kazda dalsi baze (LN generujici mnozina) méa taky n prvki.

Kazda mnoznina, ktera ma vice nez n prvki je linedrné zavisla.

Z4dna mnozina, kterd ma méné nez n prvki neni generujici.

Mnozina, ktera ma pravé n prvki je linedrné nezavisla, prave kdyz je generujici.

Jestlize V- C W (resp. V' C W) podprostory L, pak dim V < dim W (resp. dim V' < dim W).
Jestlize V' C W (podprostory L) a dim V = dim W, pak V = W.

Cvigeni 4.2. Uvazujme v R? nad R seznam (3,7, 73), kde

a=(l) w=(7). 5= ()

a) Je tento seznam linedrné nezdvisly?
b) Je tento seznam generujici?

Cviéeni 4.3. Uvazujme linedrni podprostor V: = span{Z,, 7,75} C R3, kde

2 3 3
flz(o), 52:(1), fgz(_l).
1 2 1

Cil tohoto cviceni je najit bazi a ur¢it dimenzi V. Budeme posutpovat takto:

a) Rozhodnéte, zda mnozina {Z,, Z,, ¥4} generuje V.

b) Rozhodnéte, zda je mnozina {Z;, ¥, I3} linedrné nezévisla. Je to baze V?
¢) Rozhodnéte, zda Z5 € span{@,,Z,}.

d) Rozhodnéte, zda {Z,Z,} generuje V.

e) Rozhodnéte, zda je mnozina {%,,Z,} linedrné nezavisla? Je to baze V?

f) Jakd je dimenze V7

g) Urcete soutadnice vektort Z;, ¥, a I3 v nalezené bazi.

Tvrzeni. Bud L linedrn{ prostor nad télesem F. Je-li mnoZina {Z,...,Z,} C L linedrné zavisla, pak v
ni existuje néjaky vektor Z;, jenz je linearni kombinaci ostatnich.

Tvrzeni. (Vybér béze z generujici mnoziny) Bud L linedrni prostor nad télesem F. Necht G =
{Zy,...,2,} generuje L. Pak existuje podmnozina B C G, jez je bézi L.

Cvigeni 4.4. V R* nad R oznaéme V: = span{Zy, Ty, ¥, T, }, kde

2 3 1 -1
B, 2 ) 0 , 2| 1
T T e BT s 0 T o

-3 —1 2 1

Najdéte bazi V a urcete dimenzi V.



Linearni zobrazeni

Definice. Budte V, W linedrni prostory nad télesem F. Zobrazeni f: V' — W se nazyva linearni, jestlize
je

o aditivni, tj. (VZ,y € V) f(Z +9) =f(Z) +f(y) a
e homogenni, tj. (Va € F) (V2 € V) f(aZ) = of (Z).
Finta. Stac¢i ovétit, Ze pro kazdé o € F a Z,y € Vplati f(aZ + §) = of (Z) + f(¥).
Cviceni 4.5. Urcete, které z nasledujicich zobrazeni f: R? — R? je linearni.
z\ _ (v x\ _ [ x? z\ _ (zty
a)f<y>_(r>5 b)f(y)_<‘y‘) C)f(y)_<0y )
z\ _ (x+ T\ _ (T T\ _
d)f<y>_<y+2> e)f<y>_<\yl) f)f<y>_(0>
Poznamka. Ze stfedni skoly znate pojem linedrni funkce f:R — R, coz byla funkce dand predpisem
f(x) = ax +b. Tyto funkce u nds nebudeme povazovat za linedrni, pokud neplati b = 0.

Pozorovani. Je-li 2" = (#,,...,%,) bdze V, pak je libovolné linearni zobrazeni f: V' — W jednoznacné
urcené svoji akci na bazi f(2,), ..., f(Z,). Vskutku: chceme-li znat obraz libovolného § = o, %4 +. . .+,
sta¢i spocitat f(y) = a,f(Z,) +- - - + a,,f(Z,)-

n’

Znaceni. Linearn{ zobrazeni A:R" — R® budeme zapisovat ve tvaru matice A = (Aé;---Aé,), kde
€1,...,€, je kanonicka baze R®.

Cviceni 4.6. Urcete matice linearnich zobrazeni z predchoziho cviceni.

Cviéeni 4.7. Uvazujme linedrni zobrazeni A: R* — R3 dané matici

1 2 -2 -1
A= ( 2 4 1 3 )
-1 -2 0 -1

)e[R‘*.

1

3
1. (2> 3. ano, ne, ano, ano, ano, 2, (0), 5. ano, ne, ano, ne, ne, ano
3

(1) (3) 6.2) (Y 9):9) (6 1):0 (o 0)

T4+2y—2z—u
Y o fm o= = U= | 22+4 3
2. ne, ano 4. napt. {Z;,%,,%,} 7. Ab I,J;f;jjuu

Urcete, jak toto zobrazeni ptisobi na obecny vektor ¢ = (

s we 8

Reseni



