Cviceni 13

Definice. Bud L linedrn{ prostor nad télesem R. Skalarni soucin je zobrazeni (-|-): L x L — R, které je

o symetrické: (§|Z) = (Z|y) pro kazdé Z,y € L,
e linedrn{ v druhém argumentu: (Z|ay + Z) = a(Z|y) + (2| Z) pro kazdé #,y,Z € L, a € T,
e pozitivné definitni: (#|Z) > 0 pro kazdé ¢ # & € L.

Cislo ||Z]: = 1/(Z|Z) nazyvdme norma’ vektoru # € L — je to jakési vyjadieni jeho délky ¢i velikosti. De-
finujeme rovnéz vzdalenost dvou vektort d(z,y) = |j — Z[. Dva vektory #, 3 € L nazveme ortogonalni
(kolmé), jestlize (x|y) = 0. Obecné muzeme definovat dhel, ktery dva vektory sviraji jako

@ = arccos m

vl

V R™ definujeme standardni skalarni souéin jako (Z|y) = zy; + - -+ + 2,,Y,,-

Poznamka. V dtsledku symetrie je skalarni soucin linearni i v prvnim argumentu. Jedna se tedy o tzv.
bilinearni symetrickou formu. OvSem pozor, toto plati jen nad télesem R.

Nad télesem C se skaldrn{ souéin se misto symetrie predpokladd tzv. hermitovskost: (y|z) = (x[y).
V dusledku skaldrni soucin neni v prvnim argumentu linedrni, ale tzv. antilinedrni: (ax+y|z) = a{z|z)+
(y|z). Viude, kde se v prednéasce vyskytuje transponovand matice AT, je nutné misto toho pouzit hermi-
tovsky sdruzenou matici, ktera se znaci vielijak, ale nejcastéji asi A* nebo A a jedn4 se o transponovanou
a zaroven komplexné sdruzenou matici AT.

Cviceni 13.1. Uvazujme standardni skaldrni souc¢in v R™. Spocitejte velikost vektort Z a y, jejich vzé-
jemnou vzdalenost a thel, ktery sviraji.

W= (3).-(3) vi=(1).0-(1) E

Definice. Baze 2" = (Z4,...,%,) linedrniho prostoru se skaldrnim soucinem L se nazyvd ortogonalni,
jestlize jsou vSechny vektory v bazi vzajemné ortogondlni, tj. (Z;|Z;) = 0 pro i # j. Baze se nazyva
ortonormalni, jestlize maji navic vSechny vektory béze normu 1, tj. (Z,|Z;) = 6,;.
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Véta. Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soucinem a 2" = (Z,,...,%,,) ortogondlni béze. Potom
1ze souradnice libovolného vektoru v € L vyjadrit jako

~ -
[Coord% ’U]‘7 = ﬁ<mj|v>
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Je-li 2 ortonormadlni, pak se vzorec jesté vice zjednodusi:

[coord o ©]; = (7| V).

Cviceni 13.2. Uvazujme prostor R? se standardnim skaldrnim soudinem. Rozhodnéte, zde je bdze 2" =
(2, &4, Z) ortonormélni nebo ortogonélni, kde

1 2 ~1
f=(1], #H=[0], zZ=|[5s
2 ~1 —2

1 Pfesnéji feceno, je to norma indukovana danym skaldrnim souc¢inem. Pojem norma je v matematice obecnéjsi a zahrnuje
i zobrazeni s podobnymi vlastnostmi, které vsak uvedenym zpusobem pomoci ziddného skaldrniho soucinu vyjadrit nelze.
S témi se muzete setkat napriklad v numerické matematice.



2
Najdéte souradnice vektoru v = (—2) v této bazi.

9
Tvrzeni/Definice. Bud L linedrni prostor se skaldrnim sou¢inem, necht W je linedrni podprostor L.
Potom pro libovolny vektor ¢ € L existuje jednoznaény rozklad ¥ = &+, kde & € Wa (x|y) = 0. Vektor
Z znacime projWT) a nazyvame ortogondalni primét ¢i ortogonalni projekce v do podprostoru W.
Vektor y pak nazyvame ortogonalni rejekce. Zobrazeni v - proj,,, v je linedrni a nazyvame ortogonalni
projektor.

Nyni by nas mohly zajimat zpusoby vypoctu ortogondlni projekce ¢i projektoru. Nejprve se muzeme
zamyslet nad specidlnim pfipadem, kdy 2" = (Z4,...,Z,) je ortogondlni baze a W = span{Z,,..., %}
pro néjaké k < n. V tomto pripadé je ziejmé, ze projwﬁc’i =2Z,proi<ka projwi"i =0 pro i > k. Pro
obecny vektor ¥ tedy stadi najit jeho soufadnice v bézi 2" (k ¢emuz muzeme vyuzit vétu vyse) a projekei
spocitat tak, ze budeme uvazovat jenom jeho prvnich k souradnic. Mame

L&), (Eyv) (Z,|v)
V= — x = Lo+ -+ —= x,.
JZ, 2 7 2,02 2 |22 "

Po zapiisobeni projektorem dostaneme

N (Zsv) ., (@ ]v)
proj.,, v = -—— X = Lo+ 4+ — T;. (%)
W AR A P Jz, > "

Vsimnéte si, Ze pro prakticky vypocet ortogonalni projekce podle vzorce (x) vlastné nemusime znét
ortogondlni bazi celého prostoru L. Staci znat ortogonalni bazi podprostoru W.

Cviceni 13.3. Pro situaci z pfedchoziho cvi¢eni najdéte prumét vektoru @ do roviny W = span{Z,, Z,}.
Pro situaci, kdy nezname ortogonalni bazi W muizeme vyuzit tvrzeni z prednasky.

Tvrzeni. Uvazujme linearni prostor R” se standardnim skalarnim souc¢inem, W C R™. Necht Z,, ..., %} je
baze W (ne nutné ortogonélni). Oznac¢me A = (Z, - - - Z;,) matici, jejiz sloupecky jsou vektory Z,...,Z.
Potom lze matici ortogonélni projekce na W zapsat ve tvaru

proj,,, = A(ATA)IAT,
Cviceni 13.4. Uvazujme v prostoru R? se standardnim skaldrnim souéinem rovinu V = span{#,,7,},

kde
1 1
1 0
1

Naleznéte prumét vektoru v = <1> do roviny V.



Reseni

a) |2 = 9] = \C<f|> 0,

o =n/2, d(Z,§) = V10;
) Izl = V3, 3] = V6, (#]5) =

cosip = V23, 4Lz, ) = VB

c) 2] = V6, I35l = V7, (@]) = 3. proj,, ¥ = 37,
cosp = 3/v42, d(Z,7) = VT .

4. proj, =% (2

2. Je ortogonélni, neni w94
3 B -

ortonormélni; coord o ¥ = (4) proj,, v = ( 0
1 -



