CvicCeni 14

Nejprve trocha opakovani z minula: Mame-li linearni prostor se skalarnim souc¢inem L a uvnitt
podprostor W C L s ortogondlni bazi (7, . .., ¥ ), pak lze snadno spocitat ortogonalni pramét libovolného
vektoru ¥ € L do W jako
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Nyni si zopakujeme z prednasky proces zvany Gramova—Schmidtova ortogonalizace. Méjme
néjaky linedrni prostor L se skaldrnim sou¢inem (predstavujme si tieba néjaky podprostor L C R™) a
chceme najit jeho ortogondlni (¢i ortonorméln{) bazi. Zaéneme s néjakou bdzi 2" = (Z4,...,Z,) prostoru
L a budeme sestavovat ortogonalni bazi % = (4, ..., Y, )-

Zacneme tim, ze vezmeme y;: = Z;. D4l bychom chtéli do baze pridat i vektor Z,. To ale nemizeme
jen tak, nebof Z, nemusi byt kolmy na z,. Udélame to tedy tak, ze od vektoru Z, odecteme jeho kolmy
prumét do sméru vektoru yj; = Z;. Ziskdm tak vektor
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jenz je kolmy na vektor g .
Takto pokracujeme dale a dale. V i-tém kroku definujeme vektor

=71 — <gl|£z>gl <?jz—1|‘f7,>y .-
B 71 & (77

Cvideni 14.1. Uvazujme v prostoru R? se standardnim skaldrnim souc¢inem rovinu V = span{z,Z,},
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1 1
51:@, @:(2).
1 0

Naleznéte ortogonalni bazi prostoru V a dopliite ji na ortogonalni bazi R3. S vyuZitim tohoto vypoéty
1

najdéte ortogonalni primét vektoru v = (1) do roviny V.
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Déle si udélame kratky vylet do svéta nestandardnich skaldrnich soucint.

Definice/Véta. Matice G: R — R™ se nazyva pozitivné definitni, jestliZe je splnéna nékterd z nasle-
dujicich ekvivalentnich podminek

(i) G je symetrickd a T GZ > 0 pro kazdé T # 6 (a tedy (Z|y): = ZT Gy definuje skaldrni soucéin v R™)
(ii) G je symetrickd a mé vSechna vlastni ¢isla kladné,
(iii) existuje matice s linedrné nezavislymi sloupci R: R™ — R™ takovd, e G = RTR,
(iv) existuje regularni matice R: R™ — R™ takovd, ze G = RTR.

Véta. Kazdy skalarni soucin v R™ lze vyjadrit ve tvaru (Z]9): = #T Gy, kde G je néjaka pozitivné definitni
matice. Matice G se pak nazyva metricky tenzor nebo Gramova matice tohoto skalarniho soucinu.

Poznamka. Do ted jsme pouzivali standardni skalarni souéin (Z|7) = Z1%, jenz odpovidal metrickému
tenzoru G = E.

Véta. (Sylvestrovo kritérium) Matice G je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je symetrickd a m4
v8echny hlavni subdeterminanty kladné (tj. determinanty vSech podmatic, které tvoii libovolné velky
levy horni roh matice G).



Cviceni 14.2. Rozhodnéte o pozitivni definitnosti nasledujicich matic
2 2 2 2 -1 3
a) (31 11) b) (2 3 2) c) (1 5 4>
2 2 1 3 4 3

Nakonec se podivime na metodu nejmensich ctverci.

Problém. Resime soustavu linedrnich rovnic AZ = 5, kterd je tzv. preurcend (angl. overdetermined),
tj. mame vic rovnic nez nezndmych. Predstavujme si, Ze koeficienty v soustavé jsou urcené néjakym
fyzikalnim méfenim a neznamé jsou néjaké fyzikdlni parametry. Takova soustava nebude mit skoro jisté
zadné Teseni — fyzikalni méreni déldme s chybou, a tak spolu rovnice nebudou kompatibilni. Dulezité ale
je, 7e z néjakého diivodu vime, Ze ta soustava neni iplné nesmyslna. Reseni by z fyzikalnich diivodi mélo
existovat, jen jsme ty nase méreni neudélali dost presné.

Ten nejstupidnéjsi zpusob jak nas problém vytesit by byl zahodit néjaké rovnice tak, abychom meéli
stejny pocet rovnic jak nezndmych. To by jisté k néjakému vysledku vedlo, ale zbytec¢né bychom se
pripravili o drahocenné nameérena data. Hledame néjaky sofistikovany zptisob, jak najit to nejlepsi mozné
feseni, které se co nejvic blizi realité. Zkusme najit néjakou matematicky presnou charakterizaci: Budeme
hledat takové fedeni 7, Ze | AZ — b|| je minimalni.

Navod. Resme soustavu ATAZ = ATh. (Matice ATA je urcité ctvercova, takze ted uz mame stejné rovnic
jako nezndmych,)

Zdtuvodnéni. Chceme minimalzovat |AZ —T)H, tj. hleddme bod § = AZ € im A takovy, ktery je ,co

Now

nejblize“ bodu b. Ten se dé najit tak, ze spocitame kolmy prumét b do im A, tj.
Az =i =proj, ,b=A(ATA)IATD,
vynasobenim AT zleva dostaneme

ATAZ = ATA(ATA)ATH = ATh.

Cviceni 14.3. Metodou nejmensich ¢tvercu vyreste nasledujici soustavy. Pro kazdé feSeni vypocitejte
odchylku |AZ — b].
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Cviéeni 14.4. Kvadratickou funkci f(x) = a + bx + cx? prolozte nasledujici body

z[-1 0 1 2
y‘31-11

Linearni regresi jsem naprogramoval v SAGE zde!. Po kliknut{ na odkaz budete nejspi$ chvilku muset
néjakou dobu cekat a pak se vam otevie interaktivni sesit, kde je vyfeSené vysSe uvedené cviceni. Zadani
si muzete upravit podle sebe a s vysledky si hrat.

Reseni

1. OG béze treba 2. ano, ne, ne 4. f(z)=2*-9/5x+2/5
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o, 4 ), , 3. (0), feseni presné; (5/3>,
N odchylka |AZ — b|2 = 1/6
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! https://mybinder.org/v2/gh/gromadan/LAG_sage/master?filepath=regrese.ipynb
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