Domaci kol 3 — reseni

1. Rozhodnéte, zda je mnoZina vektorti {¥,, Ty, T3} C R? linedrné nezdvisla, kde

1 3 2
flz(l), @:(_1), 53:(6).
2 1 9

Pii ovéfovani linedrni nezavislosti fesime soustavu dovnic ay @1 + a2y +as25 = 0. Dame tedy vektory
do matice a upravime na horni blokovy tvar.

1 3 2 1 3 2 1 3 2
(1 —1 6>~<0 —4 4>~<O —1 1)
2 19 0 -5 5 0 0 0

Reseni nas nezajima. Zajima nés pouze, zda je jednoznacné, nebo ne. Zde jednoznacné neni, nebot
se nam po upravé objevil ,dlouhy schod®“ Mnozina je tedy linearné zavisla.

2. Rozhodnéte, zda seznam vektorit % = (¥, Us, J3) tvoii bazi R3.

1 0 3
y1:<0>a y2:<2>a 273:(2)
1 1 3

Aby seznam (¥, Us, J3) vitbec mohl byt bazi, musf mit tolik prvki, kolik je dimenze R3. Dimenze R3
je tfi a & ma praveé tfi prvky, ¢ili tato nutnd podminka je splnéna. Za téchto okolnosti stac¢i ovérit, ze je
seznam linedrné nezavisly. To, Ze je generujici pak uz plyne automaticky.

Ovérime tedy linedrni nezdvislost

1 0 3 1 0 3 1 0 3
( 0 2 2 ) ~ ( 0 2 2 ) ~ ( 01 0 )
1 1 3 010 0 0 2
Soustava ma pravé jedno reseni, seznam % je tedy linedrné nezavisly, a tedy tvori bazi.
3. Pro néjaké pevné zvolené n € N, uvazujme nasledujici linedrni podprostor R[z] nad R:

V., = {p(x) | stupenl p(z) je nejvyse 2n a koeficienty u lichych mocnin jsou nulové},

tedy
V,={px) =y +ayz®+ - +a,2*" | ap,...,a, € R} C R[z].

Najdéte dimenzi V,.

Abychom mohli urcit dimenzi V,,, musime najit bézi tohoto prostoru. Tvrdime, Ze baze je mnozina
{1,22,..., 2%}, Vskutku: Zjevné plati V,, = span{l,2?,...,2?"} (takto jsme tu mnoZinu definovali;
mimochodem toto zdroveti dokazuje, ze V,, je opravdu linedrni prostor — podprostor R[z]). Zbyva ukézat,
7e je tato mnoZina linedrné nezavisld. To vSak uZ plyne z toho, Ze vime, Ze {1,z,22,..., 2"} je linearné
nezdvisla mnozina (je to bdze R<"[x]) — kdyZ z LN mnoziny ubereme par vektorti, bude urcité porad LN.

Pro poradek si to vsak muzeme ukazat primo: Ptame se, zda lze nakombinovat nulovy polynom z
vise uvedenych netrividlnim zptisobem. Resime tedy rovnici

ag+a7® + ...+, =0.
Dva polynomy se (z definice) rovnaji tehdy a jen tehdy, kdyZ se rovnaji koeficienty u jednotlivych mocnin.
Zde to znamena, ze 0 = oy = @y = - - - = @, coz jsme chtéli dokédzat.
Protoze nalezend baze {1,z2,...,2%"} ma n + 1 prvki, ukdzali jsme, 7e dimV,, = n + 1.



