Cviceni 14
Soustavy rovnic, maticové rovnice a jejich aplikace

Cviceni 14.1. Uvazujme matice

2 3 -1 1
A:(_1 2), B:(_g _4)
1 2 -1 0

VyTeste maticové rovnice AX = B a XA = B.

Cviceni 14.2. Najdéte néjakou soustavu rovnic o ¢tyfech nezndmgych, jejiz feSenim je

3 1 —1

1 + soa 2 1

o] YL 1 | 2

2 —1 3

Cviceni 14.3. Najdéte ortogonalni doplnék prostoru
1 -2
V = span (2) ; (1) C R

1 0

Cviceni 14.4. Najdéte soustavu rovnic o trech neznamych, jejimz feSenim je

(2) = f(0) (1)}

Prtnik a spojeni linearnich podprostori

Definice. Budte V, W podprostory lin. prostoru L nad F. Jejich spojeni je definovano jako
VVvW={d+w|veV,weW}

Tvrzeni. Budte V, W podprostory L nad F. Potom i VNWa V VW je linedrni podprostor.

Véta. S predpoklady vyse plat{ dim(V v W) 4+ dim(V N W) = dim V + dim W.

Cviceni 14.5. Uvazujme nasledujici podprostory R* nad R

V = span W = span

TN O =

W O = N
—
=~ O W =

Najdéte baze podprostora V'V Wa VNW.



Vzajemna vzdalenost afinnich podprostora
Tvrzeni. Bud L linedrni prostor nad F. Uvazujme dva afinni podprostory
M=p+V, N=qg+N,
kde p,q € L jsou vektory a M, N C L jsou podprostory. Vzdalenost
d(M,N)=inf{|v —w| | v € M,w € N}

lze spocitat pomoci vzorce
d(Ma N) = ” rejv\/w(q_ ﬁ)”

1 3
Cviceni 14.6. Najdéte vzdalenost zadaného afinniho prostoru NV od primky M = <0> + span { (2 )}
1 3

v R? nad R se standardnim skaldrnim sou¢inem.

a) Bod N = {(2)}
i = () s { (2)
) mNE )

d) pfimka N =

il
oy = () s

Konec¢na télesa

Nasledujici se u zkousky nejspise neobjevi, ale kdyz uz jsme cely semestr vsechno formulovali pro
¢isla z néjakého tajemného telesa, pripomenme si, ze existuji i docela jind télesa nez mnozina realnych
¢i komplexnich ¢isel. Neformalné je téleso takovd mnozina, kde lze smysluplné zavést s¢itani, odéitani,
nasobeni a déleni. Formalné jste si tu smysluplnost formulovali na prednésce.

Pro p € N mizeme definovat mnozinu Z,, = {0,1,...,p—1}. Na této mnoziné lze s¢itat, od¢itat a na-
sobit ,,modulo p”. Tim se mysli, ze provedeme tu operaci klasickym zptsobem a nasledné spocitame zbytek
po déleni vysledku ¢islem p. Jedné se vlastné o pocitani na hodinovém ciferniku s p ¢isly. Tyto operace
spliiuji vSechny myslitelné vlastnosti jako bézné séitdni, odcitani a nasobeni (komutativita, asociativita,
distributivita, existence nuly a jednicky). Jedna se proto o takzvany okruh. Priklady vypocti:

24+3=5=0, 2-3=6=1, 2-3=-1=4.

Je-li p prvocislo, lze na této mnoziné zavést i déleni, a to jako operaci opacnou k nasobeni. Okruh se
tim stava télesem. Myslime tim, ze kazdy prvek Z, je délitelny kazdym nenulovym prvkem Z,,. Tedy pro
kazdé a,b € Z,, b # 0 existuje x € Z,, takové, ze b = a a ¢ilo ¥ pak nazyvadme podil a déleno b. Toto
déleni funguje tplné jinak nez na mnoziné celych nebo redlnych ¢isel. (Celd ¢isla vlastné vétsinou vibec
délit nelze.) Ptame-li se, kolik je 1 déleno 3, znamend to, ze chceme védét, jakym prvkem Z,, vynésobit
3, abychom dostali 1. No a odpovéd je, ze 1: 3 = 2, nebot jak jsme vysSe spocitali, plati, ze 2 -3 = 1.

Cviceni 14.7. Nad [ = Z; rozhodnéte, zda vektory (§)7 (i) generuji F2.

Cviceni 14.8. Urcete dimenzi podprostoru
2 1 2
3 2 1

Cvieni 14.9. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f: Z, — Z, dané predpisem f(z) = z? linedrni.

nad F = Z;.

2



Casto jsme podcitali s polynomy a vzdy jsme zdtiraziiovali, ze bereme polynomy jako vyrazy, nikoliv
jako funkce. Jsou to obrazky typu 322 + 5z — 6, séitaji se tak, Ze se s¢itaji jednotlivé koeficienty, nulovy
polynom je definovan jako takovy, ktery ma vsSechny koefecienty nulové apod. Ale predevsim: Dva po-
lynomy povazujeme za totozné, kdyz je to ten samy vyraz s totoznymi koeficienty. Ani v tomto ohledu
nas nezajima, jak se polynomy chovaji jako funkce. Trochu si tim Setfime praci: Fakt, Ze jsou polynomy
1,x,22,... vzidjemné linedrné nezavislé a tvoii tak bazi F[x] plyne pfimo z definice.

Cviceni 14.10. Bud F téleso. Uvazujme mnozinu funkei P = {f;}52,, kde f;:F — F je definovdna jako
f;(x) = 2*. Ukate, Ze Pje nad F = R (nad jakymkoliv podtélesem C) linearné nezavisld. UkaZte naopak,
ze je-li téleso F konecné, je mnozina P linedrné zavisla.
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