Domaci kol 11 — reseni

1. Diagonalizujte matici
0 -1 1
A= ( 2 =3 1) .
-4 2 2

(Tj. najdéte bézi 2" z vlastnich vektort a vyjédiete [A] 4.
Zacneme vypoctem vlastnich cisel. Ta se ziskaji jako kofeny charakteristického polynomu:

—-A —1 1
2 —=3-A 1
—4 2 2—A

= AM=3=N)(2—-A) +4+4+4(—3—X)+2(2—X) +2)

=N 222 =- A +2)A—-1)

Vlastni ¢isla tedy jsou 0,—2,1. Jdeme hledat vlastni vektory. Vzdy dosadime dané ¢islo do matice
vySe a vyfesime jako soustavu. Pro kazdé A budeme mnozinu feseni (vlastni podprostor) znacit V.

0 -1 1 2 -3 1 9 _3 1 1
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2 -1 1 1
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Nalezli jsme tedy bazi z vlastnich vektora 2" = ((1) , (g) , (;)} V této bazi mé zadané linedrni

0 0 0
zobrazeni tvar [A] 5- = (0 -2 0 )
0 0 1

2. Uvazujme podprostor V = span{Z, Z,} C R3, kde

-1
Spocitejte kolmy prumét vektoru ¥ = (3) do roviny V.
11

Priklad se da vyresit dvéma zpusoby. Muzeme si projit oba dva.
Jako prvni jsme si na cviceni ukazovali pristup, ktery funguje, zname-li ortogonalni bazi zadaného

podprostoru V. Ovéfime tedy, zda jsou vektory Z; a Z; vzdjemné kolmé: (Z,|Z5) =2 —2+0 = 0. Ano

jsou! Muzeme tedy pouzit nésledujici vzorec:
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Druhy zpusob funguje obecné, akorat je o néco pracnéjsi. Ze zadanych vektoru sestavime matici

12
A= <2 1 | aspocitime P = A(ATA)"*AT. Dame se tedy do toho:
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Vsimnéte si, ze matice je diagonalni. To diky tomu, Ze jsou na sebe vektory Z; a Z, kolmé. Na diagonale
méame normy na druhou. Vzhledem k tomu, zZe je matice diagonalni, pocita se jeji inverze snadno prosté
prevracenim cisel na diagonale. Nakonec mame
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Pﬁ:% —18 61 15 -3 |=10].
30 15 45 11 6

Nakonec mi dovolte jesté jednou zduraznit, ze prvni postup je sice jendodussi, ale funguje jen v
pripadé, ze (&1, s, ...) tvori ortogondini bazi!

Nakonec

3. Dokazte nésledujici tvrzeni:

Necht A:V — V je libovolngj nenulovy linedrni operdtor. Je-li A nilpotentni (tj. A¥ = O pro néjaké k),
pak A neni diagonalizovatelny.

Jak jsem napovidal, je vhodné dokazovat sporem. Piedpokladejme tedy, ze A je nilpotentni, tj.
A* = O a zaroven, ze ma bazi 2 = (Z,,...,7,) z vlastnich vektori. Oznaéme \; piislusnd vlastn{ &fsla,
tj. AZ; = \;#;. Z nilpotentnosti mame 0 = A*%, = A\Fz,. To ale znamen4, 7ze \; = 0 pro kazdé i. To ale
znamena, ze AZ, = 0 pro kazdy vektor z baze, takze A musi byt nulové zobrazeni. Tim je diikaz hotov.

Ponékud ilustrativnéjsi prezentaci téhoz dukazu lze ziskat pomoci diagonalizace. Predpokladejme
znovu, ze A mé bazi z vlastnich vektoru 2. Potom je tedy A v bazi 2 tvaru

A O 0
0 A 0
Ao =1 . . .
0 0 - A

Vyjadifme-li rovnost O = AF v bazi 2", dostaneme

0 0 0 A 0 -0 k Moo 0
0 0 0 0 X -+ 0 0 X .. 0
00 --- 0 0o 0 - A, 0 0 --- M
coz uz evidentné implikuje, ze A\; = A\, =--- = A,, =0, a tedy A musi byt nulovy operétor.

Zabava na podobné téma: Dokazte, ze je-li zobrazeni nilpotentni, pak A = 0 je jeho jediné vlastni
¢islo.



