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1 Linearni prostory

1.1 Definice

1.1 Definice. Podmnozinu F C C obsahujici aspon dva prvky nazveme ciselné
téleso, jestlize je uzaviend na operace s¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni. Presnéji
feseno pokud pro kazdé «, 8 € F plati

l.a+pB€F,

2.a-peF,

3. —ael,

4. je-lio # 0, pak ot € F.

1.2 Priklad. Mnoziny racionalnich ¢isel Q, redlnych ¢isel R nebo komplexnich ¢isel
C jsou ciselnd télesa. Naopak mnozina prirozenych ¢isel N ¢iselnym télesem neni,
protoze neni uzaviend na opacné prvky, a tedy na odc¢itani. Mnozina celych cisel
Z rovnéz neni ¢iselnym télesem, nebot neni uzaviend na inverzni prvky, a tedy na
déleni.

1.3 Cvi¢eni. Dokazte, ze mnozina Q[v2] = {a +bv2 | a,b € Q} je &iselné téleso.
1.4 Poznamky.

o Kazdé cislené téleso obsahuje nulu. Vskutku: Protoze je neprazdné, obsahuje
néjaky prvek x € F, s nim i opaény prvek —z, a i jejich soucet « + (—z) = 0.

o Kazdé ¢iselné téleso obsahuje jednicku. Vskutku: Protoze obsahuje aspon dva
prvky, musi obsahovat i n&jaké nenulové x € F. S nim i inverzni prvek =%, a i
jejich soudin xx ! = 1.

e Kazdé ciselné téleso obsahuje celou mnozinu racionalnich ¢isel Q C F. Cela ¢isla
kladnd lze obdrzet opakovanym pric¢itanim jednicky, zdporné jsou k nim opacna
a zlomky dostaneme délenim.

1.5 Poznamka. V dalsim textu budeme casto psat pouze téleso, nikoliv ciselné
téleso. Je to zamér. Existuje totiz matematicky pojem téleso, jenz je zobecnénim
toho, ¢emu my rfikdme c¢iselné téleso. Vsude, kde budeme zminovat pouze téleso
a nikoliv ¢iselné téleso lze vskutku pouzit i tuto obecnéjsi strukturu, kterou vsak
definujeme az pozdéji, abychom neodvadeéli pozornost od podstaty tohoto predmétu.

1.6 Definice. Necht [ je téleso. Linedrni prostor!' nad télesem F je neprazdn
mnozina L vybavend operacemi @&: L X L — L a O:F x L — L splinujicimi nasledu-
jicich osm axioma.

1. Pro kazdé %,y € L plati
IQY=ydt (komutativita séiténi )
2. Pro kazdé Z,y, Z € L plati
DY) BZ=Td (YD ?Z) (asociativita séitani )

I Castéji se pouziva termin vektorovy prostor, zde se budeme drzet terminologie pouzivané na
FEL doc. Velebilem.



3. Existuje y € L takové, ze pro kadé ¥ € L plati

TRY=72 (existence nulového vektoru)
Tento vektor y budeme déle znacit symbolem 0 a nazyvat nulovy vektor.

4. Pro kazdé @ € L existuje y € L tak, ze
T®y=0 (existence opacnych vektort)
Tento vektor § budeme dale znacit symbolem —Z a nazyvat opacny k 2.
5. Pro kazdé a,f e FaZ € L je

a®(0OT)=(af)Ol (asociativita nasobenf)
6. Pro kazdé x € L plati
10=2 (jednicka je neutrdlni k ©)
7. Pro kazdé o, € F a Z € L plati
(a+B8)0F=(0Z)®(BOIT) (distributivita)
8. Pro kazdé a € F a Z,y € L plati
aQ (@Y =(a0d)d(a0y) (distributivita)

Prvkim L budeme fikat vektory, prvkim F budeme rikat skalary, operaci &
budeme fikat s¢itani vektori, operaci ® budeme fikat nasobeni vektoru ska-
larem.

1.7 Poznamka. Uvédomme si, zZe bez ohledu na to, jaké vlastnosti zadané operace
splnuji, umoznuji nam upravovat rovnice tak, jak jsme zvykli. Plati-li naptiklad
T = gy, pak musi nutné platit i Z @ 2 = y @ z. Diky existenci opa¢ného prvku k z
Ize naopak z druhé rovnice ziskat prvni a vidime, Ze obé jsou tedy ekvivalentni.
Rozmyslete si, jak to funguje s nasobenim.? Znamend to tedy, Ze resime-li rovnici
G® T = Db, je jejim FeSenim, jak bychom &ekali, vektor Z I = = b® (—a). Jak vzapéti
zjistime, opaény vektor k zadanému je urcéen jednoznacné,? takze je to YeSeni jediné.

1.8 Véta (Vlastnosti linearnich prostort). Bud L linedrni prostor nad télesem
F. Potom plati nasledujici.

1. V L existuje pravé jeden nulovy vektor.

2. Ke kazdému vektoru Z € L existuje pravé jeden opacény vektor.
3. Rovnost a © # = 0 plat{ prave tehdy, kdyz a = 0 nebo & = 0.
4. Pro kazdé 2 € L plati —2 = (—1) O x.

Diikaz. 1. Necht 6, a 6, oba spliuji definici nulového vektoru (bod 3. z definice
1.6). Potom vsak o, = 0; & 03 = 0.
2. Bud & € L a necht § a Z oba spliuji definici opa¢ného vektoru k Z (bod 4.
z definice 1.6). Plati tedy 2@y = 0=z®7 (VyuZlvame jiz dokézanou Jednoznacnost
nulového vektoru). Znamend to vSak, ze j = 700 = j@I®zZ=70ie7 =007 =%
3. V tomto bodé potrebujeme ukéazat tii véci:

a) Pro kazdé z € L plati 00 2 = 0,

2 Pozor na nulu!
3 To axiomy pifmo neiikaji!



b) Pro kazdé a € Fplati a ©0 = 0,
c¢) Je-li pronéjaké a e F aZ € L a ©® & =0, pak nutné o = 0 nebo # = 0.

V prvnim pfipadé si mizeme vSimnout, z2e 2@ (00 %) = (102) (00 %) =
(14+0)0Z = 10Z = &. Z rovnice Z®(00F) = & pak uz plyne, 7e 00z = @ (—z) = 0.
V druhém piipadé postupujeme analogicky pozorujice, Zze (¢« ©Z)® (00 ) Z.
Pro opaénou implikaci budeme predpokladat, 7e a ® 2 = 0 a 7e a # 0. Dokazeme
2=0.Vskutku: 2 =102 =(a '0)0Z=a'0(a0@) =a00=0.

V poslednim bodé je nutné ukézat, Ze vektor (—1)©Z splituje definujici vlastnost
opacného vektoru k Z (bod 4. definice linedrniho prostoru). Studujeme tedy Z @
(-Hoei)=10He(-1)0x)=1-1)0f=007=0. O
1.9 Poznamka. Ve studiu elementarnich vlastnosti operaci v linedrnim prostoru
bychom méli pokracovat. Je napriklad vhodné z komutativniho zédkona pro dva sci-
tance matematickou indukci odvodit, ze na potradi sc¢itanct nezalezi pri libovolné
dlouhém souctu. TotéZ muzeme dokézat pro asociativni zdkon. To ndm umozni za-
vorky pri sCitani zcela vynechat. Tyto dukazy jsou velmi technické, proto je zde
nebudeme provadét.*

Od pristi kapitoly uz nebudeme psat ty krouzky kolem operaci a budeme operace
s vektory zapisovat tak, jak jsme zvykli u ¢isel. Budeme si pamatovat, ze ndsobeni
ma prednost, coz ndm opét umozni odstranit néjaké zbytecné zavorky. Budeme psat
Z — J namisto Z + (—¥), budeme psdt ax namisto « -z a tak podobné. V nasi hlavé
by vSak méla zustat vzpominka na to, Ze to nejsou operace s Cisly, ale s vektory a
ze tedy sCitdni vektori & + ¢y nemd se s¢itanim c¢isel « + 3 spolecné a priori nic nez
znacku + a vyse uvedenych osm axiomt.’

1.2 Piiklady

Nasledovat bude sada prikladt linedrnich prostorii. Diikaz, ze jde vskutku o linedarni
prostory (ovéfeni platnosti osmi axiomu), nechdvidme na étenédfi. Pro zbytek kapi-
toly predpokladame, ze [ je néjaké pevné zvolené téleso, abychom to nemuseli stale
opakovat. Predstavujte si, ze F = R.

1.10 Priklad (Aritmetické vektory). Polozme

Ty
" = Ty, x, €F
xn
a definujme operace
Ty Y Ty + Yy Ty Ty
SY : = : , a® =

4 Vétsinu z vas asi moc nebavil ani ten diikaz véty vyse. Véfim vsak, ze néjaké fanousky si tyto
elementarni ivahy nasly.

5 Axiomy pro pocitani s ¢isly jsme zde zatim neformulovali, nechdme si to na pozdéji. Nemélo
by vés vsak prekvapit, ze uvedenych osm mezi né patii.
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Dostavame tak linearni prostor nad F. Dokazte! Jak vypada nulovy vektor? Jak
k zadanému vektoru konstruujeme opacny?

1.11 Priklad (Matice). Polozme

Typ o Tig

Fmxn — zi;€Fproi=1,....maj=1,....,n

T T

ml mn

Tabulky ¢isel z mnoziny nazyvdme matice (rozméru m x n). Pro danou matici
A € """ znacime A;; € T jeji prvek na i-tém raddku a j-tém sloupci. Stejné jako
vyse definujme operace opét po prvcich. Tedy

ije
Diukaz, ze jde o linearni prostor plyne z predchoziho prikladu, nebof F™*" je
prakticky totéz co F'™" az na to, ze prvky nejsou usporadany do jednoho sloupecku,

ale do tabulky. Naopak si muZzeme povsimnout, ze F™ je opravdu presné totéz, co
[’_-nxl.

1.12 Piiklad (Eukleidovské vektory). Zvolime-li v roviné pevny pocéatek O, pak
orientované tsecky s pocateénim bodem O tvori linedrni prostor nad télesem R, kde
operace jsou definovany zpusobem znamym z fyziky — séitani pomoci doplnéni na
rovnobéznik a nasobeni skdlovanim délky.

1.13 Priklad. Jednoprvkova mnozina je linedrnim prostorem nad jakymkoliv téle-
sem. Rozmyslete si, jak museji byt definovany operace.

1.14 Priklad. Téleso [ je linedrnim prostorem nad F vezmeme-li @ =+ a © = -.

1.15 Priklad. Mnozina komplexnich ¢éisel C je linedrnim prostorem nad R (nebo
téz nad jakymkoliv jinym Ciselnym télesem) vezmeme-li jako @ s¢itdni komplexnich
¢isel a jako ©® nasobeni komplexnich ¢isel.

1.16 Priklad (Posloupnosti). Mnozina vSech posloupnosti
Y = {(z,,)pen | 7, € F pro viechna n € N}
je linedrnim prostorem vzhledem k operacim definovanym po prvcich:
(@) @ (y) = (T, + ), @O (z,) = (az,).
1.17 Priklad (Funkce). Bud A libovolnd mnozina. Potom mnozina vSech funkef
FA={ftA—F}
tvori linedarni prostor nad télesem | vzhledem k operacim definovanym bodové
(fog)x)=flz)+g(x), (a0 f)(z)=af(z).

Specidlnim ptipadem jsou posloupnosti (vezmeme-li A = N), funkce F — F (pro
A =T) ale t¥eba i aritmetické vektory (vezmeme-li A = {1,...,n}).
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1.18 Priklad. Polynom s proménnou x a koeficienty z télesa F je vyraz typu

p(z) =ag+ajx+ -+ a2, kde oy, q, ..., 0, € F.
Cisla a; nazyvame koeficienty daného polynomu. Definujeme jeho stupet jako in-
dex nejvyssiho nenulového koeficientu degp(x) = max, ot Pro nulovy polynom
o(xz) = 0 pokladdme dego(x) = —oo. MnozZinu vSech polynomt s proménnou z a
koeficienty v F znaéime Flzx].
Jedn4 se o linearni prostor nad télesem F vzhledem k operacim

(g +aqz+- -+, z") @ (By + B+ + B,2")
= (g + By) + (g + )z + -+ - + (o, + B,)z"

YO (ag+ g+ -+ a,z") = (yag +yonz + -+ 7,2")

1.19 Definice. Polynomialni funkce je funkce, jejiz funkéni hodnoty lze spocitat
dosazenim vstupni proménné do polynomu.

Na stfedni skole jste mezi polynomy a polynomialnimi funkcemi pfilis nerozliso-
vali. Rozdil tam vsak je: Zatimco polynom je urcen svymi koeficienty, polynomidlni
funkce je urc¢ena funkcnimi hodnotami prvkua definiéniho oboru. Polynomialni funkce
mé pevné stanoven defini¢éni obor, kdeZto do polynomu miizeme dosazovat ledacos.®
Zamérime-li se na polynomidlni funkce typu F — [, tedy budeme-li pozadovat, ze
defini¢nim oborem je rovnéz [, pak se bude zatim jednat o rozdil pouze kosmeticky:

1.20 Véta. Koeficienty (obecné komplexniho) polynomu jsou urceny jednoznacéné
funkénimi hodnotami v racionéalnich bodech z € Q.

1.21 Dusledek. Pro libovolné ¢iselné téleso F mame vzdjemné jednoznacny vztah
mezi polynomy p(z) € F[x] a polynomidlnimi funkcemi f:F — [F.

Véta se da dokdzat raznymi zptsoby, nebudeme to zde délat. Rozmyslete si na-
priklad, ze tvrzeni staéi ukdzat pro nulovou polynomialni funkci. V analyze uvidite,
ze kazdy nenulovy polynom mé limitu 400 pro z — +o0o. Zdiraznéme zde vsak, ze
véta opravdu plati pouze pro c¢iselnd télesa, tedy ta uvnittr Q C F C C.

1.22 Priklad. Polozme
F="[z] = {p(x) € Flz] | degp(x) < n} = {ay+a;z+ - -+, 2" | oy, q,...,, € F}.

Opét se jednd o linedrni prostor vzhledem k operacim z F[z] ziZenym na tuto pod-
mnozinu. VSimnéme si, Ze zde nenf nutné ovéfovat osm axiomi — ty uz mame (skoro)
vSechny ovérené. Ovérit je nutné pouze ty s existenénim kvantifikatorem. Je vsak
potfeba jesté ovérit jednu véc navic: U operaci @ a © jsme zuzili definiéni obor, ale
neni predem jasné, ze vysledek operaci padne opét do zadané podmnoziny. Jinymi
slovy, schézi ovérit, ze operace jsou tzv. dobre definované.

Povsimnéme si opét, ze F<"[z] je prakticky totéz, co F"*L.

6 Treba i matice az se je nau¢ime nésobit.



1.23 Otazka. Existuje viibec néjaky ,kone¢nérozmérny“” linedrni prostor, ktery by
nebyl ,prakticky stejny jako“® F™?

1.24 Priklad. Polozme L = (0,4+00). Pro z,y € L, a € R definujeme z @y = zy a
a®Ox = x*. Dokazte, ze L je linearni prostor nad R. Jedn4 se o odpovéd na predchozi
otézku, nebo by slo prvky L parametrizovat néjak vhodnéji a opét dostat R™?

2 Linearni podprostor

Od ted budeme operace na vsech linedrnich prostorech znacit symboly + a -, pficemz
znacku pro nasobeni budeme vétsinou vynechévat.

Vzpomenme si na pozorovani z prikladu 1.22; kde jsme si v§imli, ze podmnozina
linedrniho prostoru je opét linearni prostor, jestlize lze operace na podmnozinu zuzit.
Toto pozorovani nyni formalizujeme:

2.1 Definice. Bud L linearni prostor nad télesem F. Neprazdna podmnozina V C L
se nazyva linearni podprostor L, jestlize je navic

1. uzavrend na s¢itani vektort: pro kazdé Z,y € VjeZ+y € Va
2. uzavrena na nasobeni vektoru skaldarem: pro kazdé a € F a Z € Vije az € V.

Je-li to splnéno, znac¢ime V < L.

2.2 Véta. Bud L linearni prostor nad télesem [ a Vjeho linearni podprostor. Potom
V je linedrnim prostorem nad F vzhledem k operacim z L zizenym na V. Specialné
V obsahuje nulovy vektor 0 € L.

Dikaz. Piimo z definice linedrniho podprostoru plyne, ze operace + a - ziizené na V'
vraceji opét vektor z V' C L. Operace tedy jsou dobfe definované. Vsechny axiomy
linearniho prostoru kromé bodu 3. a 4. jsou uvozené kvantifikatory pro kazdé. Jsou-li
splnény v L, musi byt specialné splnény i ve V. Zbyva ukazat existenci nulového vek-
toru ve V'a opac¢ného vektoru ke kazdému z ve V. Mnozina V je z definice neprazdna,
obsahuje tedy néjaky vektor Z a podle véty 1.8 méme 0 = 0-Z € V. Navic mame i
—z=(—1zeV O
Sami si rozmyslete, ze nasledujici jsou priklady linedrnich podprostort.

2.3 Piiklad. Jednoprvkovd mnozina obsahujici nulovy vektor {0} C L je linear-
nim podprostorem libovolného linedrniho prostoru — tim nejmensim. Rovnéz tak
cely prostor je vzdy podprostorem L < L — tim nejvétsim. Naopak prazdnd mno-
zina ani zadnd jind mnozina, kterd nulovy vektor neobsahuje, nemiize byt linearnim
podprostorem.

2.4 Priklad. Bud L linedrni prostor a & € L. Potom mnozina {aZ | a € F} je
linearni podprostor L. Mohli bychom jej nazyvat primka ur¢end vektorem Z.

2.5 Priklad. Mnozina vSech polynomu stupné nejvyse n je linedrnim podprostorem
prostoru vSech polynomi F="[z] < F[z].

7 Pozdéji tento pojem definujeme piesné. Ted méame na mysli asi to, ze prvky jsou uréeny
kone¢nym poctem parametri z [
8 I tomuto pozdéji ddme forméalni vyznam.



2.6 Priklad. Necht je ddna soustava dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych
s nulovou pravou stranou

ar+ Py =0

vyr+ 0y =0

pro néjaké pevné dané a, 8,7,6 € R. Mnozina vektort (z) € R?, jenz predstavuji

viechna feseni soustavy, je linedrnim podprostorem R2. Naopak pokud by prava
strana nebyla nulova, nemohlo by se jednat o podprostor, nebot by mnozina zjevné
neobsahovala nulovy vektor.

2.7 Priklad. Pro ¢tvercovou matici A € F™" definujeme jeji stopu TrA =
Z?: L Ai; jako soucet diagondlnich prvki. Mnozina matic s nulovou stopou je li-
nearnim podprostorem [F"™*".

2.8 Definice. Bud L linedrni prostor nad télesem F. Budte Z,,...,Z, € L a
ay,...,a, € F. Vektor a7y + ap%y + - - - + ,,7,, € L nazveme linedrni kom-
binace vektortu Z,,...,Z,. Skaldry a4,...,®, nazveme koeficienty této linearni
kombinace.

2.9 Priklad. Predstavte si, ze jste feditelkou cukrarny a vas dodavatel surovin pravé
zmeénil cenik. Potfebujete tedy znovu nacenit své zakusky a proto by se vam hodilo
znat néklady na jejich vyrobu. Pro jednoduchost se zaméiime pouze na suroviny a
préaci nechme stranou. Napadne vés tedy udélat si tabulku, kde do radkia napisete své
vyrobky a do sloupeckt mnozstvi potiebnych surovin. Do druhé tabulky si napiSete
na radky suroviny a vedle jejich cenu. Zajimaji vas vstupni néklady pro jednotlivé
laskominy, coz muZete spocitat tak, ze kazdy sloupecek tabulky vlevo (sloupecky
odpovidaji jednotlivym surovinidm) vynasobite cenou suroviny a vysledky poscitate.
Vypocet miize vypadat tieba takto?

0 1,5 0,2 1 0 00’225
1 05 1 1,5 0 P
0,5 1,5 0,4 0 1 . |
L5 1 03 1 0,5 :
0 1,5 0,2 1 0 3,375
1 0,5 1 1,5 0o | |[38325
02| o5 [ #0255 [+5] oa [F2] 0 |+ 4 7475
1,5 1 0,3 1 0,5 6,55

Pripomenme, Ze komutativita a asociativita séitani nam umoznuje hovorit
o sou¢tu (sumé) vice nez dvou vektoru aniz bychom specifikovali poradi vektort
¢i operaci. Vektorti v sou¢tu vSak musi byt koneéné mnoho.'® Ndm se bude hodit
dodefinovat i co je to soucet prazdné mnoziny vektort.

9 Prvni faddek tak trochu vypada jako bychom nasobili matici s vektorem, ze? Pardon!

10 Pokud bychom méli nekoneéné mnoho vektort, mohli bychom se ptat ke kterému vektoru se
Castecné soucty blizi a definovat nekonecny soucet jako limitu. Na to je vSsak nutné zodpovédét
otazku, co znamend blizit se — definovat pojem vzdélenosti.
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2.10 Umluva. Vysledkem prazdné sumy vektorii bude vzdy nulovy vektor 0. Nulovy
vektor je tedy linearni kombinaci libovolné — i prazdné — mnoziny vektort.

2.11 Definice. Bud L linearni prostor nad F. Pro mnozinu vektora M C L definu-
jeme jeji linearni obal span M jako mnozinu vsech moznych linedrnich kombinaci
prvkua z M, tedy

span M = {ayZy + - - -+ %y, | k € No, &y, ..., %, € M,aq,...,a4 € F}

Prvky mnoziny M nazyvame generatory prislusného linedarniho obalu.
2.12 Poznamky.

e Linearni obal prazdné mnoziny je jednoprvkova mnozina obsahujici nulovy vek-
tor!! span () = {0}.
e Je-li mnozina M koneénd, tj. M = {&,,...,Z, }, pak lze definici zjednodusit:

span{@y,..., %, } ={ayZ + -+ a, %, | aq,...,q, € F}.

Chceme-li provést kombinaci mensitho poctu vektortt (ne nutné vSech), staci
nékteré koeficienty volit nulové. Chceme-li provést kombinaci vektord, kde se
jeden z nich vyskytuje vicekrat, je namisto toho mozné prislusné koeficienty
seCist a dany vektor pouZzit jen jednou. Mimo to zhusta vyuzivame faktu, ze lze
soucet libovolné preusporadat.

e Je-li mnozina M nekonecCnd, je nutnd nase obecnd definice, kde vybirame vzdy
jen konec¢nou k-prvkovou podmnozinu, ze které délame linearni kombinace.

2.13 Véta. Bud L linearni prostor a M C L. Pak span M je linearni podprostor L.

Diikaz. Kazdy linearni obal obsahuje nulovy vektor, nebot ten je linedrni kombinaci
prazdné mnoziny. Linearni obal je tedy vzdy neprazdny. Zbyva ovérit uzavienost na
s¢itani a nasobeni.

Vezméme tedy dva libovolné vektory #,y € span M. Chceme ukazat, ze & +
y € span M. Fakt, ze £ € span M znamend, ze existuje k € Ny, Zq,...,z, € M
a op,...,0q € F tak, ze & = aZ; + - - - o, Z,. Podobné 3y musi byt tvaru § =
B9y + - -+ By, pro néjaké I € Ny, 4y,...,4y; € Maay,...,oq € F. Nyni mame

T+Y=oT) + -+ ogdy + 5y + -+ B,

coz je evidentné linedrni kombinace prvka z M, a tedy patii do span M.
Stejné se to udéla s nasobenim. Pro v € F a & € span M mame

—

vE = (o Ty + - -+ o Ty) = Yoy Ty + -+ Yoy Ty, € span M. O

1V definici jsme zamérné dovolili, aby pocet séitancti v souétu byl nulovy, coz da v souladu
s nasi tmluvou nulovy vektor.



2.14 Cviceni. Dokazte, ze pro M C L je span M tim nejmensim linedrnim pro-
storem obsahujicim M — tedy Ze vSechny dalsi podprostory tento dany prostor jiz
obsahuji.'? Vyse jsme ukazali, Ze span M je linedrni podprostor, ukazte tedy, Ze pro
kazdy dalsi podprostor V < L takovy, ze M C V plati span M < V. Rozmyslete si,
7e toto tvrzeni lze taky zformulovat nasledujicim zptisobem: Linearni obal je priinik
vSech podprostori obsahujicich M.

span M = {V |M CV <L}

3 Linearni zavislost a nezavislost

3.1 Definice. Bud L linearni prostor nad F. Budte Z,,...,Z,, € L. Posloupnost
vektora (Zq,...,%,) se nazyva linedrné zavisla, jestlize lze zapsat nulovy vektor
0 € L jako netrivialn{ linearni kombinaci vektort Zy,...,%,. V opactném pripadé
se posloupnost nazyva linedrné nezavisla. To tedy nastava tehdy, kdyz jedind
linedrni kombinace vektort z posloupnosti, kterd dava nulovy vektor, je ta trividlni.
Symbolicky:

(Z4,...,2,) je LN <
(Vay,...,a, € )o@y + -+ a,@, =0= (Vi€ {1,...,n})(a; = 0)))

(Zy,...,2,) je LZ <
(Bay,..., o, €F)ay @) + - +a,z, =0A((Fie{l,....,n})(a; #0)))

3.2 Pozorovani.

e Linedrni (ne)zdvislost nezdvisi na pofadi vektort v posloupnost.

Je-li v posloupnosti néjaky vektor dvakrat, je posloupnost automaticky linedrné
zavisla.

Prazdna posloupnost je automaticky linedrné nezavisla.

Je-li v posloupnosti nulovy vektor, je posloupnost automaticky linedrné zavisla.
Posloupnost s jednim vektorem (Z) je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz # = 0.
Posloupnost se dvéma vektory (Z,y) je linedrné zavisld pravé tehdy, kdyz je
jeden nasobkem druhého.

3.3 Véta.

1. Odebranim libovolného poctu vektori z linedrné nezavislé posloupnost vznikne
linedrné nezavisla posloupnost.

2. Pridanim libovolného poc¢tu vektort do linearné zavislé posloupnosti vznikne
linedrné zavisla posloupnost.

12 Rekli bychom nejmensi vzhledem k relaci byt podmnozinou piipadné byt podprostorem. Nad
¢iselnym télesem budou mit vSechny netrividlni linedrni prostory nekoneéné (nespocetné) mnoho
prvki. Porovnévat jejich velikost poctem prvku tedy neddva smysl.
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Dikaz. V prvni fadé si vzpomenme, ze linedrni zavislost a nezavislost nezavisi na
poradi vektorfi v posloupnosti. Bez jmy na obecnosti'? tedy mizeme piedpokladat,
ze odebirdme vektory od konce, resp. pridavame je na konec posloupnosti.

Nyni dokazeme druhé tvrzeni. Pijde ndm to snadnéji, kdyz napiSeme trochu
formdlnéji, co vlastné fika: Necht (Z,,...,%,) je posloupnost vektori z L a necht
k < n. Jeli posloupnost (Z;,...,7;) linedrné zavisla, pak je i celd posloupnost
(Z4,...,%,) linedrné zavisla. To je tieba dokdzat. Nyni jesté dosadme definici linedrni
zdvislosti. Pfedpoklad implikace ¥ika, ze (Z,...,Z;) je linedrné zavisld, tedy Ze
existuji skalary aq,...,q; € [ takové, Ze asponl jeden z nich je nenulovy a plati
0T+ oyl = 0. Z toho je tfeba vyvodit zavér, Ze i poslounost (7, ..., Z,) je
linedrné zavisla. Musime tedy najit konstanty 3,...,5, € F, které nejsou vsechny
nulové a plati 8%, + --- + B8,%, = 0. To je ale docela jednoduché. Staci brat
fr=oaq, ..., B =ay By =--=0,=0

Nakonec si miiZzeme vsimnout, Ze prvni tvrzeni je pouze obména'#4 druhého.
Vskutku, méme-li posloupnost (%4, ...,Z,) vektoru z L a k < n, uvedené vyroky
rikaji

1. (Z4,...,%,) LN = (&4,...,2;) LN,
2. (#q,...,%,) LZ = (Z4,...,%,) LZ. |

3.4 Cviceni. Cést 1. pfedchozi véty lze dokézat i piimo. Zkuste to!

3.5 Uloha. Rozhodnéte o linedrni nezévislosti posloupnosti vektori (%, Ty, 75) VR,
kde

1 0 1
‘fl = ]. 5 fz = ]. 5 ‘(2:3 = 2
0 1 1

Reseni. Zajima-li nas, zde je tato posloupnost linedrné nezavisla, musime resit rov-
nici

Dosadime prislusné vektory:

1 0 1 0
all|+B811)+v12|=|0
0 1 1 0
A vidime, Ze tato podminka je ekvivalentni soustavé t¥{ rovnic o tfech neznamych:
o+ v=0
a+B+2y=0
B+ v=0

13 Bez wjmy na obecnosti, zkratkou BUNO (anglicky without loss of generality — WLOG), je obli-
bena formulka pouzivand v dikazech. Byva ji uvozen dodatecny predpoklad, ktery uleh¢i formulaci
dtkazu, avsak snadno se lze presvédcit o tom, ze ve zbylych piipadech by se tvrzeni dokazovalo
velmi obdobné. Umoznuje nam dikaz ocistit od technickych detaild, a tak zlepsit jeho citelnost.
Casto jde o to, 7e nezévisi na poradi néjakych objekti, a tak mizeme predpokladat, Ze jsou sefazené
podle velikosti, pripadné si jinak vhodné vybrat jejich poradi.

4 Pro implikaci A = B nazyvame jeji obménou —B = —A. Z hlediska logiky jde o ekvivalentni
vyrok, a tak dokdzeme-li jeden, pak plati i druhy.

11



Nyni si muzeme vsimnout, ze druhd rovnice je souc¢tem prvni a tieti, a je tedy
v soustavé nadbyteéné. Resfme tak vlastné soustavu:

o+ =0

B+v=0

Soustava ma zjevné feSeni — to ma totiz soustava s nulovou pravou stranou vzdy.
Podstatné je, ze tato soustava ma i netrividlni reseni. Zda se totiz, ze za proménnou y
muzeme dosadit cokoliv a snadno dopocitame zbylé proménné. Dosadme tedy v = 1,
pak snadno dopocitdme a = § = —1. Podarilo se ndm tedy nakombinovat netrividlné
nulovy vektor z vektort posloupnosti a sice jako 0 = —Z; — Ty + 5. Zavér tedy zni,
ze posloupnost je linedrné zavisla.

Kromé toho si mtizeme vSimnout, ze spliuje i jakousi intuitivnéjsi definici line-
arni zavislosti a sice, ze je v ni néjaky vektor navic, ktery je jiz kombinaci ostatnich.
To 1ze snadno dostat preuspordddnim vyse obdrzené rovnosti: pri¢tenim Z; + Z,
dostaneme, Ze ¥3 = T, + Z5. Snadno si rozmyslite, Ze to plati o kazdém jednotlivém
vektoru, ze je linedarni kombinaci ostatnich.

Nize dokazeme, ze v kazdé linearné zavislé posloupnosti je néjaky vektor kom-
binaci ostatnich. Musi to ale platit o kazdém vektoru z posloupnosti, ze je kombinaci
ostatnich? Zkuste najit posloupnost vektori, kde to tak neni (pFestoze je linedrné
74visla).

3.6 Véta (Alternativni definice linedrni zavislosti). Bud L linedrni prostor
nad [, 2,...,%, € L. Potom jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

1. Posloupnost (Z4,...,Z,) je linedrné zavisla.

2. Jeden z vektori posloupnosti je linedrni kombinaci ostatnich.

3. Jeden z vektoru posloupnosti je linedrni kombinaci pfedchozich (tedy existuje
i€ {l,...,n} takové, Ze &, € span{Zy,...,%,_1}).

Dikaz. Abychom dokézali ekvivalenci téchto tii vyrokiu, sta¢i dokdzat Fetézec im-
plikaci (3) = (2) = (1) = (3).

(3) = (2): Zjevné.

(2) = (1): Piedpoklddame, ze existuje j € {1,...,n} takové, ze Z; = Z#J_ o,
pro néjaké skaldry «;, i € {1,...,n} \ {j}. Od této rovnosti odecteme Z; a mame
0 = ZZ a;Z;, kde pokldddme a; = —1. Dokézali jsme tedy napsat nulovy vektor
jako netrivialni linedrni kombinaci vektort Z,,...,Z

(1) = (3): Pfedpokladame, ze 0 = > " |
Vezméme ten nejvyssi index j, pro ktery je a; # 0, tedy j: = max{i | a; # 0}. Potom
lze v rovnosti vyjadiujici nulovy vektor osamostatnit Z, jako z;, = ZZ 4 %*i. O

J
3.7 Véta. Bud L linearni prostor nad F, a necht (Z4,...,Z;) je linedrné nezdvisla
posloupnost vektori z L. Necht déle ¢ € L je vektor takovy, ze ¢ ¢ span{Zy,..., 7}

Potom je posloupnost (%4, ..., %, ¥) rovnéZ linedrné nezavisla.

n-
o, Z,; pricemz ne vSechny «; jsou nulové.

Dikaz. Pouzijeme alternativni definici linedrni zavislosti 3. z pfedchozi véty. Je-
i (Zq,...,%;) linedrné nezdvisld posloupnost, pak zadny z vektori posloupnosti
neni linedrni kombinaci pfedchozich. Z predpokladu véty plyne, zZe totéz plati pro
posloupnost (Z, ..., T, ). O
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4 Baze, dimenze, souradnice

4.1 Baze

N4&s cil pro tuto kapitolu je zavést pojem souradnic. Na to nejdfiv potfebujeme
néjaky soutadny systém, ktery bude urcen néjakou sadou vyznacnych sméra, tedy
vektort Z,,...,Z,. Pfali bychom si soufadny systém zavést tak, aby v ném slo
kazdy vektor ¥ € L jednoznacéné reprezentovat. Tedy aby kazdé v € L slo zapsat
jako linedrni kombinaci ¥ = a;#, + - - - + ,,Z,, jednoznaénym zptisobem. Cisliim,
aq,...,qa, € F pak budeme fikat souradnice vektoru v.

Zadame tak dvé véci: existenci vhodnych koeficientt a jejich jednoznacnost.
Nejprve charakterizujme existenci:

4.1 Definice. Bud L linearni prostor nad F. Rekneme, Ze posloupnost (7, ..., #,,)
vektori z L generuje cely prostor L, jestlize L = span{Z,,...,Z,}.

Ted se zaméfme na jednoznac¢nost. Tu by mél charakterizovat pojem linedrni
nezavislosti:

4.2 Véta. Bud L linedrni prostor nad F, Z4,...,%,, € L. Posloupnost (Zy,...,,,)
je linedrné nezavisla praveé tehdy, kdyz lze kazdy vektor ¥ € L napsat jako linearni
kombinaci vektord Z, ..., Z,, nejvyse jednim zptsobem.

Dikaz. Implikace < je ziejmé. Definice linedrni nezévislosti totiz vyzaduje prave
to, ze nulovy vektor lze zapsat jako linearni kombinaci pravé jednim zptsobem.
Pro implikaci = predpokladejme, Ze vektor ¥ lze zapsat dvéma zpusoby jako

—

6:a1f1++anfnzﬁl‘fl++/8nxn

Zamérme se na druhou rovnost a presunme vsechny ¢leny na jednu stranu. Dosta-
neme

(al - ﬂl)fl +eee (an - ﬂn)i:n = 6

Predpoklad linedrni nezévislosti posloupnosti (24, .. ., Z,,) pak znamend, ze o, — 5; =

0, tj. a; = 3; pro vechna i =1,...,n. O

4.3 Definice. Bud L linedrni prostor nad F, Z,,...,Z, € L. Posloupnost

(Z4,...,%,) nazyvame baze L, jestlize je linedrné nezdvisla a generuje L.

4.4 Definice. V [ (nad [) definujeme posloupnost vektora

1 0 0
0 1 0
5:(@1’62,, vén): 0 ) 0 IR 0
0 0 1

Budeme ji fikat kanonicka baze prostoru ™.
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4.5 Véta. Bud L linearni prostor nad F, Z,...,%, € L. Nasledujici vyroky jsou
ekvivalentni.

1. (#4,...,%,) je baze L,

2. (Z4,...,7,) je minimaln{ (vzhledem k inkluzi)!® posloupnost generujici L,

3. (#4,...,%,) je maximalni (vzhledem k inkluzi) linedrné nezavisld posloupnost
v L.

Dikaz. (1) < (2): Baze je z definice generujici. Posloupnost generatort lze zmen-
§it pravé tehdy, kdyZz je jeden z vektoru linedrni kombinaci ostatnich. To je podle
alternativni definice ekvivalentni linearni zavislosti posloupnosti.

(1) < (3): Baze je z definice linedrné nezdvisla. Neni-li generujici, tj. existuje-
-i ¥ ¢ span{Z,,...,Z,}, je podle véty 3.7 mozné linedrné nezdvislou posloupnost
zvétsit pridanim vektoru 9. Snadno se presvédéime o opaku: Je-li (Z4,...,Z,, V)
linedrné nezavisla, pak podle alternativni definice linedrni zavislosti vektor ¢ nemuze
byt linedrni kombinaci ostatnich. O

Chtéli bychom nyni ukazat, ze kazda baze ma stejnou velikost. Pokud se nam to
podari, mtizeme ono vzhledem k inkluzi ve vété vysSe nahradit prostym co do velikosti.

4.6 Lemma (Steinitzova véta o vyméné / Exchange lemma). Necht

(Zq,...,%) je linedrné nezdvisla posloupnost vektoru z linedrni prostoru L nad F.
Necht je G konetnd mnozina generujici L, I:= |G|. Pak | > k a existuji vektory
Ups-- Y € G takové, 7e (Zq,..., 25, Y1, .., Y_s) generuje L.

Dikaz. Budeme dokazovat matematickou indukci. Pro & = 0 je tvrzeni zfejmé,
bereme prosté celou mnozinu G.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kazdou k-prvkovou linearné nezavis-
lou posloupnost a uvazujme néjakou (k + 1)-prvkovou (Z;,...,%,, ), pro kterou
chceme tvrzeni dokazat. Z indukéniho predpokladu najdeme generujici posloupnost
(Zyyee s Ty Yy Yp_p)- Zbyvé ukédzat, Ze muZzeme vyménit néktery z vektort
Y1s- -5 Y_p za vektor Ty ;.

Vzhledem k tomu, ze nalezend posloupnost je generujici, plati, ze z ni mtizeme
nakombinovat vektor Z, ;. Najdeme tedy koeficienty prislusné linedrni kombinace

Ty = oqZy + -+ oy + 810+ 4 Bl

Protoze predpokldaddme, Ze posloupnost (Zi,...,2,,) je linedrné nezavisld, musi
platit, Ze aspon jeden z koeficientt f;,...,053,_; je nenulovy (a tedy I > k + 1).
Oznacme prislusny index j. Potom plati, Ze g, 1ze nakombinovat z vektorii posloup-
nosti (%4, .., Zpi15 Y155 Ujo1Yji1 - - > Y )» @ tedy musi tato posloupnost gene-
rovat celé L. O

15 Inkluze je jiné oznaceni relace bijt podmnozinou. Je mensi vzhledem k inkluzi znamend prosté
je podmnozinou. Vybirdme-li mnozinu minimdini vzhledem k inkluzi s néjakou vlastnosti, vybirame
takovou, ze zadné jeji podmnozina tuto vlastnost neméa. Zde ve skute¢nosti nemame mnoziny, ale
posloupnosti, nicméné princip je stejny. Chceme fict, ze zddnd podposloupnost uz neni generujici.
Mimochodem zamérné pouzivame slovo minimdlni a nikoliv nejmensi nebot matematici v téchto
slovech mohou vidét drobny rozdil: Miniméln{ znamend, Ze neexistuje mensi (neexistuje generujici
podposloupnost), kdezto nejmensi by znamenala, ze kazda dalsi je vétsi (to v tomto pfipadé neni
pravda).
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4.7 Véta. Kazda baze linedrniho prostoru ma stejnou velikost.

Dukaz. Budte (Z4,...,%) a (41, - -, §;) bdze néjakého linedrniho prostoru. Protoze
jsou obé generujici i linedrné nezavislé, mame podle Steinitzovy véty jednak k <1 a
jednak [ < k, tedy dohromady k = 1.

4.8 Definice. Pro linearni prostor L definujeme jeho dimenzi dim L jako pocet
prvkii néjaké jeho béze. Pokud L (konecnou) bazi nem4, fekneme, Ze ma nekonecnou
dimenzi, dim L = oc.

4.9 Priklad.

e dim{0} = 0. (Dimenze jednoho bodu je nula.)

e dimspan{Z} = 1 pro & # 0. (Dimenze pfimky je jedna.)

e dimfF"™ =n. V ™ totiz mame n-clennou kanonickou bézi.

e dim [[z] = co. V F[z] totiz najdeme n-prvkovou linedrné nezdvislou posloupnost
pro kazdé n € N a sice (1,z,22,...,2"!). Bdze m4 byt maximaln{ linedrné
nezavisld posloupnost. Zde ale vidime, ze zadnd maximalni neexistuje.

o dimF="[z] = n + 1. V F="[z] mdme (n + 1)-élennou kanonickou bazi
(1,z,2%, ... 2").

4.10 Poznamka. Zde jsme pojem bdze definovali pouze jako konecnou posloup-
nost vektori. Pojem linedrné nezavislé posloupnosti miazeme rozsitit na nekoneéné
posloupnosti ¢i dokonce nespocetné mnoziny prosté tak, ze budeme pozadovat, aby
kazd4 koneénd podmnozina (podposloupnost) byla linedrné nezdvisla. Takto mtiZzeme
zavést koncept baze (zvand Casto Hamelova bdze) i pro nekoneénérozmérné linedrn{
prostory.

Napriklad pro prostor vSech polynomt snadno ukazeme, zZe je generovan jednot-
livymi monomy F[z] = span{1,z, 22,23, ...} a Ze ona mnozina/posloupnost monomt
je vskutku linedrné nezévisla. Mizeme ji tedy povazovat za ,,bazi“'% tohoto prostoru.

Vyse uvedeny piiklad je specificky tim, Ze je dand baze spocetnd, tj. lze ji
zapsat jako posloupnost. Naopak naptiklad prostory funkci spocetnou bazi nemaji.
Dokonce, moznda prekvapivé, nemé spocetnou béazi ani prostor vSech posloupnosti.
Rozmyslete si, ze RN D span{e;, ey, e53,¢€4, ..., }, kde e, je posloupnost, jejiz i-ty ¢len
je 1 a jinak je konstantné nulova (zobecnéni kanonické baze R™).'7 Lze dokézat, ze i
tento linedrni prostor ma Hamelovu bézi, ale nikdo ji nikdy nevidél, a tak neni ptilis
uziteénd. (Plati, ze kazdy linedrni prostor ma Hamelovu bézi, ale k dikazu je tieba
axiom vybéru.)

4.11 Véta (Vybér baze z generujici posloupnosti). Bud L linedrni prostor a
necht G je konecna generujici mnozina. Potom existuji Z,,...,%,, € G takové, Ze
(Zy,...,2,) je baze.

16V dal$im textu se budeme drzet nasich definic tak, jak jsme je zformulovali. Baze pro nas tedy
bude vzdy konec¢nd. Proto jsem to slovo dal do uvozovek. Je vSak potreba upozornit, ze doc. Velebil
definuje i nekonecné baze, coz by mohlo vést k nedorozuménim. Omlouvam se za nekonzistenci, ale
vérim, ze je to ku prospéchu si trochu definice zjednodusit, kdyz se stejné nekonecnérozmérnymi
prostory nebudeme moc zabyvat.

17 Ndpovéda: Napiiklad zadna konstantni nenulova posloupnost nelze takto nakombinovat.
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Dikaz. Paklize v G existuje vektor, jenz je linedrni kombinaci ostatnich, mizeme
ho z G odstranit a obdrzime novou generujici mnozinu G’. To miZeme opakovat
do té doby nez v mnoziné zadny vektor, jenz je linearni kombinaci ostatnich ne-
zbude. To vsak znamend, ze prvky takto vzniklé mnoziny tvori linedrné nezavislou
posloupnost. O

4.12 Uloha. Najdéte bazi linedrniho prostoru V = span{Zz,, Z,, T3} <R3, kde

1 0 1
fl_(1)7 fz_@, fg_(Q).
0 1 1

Reseni. Pifmo z toho, jak jsme V zkonstruovali je jasné, ze mnozina G = {Z,, Z,, 24}
generuje V. V ramci tlohy 3.5 jsme ukézali, Ze posloupnost (Z, Zy, Z3) neni linedrné
nezavisld a netvoii tedy bazi V (ani R3). Véta vyse nam ikd, Ze je mozné vybrat
podposloupnost, ktera jiz bude bazi V. Dikaz véty nam dava navod: Odstran pre-
bytecné vektory! Jiz v tloze 3.5 jsme si vSimli, ze Z je linedrni kombinaci ostatnich.
Odstranime-li jej, vyslednd posloupnost (#;,Z,) bude stéle generovat V. Navic vek-
tory v posloupnosti nejsou jeden nasobkem druhého, a tak je posloupnost linedrné
nezévisla. Nasli jsme tedy bazi V.

Tato baze tedy urcuje souradny systém ve V| ktery je pro nés dulezity, nebot
standardni soufadnice z R? (kanonickou bazi) zde nemtizeme pouzit. Déle by nasim
cilem mohlo byt doplnit dvojici souradnych os o treti, kterdA by ndm umoznovala
popisovat body v celém R3. Vyhodou takovych soufadnic by bylo, Ze se lze snadno
z0zit na podprostor V, Ize na néj v jistém smyslu snadno promitat, 1ze hned poznat,
jestli je zadany bod uvnitf V ¢ nikoliv. Takto doplnit posloupnost (Z;,Z,) na bézi
R3 1ze snadno: stadi dodat vektor, ktery neni ve V. Funguje to obecné:

4.13 Véta (Doplnéni linearné nezavislé posloupnosti na béazi). Bud L li-
nearni prostor dimenze dimL = n < oo a necht (Z,...,%;) je linedrné nezdvisla
posloupnost. Potom v L existuji vektory Z,_q,...,Z, takové, ze (Z,,...,Z,) je baze.

Dikaz. Paklize posloupnost (Z4,...,%;) neni generujici, znamend to, %e najdeme
vektor Z, ., ¢ span{Z,,...,Z,} a podle véty 3.7 bude posloupnost (Z,,...,%, )
stale linedrné nezavisla. Takto mizeme pokracovat dokud nedostaneme posloupnost,
ktera je zaroven generujici. O

4.14 Cviceni. Ackoliv jsme to v dukazech vét vyse pfimo nezminili, v obou pii-
padech se de facto jedna o matematickou indukci. Zkuste dukaz indukci sepsat for-
malné. Co je ta prirozend proménna vzhledem ke které délame indukci? Jaky je prvni
krok? Jaka je indukéni hypotéza? Jaky je indukéni krok?

4.15 Dtsledek. Bud L linedrni prostor nad F, dimL = n < oo, Z4,...,Z, € L.
Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

1. (Z,...,2,) je baze L,
2. (24,...,2,) je linedrné nezdvisla,
3. (#4,...,%,) generuje L.
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4.16 Véta. Necht L je linedrni prostor kone¢né dimenze a Vjeho linedrni podprostor.
Potom dim V' < dim L a rovnost nastava tehdy a jen tehdy kdyz V = L.

Dikaz. Ozna¢me n = dim L. Potom v L neexistuje vétsi nez n-prvkova linedrné
nezévisld posloupnost. Tim padem maximalni linedrné nezévisld posloupnost ve V
bude mit taky nejvyse n prvka. Paklize ma pravé n prvku jedna se podle vyse
uvedeného dusledku o bazi L, a tedy mame rovnost V = L. O

4.2 Souradnice
Nyni ndm jiz nic nebrani formulovat to, k ¢emu celou dobu sméfrujeme.

4.17 Definice. Bud L linedrni prostor nad télesem F dimenze dimL = n < oo
a 2 = (#,...,4,) jeho baze, ¥ € L. Potom (jednoznacné urcené) koeficienty
ayq,...,a, € [ linedrni kombinace ¥ = a;%; + - - - + «,,7,, nazyvame souradnice
vektoru ¢ v bazi 2 . Cislo «; tedy nazjvime i-ta soufadnice a aritmeticky vektor

aq
(87
Wy =| 0 |ern

an,

nazyvime souiadnicovy vektor!'® vektoru v v bazi 2 .
Pripomindme, Ze existenci a jednoznacnost vyjadreni libovolného vektoru jako
lineadrni kombinace baze jsme diskutovali hned na zac¢atku této kapitoly.

4.18 Véta. Bud L linedrni prostor nad télesem F a 2" = (Z,...,%,,) jeho béze.
Potom plati

Diuakaz. Napisme

Sectenim téchto rovnic dostaneme
Tedy
ay+ 5y aq By
[Z+3]e = : =| |+ | =Ee + e
Mimochodem néjaky hnidopich by mohl mit problémy s dukazy, ve kterych se

prilis ¢asto objevuji tii tecky. Zkusme tedy vlastnost 2. dokézat porddné. Jako cviceni
si muzete preformulovat dikaz prvniho tvrzeni.

18 Znadeni soufadnicovych vektort neni ustilené. My budeme pouzivat [0] -, doc. Velebil pise
coord 4 U, takze vas cvicici bude pouzivat bud jedno, nebo druhé, nebo néco tplné jiného.
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Libovolny vektor £ € L lze zapsat jako linedrni kombinaci ¥ = Z:;l %,
Potom pro libovolné v € [ plati 72 = y(3_7 | ;@) = 31" | va,&;. Méme tedy

(V@] )i = veu = [l 2],

kde [9]; znadi i-ty prvek aritmetického vektoru ¥ € F”. Druhd rovnost vychézi z de-
finice operace sc¢itani v ™. O

5 Soucet a prunik podprostori

Nez se vrhneme na dalsi velké téma, zakon¢ime povidani o podprostorech a jejich
dimenzi ivahami nad tim, jak Ize linedrni podprostory skladat do vétsich a rozkla-
dat na mensi. Méridlo velikosti linedrnich (pod)prostort jsme pravé zavedli — je jim
pojem dimenze. U obycejnych konecnych mnozin jsme zvykli jejich velikost charak-
terizovat poctem prvki. Vezmeme-li dvé disjunktni mnoziny, bude pocet prvka ve
sjednoceni dan souc¢tem poctu prvku jednotlivych mnozin. Pokud disjunktni nejsou,
pocitali bychom néjaké prvky dvakrat a proto nas vztah korigujeme néasledujicim
zpusobem
|[AUB| =|A|+ |B|—|ANB].

U podprostoru narazime na potiz, ze sjednoceni dvou podprostora typicky ne-
bude podprostor. Vskutku: Vezmeme-li dvé rtzné pirimky prochazejici pocatkem,
jejich sjednoceni nebude ani primka ani rovina, zkratka zadny podprostor. Chceme-
-li analogii vyse zminénych tvah, mélo by spojenim jednorozmérné primky a jed-
norozmeérné piimky vzniknout néco dvourozmérného. Nabizi se vzit tu jednoznacné
uréenou rovinu, ve které obé pirimky lezi — jejich spoleény linedrni obal. Jiny thel
pohledu je ten, ze misto abychom sjednocovali celé podprostory, sjednocujeme jejich
generujici mnoziny.

U pruniku, jak uvidime, je situace jednodussi, nebot prunik podprostortu se
ukéze byt rovnéz podprostorem. Pozor vsak na to, abychom zde rovnéz neprejali
myslenku vyse. Priinik generujicich mnozin miize byt klidné prazdny a viibec ne-
musi generovat prunik podprostorti. Podprostory jsou zkratka komplikovanéjsi nez
kone¢né mnoziny a tvahy u nich nelze redukovat na tvahy o generujicich mnozi-
néch.?

5.1 Pripomenuti. Budte A, B dvé mnoziny. Jejich prinik a sjednoceni vypada
nésledovné
ANB={z|x€ ANz € B}

AUB={z|x€ AVzx e B}

19 Banélni Gvahy o poctech prvki koneénych mnozin mohou nalézt aplikace pti studiu pravdé-
podobnosti, nebot klasickd teorie pravdépodobnosti je postavend pravé na mnozindch a na méreni
jejich relativni velikosti. Ukazuje se vSak, ze mikrosvét klasickou teorii pravdépodobnosti a tim i
nasi celozivotné budovanou intuici neposlouchéd a pocitani pravdépodobnosti se misto toho ridi pra-
vidly linearni algebry. Fakt, ze jeden podprostor mize mit dvé tplné odlisné béze, je matematickym
pohledem na Heisenberguv princip neurcitosti.
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5.2 Véta. Bud L linedrni prostor, V, W jeho podprostory. Potom V N W je rovnéz
linearni podprostor L.

Dikaz. Protoze oba podprostory V a W urcité obsahuji nulovy vektor, je jejich
prunik neprazdny.

Vezmeme-li dva vektory Z, 3y € VNW, znamena to, Ze oba jsou v obou mnozindch
Vi W. Protoze obé mnoziny jsou podprostory, jsou uzaviené na s¢itani vektoru, takze
I+yeVidi+yeW. Timpaddem Z+5 e VNW.

Uzavienost na nasobeni skaldrem se ukéze podobné. O

5.3 Definice. Bud L linearni prostor, A, B C L. Definujeme jejich soucet
A+B={z+y|2€ A e B}

5.4 Véta. Bud L linearni prostor, V, W jeho podprostory. Potom je i V + W linearni
podprostor L.

Dikaz. Protoze jsou obé mnoziny V a W neprazdné, je jejich soucet zjevné rovnéz
neprazdny.

Vezméme nyni Z,,Z, € V + W. Z definice souc¢tu mnozin to znamena, ze tyto
prvky lze zapsat jako ¥, = ¥; + W, a Ty = Uy + Wy, kde U,,0, € Va w;,w, € W.
Potom ale Z; +Z, = Uy + Wy + Uy + Wy = (U; + V) + (W, + W,). Protoze V je linedrni
podprostor, mame v, + U, € V a obdobné i w, 4+ w, € W. To nakonec znamend, ze
T+ Z, e VW,

Podobné muzeme ovérit uzavienost na nasobeni. O

5.5 Cviceni. Dokazte, ze V + W je nejmensi linearni podprostor L obsahujici Vi
W. Vzhledem ke cviceni 2.14 je to ekvivalentni pozorovani V + W = span(V U W).

Poznamenejme si to, co jsme jiz naznacovali v ivodu: soucet linearnich podpro-
stort se dé vyjadrit sjednocenim prislusnych mnozin generatort. Piesné tak byste
soucet zkonstruovali a popsali prakticky.

5.6 Tvrzeni. Bud L linearni prostor, A, B C L. Potom

span A 4 span B = span(A U B).

Dleaz. Zde neni moc co dokazovat. Z definice span A je mnoZina lprvkﬁ tvaru
Z¢:1 o,;%;, kde Z; € A, a podobné span B je mnozina prvku tvaru ZFI By, kde
Y; € B. Soucet téchto mnozin bude tedy tvoren prvky tvaru Zle o2, + 22:1 Bl
coz je presné to, jak maji vypadat prvky span(A U B) (azZ na zvolené potradi genera-
tort, ale to vzhledem ke komutativité s¢itani nehraje roli). O

5.7 Cvi€eni. Budte V,W < L, VN W = {0}. Dokaite, 7e je-li (Z,,...,%,) béze V
a (Y1, -, Ym) bdze W, pak je (Z1,...,2,,,Y1s---,Y,,) baze V + W.
My ted dokazeme néco trochu obecnéjsiho:
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5.8 Véta (O dimenzi souctu a pruniku podprostora). Bud L linedrni prostor,
V, W jeho podprostory. Potom

dim(V+ W) +dim(VNW) =dimV + dim W.

Povsimnéte si, ze jsme zdmérné ¢len dim(V N W) presunuli doleva, abychom
méli vSude s¢itani a nemuseli predpoklddat, Ze vSechny dimenze jsou konecné. (Kdy-
bychom ve vyrazu nékde méli minus, vystavovali bychom se riziku pocitani co — oo,
které je zapovézeno.) Spousta ucebnic tak jako tak predpokldda, zZe jsou vSechny di-
menze konecné, aby si usetrila praci s vysvétlovanim, protoze v nekonec¢nérozmérném
ptipadé tento vzorec stejné neni prilis uzitecny.

Dikaz. Je-li dimV = oo nebo dim W = oo, pak snadno rozmyslime, ze dim(V +
W) = oo a rovnost plati (definujeme-li co +n = oo pro lib. n € Ny U {o0}).

Predpoklddejme tedy, ze dimV = n < oo, dmW = m < oo, ¢imz
dim(V N W) =:k musi podle véty 4.16 byt rovnéz konecnd. Necht (Z,...,Z;)
je bdze V.N W. Tu muZeme doplnit na béz (Z,..., 2, 2,...,Z,_ ;) Prostoru
V a stejné tak na bézi (Zy,...,Z4,Y1,---sYm_g) Drostoru W. Nyni tvrdime, Zze
(Z1y oy 2k Ty e ooy Ty Y1o - -+ s Upmpe) J€ béze V + W ¢mz bude diikaz hotov, nebot
to bude znamenat, ze dim(V +W) = k+(n—k)+(m—k) = n+m—k =
dimV + dim W — dim(V N W).

Ze je mnozina generujici plyne z tvrzeni 5.6. Dokazme tedy, Ze je linearné neza-
visla. Vezméme tedy libovolnou linearni kombinaci prvkia posloupnosti, kterd dava
nulovy vektor:

k n—k m—k .
Z’Yigi + Zaifi + Z B;y; = 0.
i=1 i=1 i=1

Oznacme
k n—k m—k
v = E Vizi + E QT = — § BV

Vidime, ze ¥ musi byt jak prvek Vtak prvek W, je tedy v prunlku a mus1 jit na-
kombinovat z baze (Zy,...,2)). Mame tedy ¥ = Z L Vi = —Em_ B, kde
druhé rovnost je z vyjadfeni vySe. Znamens to viak, ze mame 0 = Zi: L Y.z +
Z:Zk B,Y;. Z linedrni nezavislosti béze (2, ..., 2k, U1 - - - s Ym_p) Museji byt vSechny
koeficienty By, ..., B V1, - - -, 7 Dulové a specidlné tedy ¥ = 0. Podobnym zptso-
bem z linedrni nezévislosti baze (Zy,..., 2, Z1, ..., %, ;) dostaneme, Ze vyq,..., vy,
oy 0, 1 =0. O
5.9 Cviceni. Dvé roviny prochazejici pocatkem v R? nemohou mit jako priinik
pouze jeden bod. Dokazte toto intuitivni tvrzeni pomoci véty o dimenzi souctu a
pruniku.

5.10 P¥iklad. Naopak v R* to nastat mtize.2? Uvazte tieba roviny V = span{é;, 62}
a W = span{és, &,}, kde (€,, &,, &, &,) je kanonicka béze R*. Ovéite, ze VNW = {0}
a V 4+ W = R Ovéite, ze totéz plati nejen pro kanonickou, ale pro jakoukoliv bézi.

20 Miuze dokonce existovat dvojice mimobéznych rovin. My vsak obecné roviny zatim neumime
popisovat a ani jsme takovy pojem vlastné formélné nedefinovali. Zatim jsme se bavili pouze o li-
nearni podprostorech, a ty vzdy prochéazeji pocatkem.
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5.11 Uloha. Uvazujme V = span{Z,, 2}, W = span{Z,, 7,}, kde

1 0 1 0
R 1 . 0 . 0 . 1
Ty = 0 i Ty = 1 ) T3 = 0 ’ Ty = 1
0 0 1 -1

Najdéte prinik a soucet téchto podprostoru.
Reseni. Najit souet je svym zptsobem jednoduché: staéi sjednotit mnoziny gene-
ratort. Mdme tedy V + W = span{Z;, Zy, T3, 7, }.

Nyni vsak neni tak Gplné jasné, jak soucet opravdu vypadd. Je generovan ¢tyrmi
vektory, takze by to mohlo byt celé R?, ale také se miiZe stat, Ze vektory jsou linedrné
z4vislé a souctem je tedy néjaky vlastni podprostor R*. Zkusme tedy najit bézi a
dimenzi souctu.

Od pohledu mutzeme vidét, ze druhy generator neni ndsobkem prvniho, protoze
prvni mé ve treti slozce nulu, zatimco druhy je nenulovy. Podobné treti generdtor
neni linearni kombinac{ prvnich dvou, protoze ma nenulovou posledni slozku, zatimco
prvni dva ji maji nulovou. Naopak si mtizeme vsimnout, ze posledni generator je
linedrni kombinaci pfedchozich: Z, = &, + @5 — Z.

7 generujici mnoziny pro V 4+ W jsme tedy vybrali bazi (2, @5, Z3) a tim jsme
uréili dimenzi dim(V + W) = 3.

Kdyby nam vyslo, Ze soucet je celé R*, mdme pocitdni primiku bez price.
Pro¢??! Poéitejme tedy. Libovolny vektor z V musi jit zapsat jako ¥ = aZ; + SBZ5.
Je-li zaroven z W, musi rovnéz jit zapsat jako yZ; + 62,. Dohromady tedy fesime
soustavu

la+08=1y+ 06
la+08=0y+ 19
Oa+18=0v+ 1&
Oa+08=1y+—14

tedy

Za ¢ si muzeme zvolit libovolny parametr 6 = ¢t a dopoc¢itdme a = g =~ = t.
Vektor z pruniku tedy vyjadiime jako

U= td 4ty = thy + 13, =t

O~ =

To znamena

Vi NV, = span

O =

21 Protoze by prinik mél podle nasi véty dimenzi nula a byla by to tedy jednobodova mnozina
obsahujici nulovy vektor. Liny avSak premyslivy pocCtar se muze zamyslet nad tim, jestli bychom
to prece jenom nemohli néjak bezpracné vyridit i v tomto pripadé, kdyz néjak sikovné vyuzijeme
pozorovani 2, = I, + Iy — L.
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5.12 Poznamka. Situace, kdy L = V + W pii¢emz V N W = {0} je specialné
zajimavé. Rikdme pak, ze soucet je direktni a znadime L = V @ W. ZapiSeme-li
linearni prostor jako direktni soucet, znamend to, ze jsme ho jaksi rozlozili na dvé
mensi (jednodussi) ¢asti. V dusledku kazdy vektor & € L lze jednoznacéné napsat
jako soucet ¥ = ¥+ w, kde ¥ € Va w € W. Onen jednozna¢né uréeny vektor U se
pak nazyva primét vektoru I do podprostoru V podle podprostoru W. Pozor, nemusi
se jednat o kolmy prumét. Promitame podle W, coz znamena, Ze ten smér promitani
je rovnobézny s W (je totiz dany vektorem ). Na tomto pfedmétu nebudeme mit
prostor tuto konstrukci déle rozebirat, sousttedime se pozdéji pouze na kolmy pri-
met. Na to vSak musime nejprve definovat, co to znamena ta kolmost, coz nam jesté
chvilku potrva.

5.13 Poznamka. Definice pruniku a souctu linedrnich podprostori je velmi priro-
zend a podobnou myslenku muzete najit u rady dalsich pojmu, kde existuje néjaké
usporadani. Bud L linearni prostor. Rozmyslete si, Zze na mnoziné vsech podprostort
¥ = {V | V < L} relace < byt podprostorem definuje édstecné uspordddani. Co to
znamend? Byt podprostorem je reflexivni: pro kazdé V mame V < V; je to antisy-
metrické: je-li V< Wa W <V, musi byt V = W; a je to tranzitivni: je-li V; <V, a
V, < Vi, pak V; < Vj. Na rozdil od dpiného uspordddni (jako mame tifeba na redl-
nych ¢islech) nemusi byt mozné porovnat kazdou dvojici: muZete najit podprostory
V,W < L takové, ze neplati ani V' < W ani W < V. Ve skutecnosti neni moc co
ovérovat, pokud vime, ze tyto vlastnosti spliuje relace C byt podmnozinou, nebot
byt podprostorem je totéz co bijt podmnoZinou akorat zizené na podprostory.

Méme-li néjakou mnozinu vybavenou ¢astecnym usporaddnim (4, <), je pri-
rozené se ptat, zda pro libovolnou dvojici prvka a,b € .# muzeme najit nejmensi
horni zdvoru (supremum), tj. nejmensi prvek ¢ takovy, ktery je vétsi nez obé a,b a
zaroven mensi nez kazdé dalsi ¢’ s touto vlastnosti. Tomu pak budeme fikat spojeni
a znacit ¢ = a V b. Obdobné mizeme definovat prisek d = a A b jako nejvétsi dolni
zavoru (infimum). Pokud takové prvky jde vzdy najit, usporddani se nazyva svazové.
U mnozin a relace C je spojenim a prusekem sjednoceni a prunik. U linedrnich pod-
prostori je to ovSem soucet a prunik. Kdyz jste na stredni Skole zkoumali nejmensi
spolecny ndsobek a nejvetsi spolecny delitel, opét jste délali totéz, akorat s relaci byt
délitelem.

6 Linearni zobrazeni

6.1 Uvod

6.1 Definice. Budte V,W linearni prostory nad stejnym télesem [. Zobrazeni
A:V — W nazveme linearni,?? jestlize plati

1. pro kazdou dvojici Z,y € Vije A(Z + y) = A(Z) + A(Y),

22 Myslenka zkoumat zobrazeni, které zachovévaji strukturu linedrniho prostoru je velmi piiro-
zend a je jednim ze zdkladnich kamenu abstraktni algebry. Takovému zobrazeni, které zachovava
néjakou algebraickou strukturu fikdme homomorfismus. Linearni zobrazeni je tedy homomorfismus
linedrnich prostoru.
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2. pro kazdy ¥ € Va a € F je A(aZ) = aA(Z).

Mnozinu vSech linedrnich zobrazeni V' — W budeme znacit Lin(V, W). V pfipadé, Ze
jsou oba prostory totozné, budeme znacit Lin(V):= Lin(V, V') a prislusna linedrni
zobrazeni budeme nazyvat linearni operatory na V.

6.2 Znaceni. Linearni zobrazeni budeme znacit velkymi pismeny. Jedna se o re-
lativné béznou konvenci, ackoliv nékteri autori pouzivaji mald pismena stejné jako
u funkci. Divod pro nasi volbu je ten, ze linedrnim prostorem V klidné mtze byt
prostor polynomu ¢i prostor funkci. Znacit funkce pismeny f,g,h,... a zobrazeni
pusobici na funkce tymiz pismeny by mohlo byt ponékud matouci.

Kromé toho budeme pouzivat jesté jednu béznou konvenci a sice ze pii pusobeni
zobrazen{ na vektor budeme vynechdvat zdvorky a psat AZ namisto A(Z). Je to jako
bychom vektor Z nésobili jakymsi A. Zobrazeni lze pochopitelné skladat, a tak na
vektor Az muze zapusobit zase jiné linedrni zobrazeni B a vysledek bude oznacen
jako BAZ. Nabizi se tedy slozené zobrazeni?® B o A znaéit prosté BA jako bychom
zobrazeni nasobili.

Rozmyslete si, ze skladani zobrazeni je vzdy asociativni. Pii skladani vice nez
dvou zobrazeni tedy nemusime psit zdavorky. Rovnéz z definice plati, Ze (BA)Z =
B(AZ), ¢ili ani v tomto pripadé zédvorky nepiSeme.

6.3 Poznamky.

e Linedrni zobrazeni musi zobrazovat nulovy vektor na nulovy vektor. Vskutku:
A0 = A(0-0) = 0A(0) = 0. (Poznamenejme, 7e jak nulovy vektor ve V; tak
nulovy vektor ve W znacime stejnym symbolem 0 ackoliv se mize jednat o ruzné
objekty.)

e Dvé podminky pro linearitu lze zapsat do jedné: Zobrazeni A je linedrni pravé
tehdy, kdyz A(aZ+y) = aAZ + Ay pro kazdé Z,y € Va « € F. (Dokazte sami.)

e Linearita znamend respektovani libovolnych linearnich kombinaci. Zobrazeni je
linedrni pravé tehdy, kdyz

AlaZy + -+ o, @) = ATy + - - -+, AZ,,.

Tento fakt je rovnéz znamy jako princip superpozice. Dokazte matematickou
indukei!

6.4 Priklady. Ovéfte, ze nasledujici zobrazeni jsou linearni.

e Nulové zobrazeni O: V — W zobrazujici Oz = 0 pro kazdé Z € V je linedrni.

e Identické zobrazeni id,:V — W zobrazujici idy, & = & pro kazdé ¥ € V je
linearni.

e Linedrni funkce tak, jak se bézné definuje v matematické analyze, tedy funkce
f:R — R dand predpisem f(x) = kx + ¢ pro néjaké k,q € R, nemusi byt
s pohledu linearni algebry linedrni. Je linedrni tehdy a jen tehdy, kdyz ¢ = 0.

e Zobrazeni f:R — R je linearni tehdy a jen tehdy kdyz se jedna o pfimou timéru

f(x) = k.

Brzy ukazeme, ze takové zobrazeni bude opét linedrni

23
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6.5

Zobrazeni A:V — V dané predpisem AZ = kZ pro néjaké k € F je linedrni.
Jedn4 se o stejnolehlost®* se stiedem v pocatku soufadnic. Pro k = —1 se jedné
o stiedovou soumérnost.?? Pro k > 0 se v podstaté jedna o k-ndsobné zvétseni.

Priklady. Vérte, ne nutné ovérte, ze nasledujici tiidy zobrazeni jsou linearni.

Abychom tato tvrzeni skuteéné mohli ovérit, museli bychom ty tfidy nejprve radné
definovat, to v tento moment délat nebudeme. Zkuste vSak linearitu ovérit vzdy na
konkrétnim prikladé.

Rotace v R™ se stredem v poc¢atku souradnic jsou linedrni. Rozmyslete si napri-
klad, Ze rotaci 0 90° v R? Ize zapsat jako

()= ()

Ovérte, ze jde o linearni zobrazeni.
Zobrazeni v osové soumérnosti podle osy prochézejici pocatkem je linedrni. Roz-
myslete si napiiklad, ze pievraceni podle osy z v R? lze zapsat jako

AG)= ()

Ovérte, ze jde o linedrni zobrazeni.

Obecné nejen osova soumérnost, ale zrcadleni podle libovolného linedrntho pod-
prostoru je linedrni zobrazeni (viz napf. stfedovd soumérnost podle pocéatku).
Skladanim rotaci a zrcadleni dostaneme opét rotaci ¢i zrcadleni. Na stfedni Skole
jste takovym zobrazenim fikali shodné. Takova zobrazeni budou linearni, pokud
budou navic zachovavat pocatek souradnic. Potom jim budeme tikat ortogondini
transformace, presné definice pfijde pozdéji.

Roztazeni v jednom sméru je linedrni zobrazeni (zachovava-li poéatek). Ovétte
napriklad, ze nasledujici zobrazeni je linearni pro libovolné k € R:

()= (%)
Y Yy
Zkosen{ je linedrni zobrazeni (zachovava-li pocatek). Ovérte napiiklad, Ze nésle-
dujici zobrazeni je linedrni

A()=(3")
Y Y
Primét do linedrntho podprostoru je linedrni zobrazeni. Rozmyslete si napii-
klad, Ze kolmy primét do osy x v R? lze zapsat jako

() =)

Ovérte, ze jde o linedrni zobrazeni.

24 Vzpominate na to slovo z geometrie na stfedni skole? Abyste se citili jako vysokoskolaci,
muzete misto toho odted rikat homotetie.

25 Stiedova soumérnost (ani stejnolehlost) podle jakéhokoliv jiného bodu nez poéatku souradnic
linedrni neni. Proc?

24



e Na matematické analjze se dozvite, ze derivace je linedrni zobrazeni.?S At uz
jste s pojmem derivace obeznameni ¢i nikoliv, ovérte primo, Ze je nasledujici
zobrazeni D:R[z] — R[z] linedrni:

D(ag + a1 + agz? + -+ -+ @, 2") = a; + 2057 + - - - + na, 2",

tj. D(Z:;O a;x') = Z?:l ozt

e Stejné tak je linedrnim zobrazenim uréity i neurcity integral.?”. Abychom se
nemuseli ohlizet na technické detaily, soustfedme se opét na polynomy. Dokazte,
ze zobrazeni S: R[z] — R[z] je linedrni, kde

n+1
o, T s

n+1 "

1
S(a0+a1m+-~-+anx”):a0x+§a1x2+--~+

tj. SO auat) =0 et

6.6 Tvrzeni (Linearni kombinace zévisi linedrné na koeficientech). Bud W

linearni prostor nad F, dq,...,d, € V. Pak je zobrazeni A:F" — V dané vztahem
1
Al =20y + -+ 2,4,
xTL
linearni.

Dukaz. Vezméme dva aritmetické vektory Z,y € F™ a oznacéme jejich slozky =z,
resp. y;. Vezméme jesté v € F a pocitejme

YT+ Yy
Ay +y)=A : = (o, +y)dy + -+ (YT, + Y,)dn
VTp + YUn
=(xdy + -+ x,a,) + (Y16, + - - -+ Y,a,) =7AZ+ Ay, O
Nyni bychom chtéli linedrni zobrazeni néjak Sikovné popsat. Vzpomenme, Ze
linedrni zobrazeni R — R je urcené jedinym cislem k. Jak to bude fungovat pro

zobrazeni A:R" — R™? Vezméme libovolny vektor ¥ a ozna¢me v; jeho slozky.
Mizeme pak napsat ¥ = v,€; + - - - + v,,€,,. Podle principu superpozice

AV =v Aé; + ... +v,AE,.

To ale znamend, Ze na vypocet ¥ neni tfeba védét, jak A pusobi na obecny vektor,
ale stac¢i znat obrazy Ae,,..., A€, € R™. Co kdybychom si tyto obrazy zapsali do
tabulky? Takovym tabulkdm ¢isel fikame matice. Zde tedy dostaneme matici, jejiz
sloupecky budou tvorené obrazy bazickych vektori

A= (A, --- AE,)).

26 Nikoliv v8ak na prostoru viech funkci R — R, protoze ne kazda funkce je diferencovatelna.
27 U neurditého integralu bychom méli néjak osetfit tu nepifjemnost, ze primitivni funkce k za-
dané je urcena az na konstantu

25



6.7 Priklad. Linedrni zobrazeni otoceni o 90° zobrazuje

a=()= () a= (-3
! 0 1)’ 2 1 0
Jeho matice je tedy tvaru
A:((l) _01).
Plisobeni na obecny vektor tedy lze spocitat jako
G =0 ) 6) =)= ()= (005 - ()

Toto pozorovani nam rovnéz dava navod jak si libovolné linedrni zobrazeni vi-
zualizovat. Rika totiz, ze ¢tvercova sif urcena vektory kanonické baze

se proméni opét v jakousi pravidelnou rovnobéznikovou sit, kterd bude urcena obrazy
vektorti kanonické baze. Projdéme si opét piiklady zobrazeni R? — R? z piikladu 6.5,
uré¢eme prislusné matice a nakresleme ztransformovanou sit:

6.8 Piiklady.

>
I
A/~
= O
o |
—
N~—
>
I
/~
O =
=)
—
SN~—
>
Il

(6 1)
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>
Il

(1 o) 2= (o o)

4
3
2
1
0 —_—
1
2
3
a

LooL L
< <

7 tvrzeni 6.6 plyne, Ze to funguje i obracené: Vyplnim-li matici r x s libovolnymi
¢isly z F, bude mi udavat linedrni zobrazeni F* — [F".
Zjistili jsme tedy nasledujici:

e Existuje vzajemné jednoznacény vztah mezi maticemi m x n a linedrnimi zobra-
zenimi F™ — F™

e Akce prislusného linedrniho zobrazeni na vektor lze popsat pomoci tzv. matico-
vého ndsobeni, kde se ¢isly z vektoru kombinuji sloupecky matice:

A, - Ay Ty A, A,
: z T R RN
Aml e Amn Ty Aml Amn

Az +--+AL,z,

Amlxl +eee Amnxn
Tedy [AZ];, = Z;’:l A, ;.

Na z4vér si jesté povsimnéme, Ze zaptisobime-li na vektor AZ novou matici?® B,
pak vysledek bude mit slozky

jako bychom vektor Z nasobili matici C se slozkami Cy; = ZZ 1 BriAj;- Jinymi slovy
vidime, ze skladame-li dvé linedrni zobrazeni, vysledek je opét linedrni a jeho matice
je urcena vyse uvedenym pravidlem pro maticové ndsobeni.

Nyni tyto poznatky budeme chtit prevést do formélnich definic a vét pricemz
jiz vime, zZe prostory aritmetickych vektorti mtizeme nahradit libovolnymi konecné-
rozmérnymi prostory.

28 Jaké musi mit matice rozméry, aby to vibec $lo?
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6.2 Sklddani linearnich zobrazeni a maticové nasobeni

6.9 Definice. Budte A € F*™ B € F™*" matice. Definujeme jejich souéin AB €
F7 pravidlem

AB].. = A.B,. ro libovolné i=1,...,1 i=1,...,n.
[ ij ik Zky p ) by ] ) ’
k=1

Pritom na aritmetické vektory miizeme hledét jako na matice s jednim sloupcem.
Pro libovolné z € F™ tedy mame

m

[AZ], = Z A, x. pro libovolné i=1,...,1
k=1

6.10 Cviceni. Ovéite, ze je maticové nasobeni asociativni. Pro libovolné matice
A,B, C vhodnych rozmérti mame (AB)C = A(BC). Proto pfi sklddani vice matic
nemusime upfesiiovat pofadi operaci pomoci zavorek.2?"

6.11 Definice. Budte Va W linedrni prostory nad F konecné dimenze. Necht 2~ =
(Zy,...,%,) je baze Va & = (§y,...,Y,,) je baze W. Potom pro libovolné linedrni
A:V — W definujeme matici zobrazeni A v bazich 2" a & skrze jeji sloupecky

[Al g oo = ([AZ1]g  [AZoly - [AT,]e ) € ™

Pokud V. =Wa £ = %, budeme matici zobrazeni znacit jednoduse [A] 4.
6.12 Uloha. Uvazujme linedrn{ zobrazeni D: R<2[z] — R<2[z] piisobici na nejvyse
kvadratické polynomy jako defivace

D(a+ Bz +vz?) = B+ 2yz.

Najdéte matici tohoto operdtoru v kanonické bazi & = (1, x, z?)
Reseni. Nejprve je nutné najit obrazy vektorti kanonické baze a pak uréit jejich
soufadnice v kanonické bézi:

0 =0+ 0z + 0z2
D(z) =1=1+ 0x + 022
22 = 0 + 22 + 0z2

010
[D]g_(o 0 2).
00 0

29 Tvrzeni vlastné plyne z asociativity sklddéni zobrazeni, zkuste ji véak dokézat piimo z defi-
nujiciho vzorce.

Matice tedy bude tvaru
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6.13 Véta. Budte Va W linedrni prostory kone¢né dimenze. Necht 2" = (Z4,...,%,)
jebaze Va #% = (yy,...,4,,) je bdze W. Necht A:V — W je linedrni a ¥ € V. Potom

[At]y = [Al 2 [0] 2
Dukaz. Napisme ¢ = ) v,Z,. Potom Av = Zj v,;AZ;. Piitom [AZ;], je j-ty slou-
pecek matice [A] g4 . Nyni

Zv A;v lav); Zv lo—ali O

6.14 Piiklad. Uvazujme linearni zobrazeni A: R? — R? piisobici jako

a(5)=05)

Uréeme jeho matici v kanonické bazi & = (€, ¢é,):

(o) = () 4()=(7) e e=(3 )

Nyni ovérme, ze vyse uvedend véta opravdu funguje. Vezméme obecny vektor

U= (5;) , tim paddem rovnéz [U], = (;)

Pak by mélo fungovat nasledujici

== () (3)=(229)

Opravdu jsme dostali defini¢ni vzorec, se kterym jsme zacali. Tim jsme zaroven ové-
rili, Ze zadané zobrazeni bylo opravdu linedrni. Jinak by tento postup totiz fungovat
nemohl, nebof maticové nasobeni ptisobi na vektory linearné.

6.15 Véta. Budte Va W linedrni prostory nad F. Necht 2" = (Z4,...,%,,) je baze
Va necht wy,...,w, € W. Potom existuje pravé jedno linearni zobrazeni A:V — W
takové, ze A%, = w, pro kazdé i =1,...,n.

Dtikaz. Kazdy prvek ¢ € V lze jednozna¢né napsat jako v = Zl v, Z;. Zobrazeni
A tedy definuji takto: Av = Zl v;AZ;. Ze je dané zobrazeni linedrni snadno plyne
z véty 4.18. 0

6.16 Disledek. Budte V a W linearni prostory nad F konecéné dimenze. Necht
X = (%,...,2,) je bdze Va &% = (§,,...,Y,,) je bdze W. Pak konstrukce matice
zobrazeni v bazich 2" a # popisuje vzajemné jednoznacny vztah mezi linedrnimi
zobrazenimi A: V — W a maticemi F™*".
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6.17 Piiklad. Zkonstruujme linearni zobrazeni R,:R? — R?, které kazdy vektor
otodi o ihel a (vzhledem k pocatku). Podle vyse uvedené véty staci specifikovat, jak
dané zobrazeni piisobi na vektory (kanonické) béze a tim je linedrni zobrazeni jiz
jednoznacné urceno. Snadno rozmyslime, Ze rotace o tthel a musi zobrazovat

<1) (cosa) (0) (—Sina)
= , — )

0 sin « 1 cos o

Jinymi slovy zobrazeni R, je jiz jednozna¢né uréeno svoji matici

R.], = (c9sa —sinoz) '

sSin o« Cos &

Pokud bychom chtéli vyjadrit explicitné jak zobrazeni R, plsobi na obecny
vektor ¥ € R?, sta¢i pouzit maticové ndsobeni:

R (* —[R.] r) _ (cosa —sina T\ _ (wcosa—ysina
*\y alé \ y sin « cos Y rsina+ ycosa )’
6.18 Véta. Budte U, V, W linearni prostory nad F a A:V — W, B:U — V linearni
zobrazeni. Potom je slozené zobrazeni AB: U — W rovnéz linearni.

Duakaz. Vezméme Z,y € U a a € F. Potom
(AB)(ai + ) = A(B(ai + ) = A(aBZ + By) = «ABi + ABj. 0
6.19 Véta. Budte U, V, W linearni prostory nad F koneéné dimenze, 2, ¥ a &
béze téchto prostori a A:V — W, B:U — V linearni zobrazeni. Potom
[ABlos o = (Al 2 [Blar -

Dikaz. Pro matici X budeme znacit symbolem [X],, jeji i-ty sloupeéek. Podivejme
se ted na i-ty sloupecek matice slozeného operatoru AB:

[ABl g, #lei = [ABZ] o = [Aly 2 [BZ;]y =
]

[Alg 2 [[Blosalei = [Aly 2 [Bla o la

V posledn{ rovnosti jsme vyuzili toho, Ze pro maticové ndsobeni plati [AB],;, =
AB,,. |
6.20 Poznamka. Skladani zobrazeni je asociativni operace: Pro libovolné f: A — B
9g:B— C, h:C — Dplati (hog)o f=ho(go f). Snadno ovéfime z definice:

(he(ge f))(x) =h((ge f)(x)) = hg(f(x)))
((heg)e f)(x) = (heg)(f(x)) = h(g(f(x)))

Dusledkem vyse uvedené véty je, Ze i maticové ndsobeni je asociativni. Plati
tedy (AB)C = A(BC) pro libovolnou trojici matic vhodnych rozmért. Jako cviceni
zkuste asociativitu dokazat piimo z definice maticového nasobeni.
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6.21 Piiklad. Vzpometime na linedrni zobrazeni A: R? — R? piisobici jako

A(z>:(i;z> s matici [A]éa:<1 _11>

Nécrtkem si mizeme rozmyslet, ze toto zobrazeni vypada jako otoceni o 45° spolu
se zvétSenim v/2-krat. OvéFme nyni, Ze opravdu jde o slozeni téchto dvou zobrazen.
Matici rotace jiz zname, dosadme jen prislusny thel:

Rle= (e e ) 0 ko= (3 55):

Zvétseni k-krat, presnéji stejnolehlost se stredem v pocatku a koeficientem k, je
linedrni zobrazen{ S,:Z + kZ. Zde plisobf na linedrnfm prostoru R?, a tak rovnéz
snadno najdeme jeho matici

e (5 0)0 0 s ()

Nyni jiz snadno ovéifme, Ze vskutku plati A = Ry5.S 5 = S zR45. pomoci
maticového nasobeni:

R Sytls = R LelSale = (V0 ) (0 0s)=(1 1) =1

6.22 Poznamka. Operace sklddani zobrazeni ma neutralni prvek a sice identické
zobrazeni. Zjevneé totiz pro kazdé zobrazeni f: A — B musi platit foid, = f =idgef.
Analogii ve svété matic je matice [id], = (& é -~ é,) jenz si proto vyslouzila
specialni oznaceni:

6.23 Definice. Matici

1 0 0 0
0o X 1 jestlizei =7
= o o1 ---0 nxn : - jestlize 1 = 7,
B RS ermr U (B {O jestlize i # j,
o0 o0 --- 1

nazyvame jednotkova matice (rozméru n x n).
Matici O,,, ,, € F™*" jejiz vSechny prvky jsou nulové (a predstavuje tedy nulovy
vektor v linedrnim prostoru F™*™) nazyvdme nulova matice.

6.24 Poznamka. V matematice a fyzice se ¢asto pouziva symbol Kroneckerovo
delta definovany podminkou

1 jestlize i = j,

10 jestlize i # j.
Jedna se pouze o symbol, nikoliv o matici néjakych konkrétnich rozméri. Pismenka i
a 7 mohou zastupovat prakticky cokoliv, vétsinou vsak néjaky index. Pomoci tohoto

symbolu mtzeme definovat jednotkovou matici snadno vyjadrenim jejich prvki jako
[E.l;j =0d;;proi,j=1,...,n.
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6.3 Transformace souradnic

Jako prfimou aplikaci pojmu matice zobrazeni v bazi — ne nutné kanonické — uvedme
problém transformace souradnic. Hleddme-li souradnice vektoru v € F" v néjaké
nekanonické bazi 2" = (Z4,...,%,) vime, Ze tento problém povede na soustavu li-
nearnich rovnic. Tu umime vyTtesit, ale je to ponékud pracné. Pokud bychom takto
hledali souradnice spousty vektort, budeme stéle pracné resit porad prakticky to-
toznou soustavu, takze bychom se mohli zajimat o to, zda si zde nejde usetfit praci.
Vzpomeneme si na to, ze zobrazeni prirazujici vektoru jeho souradnice je linearni, a
tak by mélo mit néjakou matici, se kterou bude pocitani souradnic hracka. Otazka,
jak tuto matici zkonstruovat je prekvapivé jednoducha.

6.25 P¥iklad. Uvazujme v R? kromé kanonické baze & = (€, &,) rovnéz dalsf bazi
% = (51,f2), kde
n=(1) == (V)
1 1)/’ 2 1 .

Chtéli bychom pro zadany vektor ¥ = [¥] ¢ najit jeho souradnice v bazi 2. Zaénéme
trividlnim pozorovanim, ze ¥ = idg. ¥. To ale znamen4d, ze

[0] o = [i[d 7] o = [id]5, 2 [0]s-
Hledand matice zpostiredkovavajici zménu souradnic je prosté matice identického

zobrazeni v prislusnych béazich. Zkusme ji najit. Jeji sloupecky jsou vektory kanonické
béze vyjadiené v bazi 2 . Snadno se presvédcime, Ze
1/2
—1/2

& ==, +3y), ti. [y = Gﬁ)

—
81
—
\
81
(V]
N
<
or
[y
8
Il

Hledana matice tedy je

o= (1, 1)

Pro libovolny vektor ¢ € R? tak miizeme snadno najit jeho soufadnice v bazi
Z jako

s (v — [¥] W], = /2 1/2\ (v _ [ 1/2v; +1/2v,
T \w, ) e 2\ =172 172) \wy ) — \—1/2v, +1/2v, ) °
Ono to neni vlastné nic az tak revoluéniho nebot stejny vysledek bychom dostali
dosazenim vyjadfeni vektort €, €, do ¥ = v;€; + v4€5.
Nakonec jesté poznamenejme, Ze vyjadrit matici pro opacnou transformaci je

daleko jednodussi. Matice [id] 4-_,» totiz musi mit ve sloupeccich vektory béze 2
vyjadiené v kanonické bazi, tj. prosté ty samotné vektory.
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6.26 Definice. Bud V'linedrni prostor nad télesem F koneéné dimenze a necht 2" a
% jsou jeho baze. Matici [idy] 4,4 nazyvdme matice pfechodu nebo také matice
transformace souradnic od baze 2 k bédzi #.

6.27 Pozorovani. S predpoklady predchozi definice plati [v]g = [id] -4 [U] o~ pPro
kazdé v € V.

6.4 Linearni prostor linearnich zobrazeni

Uplné na zéveér této kapitoly zminime jak lze definovat strukturu linedrniho prostoru
na mnoziné Lin(V,W). Hned od prvni kapitoly totiz vime, Ze matice lze séitat
a nasobit skaldrem — tvori tedy linedrni prostor. Prirozend otézka je, ¢emu tyto
operace sc¢itani a nasobeni skalarem odpovidaji v Feci zobrazeni.
6.28 Definice. Budte V a W linearni prostory nad [.
1. Pro zobrazeni A, B:V — W definuji jejich soucet (A + B):V — W vztahem
(A+ B)(Z) = AZ + BZ.
2. Pro zobrazeni A:V — W a skaldr a € F definuji skaldrni nasobek (aA):V —
W jako (aA)(Z) = a AZ.
6.29 Véta. Budte V a W linearni prostory nad [F.

1. Soucet dvou linearnich zobrazeni V' — W je linedrni.
2. Skalarni nasobek linearntho zobrazeni V' — W je linearni.

Dikaz. Vezméme A, B € Lin(V,W). Checeme ukdzat, ze A + B je rovnéZ linedrni.
Vezméme tedy z,y € Va o € F. Potom

(A+ B)(aZ +3) = A(aZ + §) + B(aZ + §) = « AT + Ay + a BT + By =
a(AZ 4+ BZ) + Ay + By = a(A+ B)Z + (A + B)y,
coz jsme chtéli dokéazat. Podobné muzeme postupovat u druhého tvrzeni. O

6.30 Véta. Budte V a W linearni prostory nad F. Potom je mnozina linearnich
zobrazeni Lin(V, W) vybavend vySe definovanymi operacemi linearni prostor nad [F.

Diukaz si zkuste rozmyslet sami. Rozmyslete si specidlné jakou roli tu hraji ¢i
nehraji nulové zobrazeni ¢i identické zobrazeni. Jak bude piuisobit zobrazeni opac¢né
k zadanému?

Nyni ovéfime, ze definované operace opravdu odpovidaji s¢itani a ndsobeni ma-
tic.

6.31 Véta. Budte V a W linearni prostory nad F kone¢né dimenze, 2" a % jejich
béze. Potom

1. pro kazdé A, B € Lin(V,W) je [A+ Bl oo = [Al oo + [Bl oo,
2. pro kazdé A e Lin(V,W)aa €F je [0l oo = a[A] g _a.

Dukaz. Cviceni. O
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6.32 Véta. Operace s¢itani a skladani operatort jsou distributivni. Plati tedy
(A+B)C=AC+ BC, A(C+D)=AC+ AD

pro libovolné A, B € Lin(V, W), C,D € Lin(U, V).
Obdobné je i s¢itani a ndsobeni matic distributivni. Plati tedy

(A+B)C=AC+BC, A(C+D)=AC+AD

pro libovolnou ¢tverici matic A, B, C, D vhodnych rozmeéru.

Dikaz. Prvni distributivni zdkon je prostym dusledkem definice sé¢itani operatora
(A+ B)CZ = ACZ + BCZ = (AC + BC)Z.
Druhy distributivni zadkon vyuziva navic linearitu zobrazeni
A(C + D)d = A(CZ + DZ¥) = ACZ + ADZ = (AC + AD)Z.
Ze zakonu pro zobrazeni jiz plynou odpovidajici vztahy pro matice. Jako cviceni

dokazte primo z definice maticového nasobeni. O

6.33 Véta. Operace skalarniho nasobeni je kompatibilni se skldddnim zobrazeni
v nasleduicim smyslu:
(tA)B=1t(AB) = A(tB)

pro libovolné ¢ z télesa a vhodné linedrn{ operatory A a B. Analogické tvrzeni plati
pro matice.

Dukaz. Cviceni. O

6.34 Priklad. Vzpomenme na piiklad 6.21, kde jsme se snazili ukazat, ze linearni

zobrazeni ) )
z\ _ [(x—y . ., _ —
A(y>_(x—|—y) s matici [A]g—(l 1 )

vznikne slozenim rotace o 45° a stejnolehlosti (zvétseni) s koeficientem & = /2.
Vypocty jako tento se daji zjednodusit a zlidstit vytykanim riznych konstant z matic,
tj. vyuzivanim linedrni struktury na mnoziné linedrnich zobrazeni. Matice rotace
0 45° se da zapsat jako

[Ry5:]e = (gg ?}?/f) _ V2 (1 —11) _ V2

2
Méame tedy A = V2 R,5. a vztah danych dvou zobrazeni ndm jiz za¢inad byt jasnéjsi.
Nyni si jesté uvédomme, ze stejnolehlost s koeficientem k lze zapsat prosté jako
S), = kid. Vskutku tedy plati R,5.5 5 = (gA)(\@ id) = (@\/ﬁ)(/hd) = A
Maticové:

(o 8 )= (26 ) (26 D)= (03
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7 Obraz a vzor pri linearnim zobrazeni

7.1 Motivace. Uvazujme obecnou matici a vektor

_(a B 2 _[(a
a=(55) =)
Hled4me-li vzor vektoru b pri zobrazeni daném matici A, tj. hleddme-li vSechna
takova, ze AZ = b, pak musime Tesit rovnici

(5 5)G)=Gaia) =)

ar+ pfy=a
yr+ dy =204

7.2 Priklad. Uvazujme linearni zobrazeni urcené nasledujici matici

1 -1
A—
(o o)
Chtéli bychom porozumeét tomu, jak zobrazeni funguje. Je zde drobny rozdil oproti
témér vsem linedrnim zobrazenim, které jsme potkali dosud: Obrazy obou vektort
kanonické béaze lez{ na ose z, takze celé R? se timto zobrazenim scrvrkne do pifmky
dané osou z. Obligatni nacrtek toho, jak se transformuje souradnicova sit nam zde

nepomuze. Aspon jedno pozorovani jsme vSak ucinili: Obor hodnot naseho linearniho
zobrazeni je osa x, tedy mnozina

ma{(5) e} - (1)}

) z oboru hodnot vybrat a ptat se, které

tj. soustavu ronic

Nyni si mizeme né&jaky bod b = (8
viechny body R? se na néj zobrazuji. Hleddme tedy jeho wvzor. To vede na rovnici

AZ = b, kterou muzeme rozepsat jako
0 0 Y 0z — Oy 0

lr—1ly=a
0z +0y=20

tedy soustavu

Druhé rovnice pochopitelné nic netiké, resime tedy jen x —y = a. ReSenim je zjevné
primka dand uvedenou rovnici. Snadnou tpravou x = a + y ziskdme parametricky

T e (@) (s {0 ()

Vzorem bodu (g) je tedy bod (8) samotny spolu s primkou urc¢enou vektorem

} ) Jinymi slovy nase zobrazeni promita vsechny body roviny do osy x pod thlem
5°.

5
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Ne kazdé nebijektivni linedrni zobrazeni musi byt nutné takto jednoduchou pro-
jekci, ale nékteré vlastnosti budou platit obecné: Za prvé jsme si jiz v prikladé 2.6
vsimli, Ze mnozina Feseni soustavy s nulovou pravou stranou — tedy vzor nulového
vektoru — bude vzdy linearni podprostor. Za druhé bude obecné platit, ze vzory
jednotlivych bodi budou pouze posunutym vzorem nulového vektoru. To lze zdi-

vodnit nasledovné: Necht Z, = (Zg) je vzor nulového vektoru, tedy splnuje rovnici

ry —yo = 0. Necht 2, = (?j”) je vzorem vektoru b = (8), tj. spliiuje rovnici
p

z, +y, = a. Potom sectenim uvedenych rovnic snadno nahlédneme, Ze i soucet

%y + Z, musi byt vzorem vektoru b, nebot

(g +x,) — (Yo +yp) = a

V této kapitole bude nasim cilem uvedend pozorovani fadné zformulovat.
Vsechny definice a véty uvedené v této kapitole formulujeme obecné pro linedrni
zobrazeni. Aniz bychom to explicitné zminovali, zaroven je timto definujeme i pro
matice, nebot matici A € F"*"™ lze vnimat jako linedrni zobrazeni F™ — F™.

7.3 CvicCeni. Rozmyslete si ekvivalence v fadcich nasledujici tabulky.

Reseni soustavy Hledani lin. komb. Hledani vzoru

wiazy G)G)=G) G606

Uloha mé alespon jedno (Z) € span { ( :) 7 (?)} (Z) je v oboru hodnot

Feseni. zobrazeni (3 g )

Uloha mé alesponl jedno Vektory <:> , (?) Matice (i ?) zobrazuje
feSeni pro lib. a,b € R. generuji R? na celé R2

Uloha mé nanejvys jedno | Vektory (:), (?) jsou ZObI“jZ%nf fiané mfiltici
feseni pro lib. a,b € R. linedrné nezavislé. ('y 5) Je proste.
Uloha mé pravé jedno Vektory (:)7 <§) tvoit aZO;)ra.zeni“dan/é rglatici ,
reseni pro lib. a,b € R. bézi R2. (7 5) je bijekei R* — R=.

Tato kapitola se tyka tretiho sloupecku. Mnoho tvrzeni bude mit sviij predobraz
v kapitolach o linearni nezavislosti, bazich a dimenzi, které byly o druhém sloupecku.

7.4 Pripomenuti. Piseme-li f: A — B, myslime tim, ze f je zobrazeni, A je jeho
definién{ obor a body A se zobrazenim f zobrazuji do mnoziny B, tedy f(x) € B
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pro kazdé z € A. Defini¢ni obor je nedilnou soucasti definice funkce. Formalné je
funkce mnozina néjakych dvojic f C A x B, splijici, ze pro kazdé = € A existuje
Mnoziné B budeme fikat cilova mnozina a nemusi se shodovat s oborem hodnot,
tj. mize existovat y € B takové, ze zadné = se na y nezobrazi.

Obcas se muzeme zajimat o obraz celé mnoziny. Pro M C A definujeme jeji
obraz pii robrazen{ f: A — B jako f(M) = {f(x) | x € M}. Specidlné pro M = A
dostavdme obor hodnot f(A4) = {f(z) | « € A}. Naopak pro N C B muZeme
studovat vzor této mnoziny f~1(N)={z € A| f(z) € N}.

Zobrazeni f dale nazyvame

e prosté neboli injektivni, jestlize dvéma riznym bodum prifazuje ruzné hod-
noty, tj. jestlize f(x;) = f(z,) implikuje x; = x4,

e na neboli surjektivni, jestlize je mnozina B opravdu oborem hodnot, tj. jestlize
pro kazdé y € B méme x € A takové, ze f(z) =y,

e bijektivni, jestlize plati oboje zaroven.

Bijektivni zobrazeni tedy predstavuje vzajemné jednoznac¢ny vztah mezi mnozinami
A a B. Pro bijektivni zobrazeni a jen pro né muzeme definovat zobrazeni inverzni
f~1:B — A vztahem f~l(y) = x pro kazdé y € B takové, 7e y = f(z), z € A.

7.5 Poznamka. Na stredni skole jste s témito pojmy patrné zachazeli ponékud
volngji. Cilovou mnozinu jste nejspis viubec neresili, protoze vSechny vase funkce
zobrazovaly do R. Stejné tak jste témeér vzdy defini¢ni obor méli uréeny implicitneé:
funkce byla urcend néjakym vzroreckem, do kterého vas nenapadlo dosazovat nic
jiného nez reilnd Cisla a defini¢ni obor byl nejvétsi podmnozinou R, kterd do vzorce
Sla dosadit. Déle jste jako nutnou podminku pro existenci inverzni funkce uvadéli
pouze prostotu, protoze o surjektivité jste neméli tuseni. To jste mohli diky vasemu
volnému zachazeni s definicnimi obory: inverze takové funkce opét nemusela mit za
defini¢ni obor celé R.

My tu ale budeme mit rozlicné definiéni obory a cilové prostory, a tak je tfeba
vzdy Tadné ujasnit, ktery myslime. Zobrazeni ndm nebudou udévat jen zpusob, ja-
kym cosi spocitat, ale také pripadné urcovat jisty vztah mezi definiénim oborem a
cilovou mnozinou. Proto bude uzitecné rozliSovat mezi cilovou mnozinou a oborem
hodnot.

7.6 Cviceni. Uvazujme zobrazeni f: A — B. Dokazte, ze jestlize existuje zobrazeni
g € B — A takové, ze

o go f=idy,, pak fje injektivni,

e fog=idp, pak g je surjektivni.
Jestlize tedy pro néjaké g plati oboje, musi byt f bijekce. V jakém vztahu jsou pak
fag?
7.7 Cviceni. Necht f: A — B je bijekce, g: B — A néjaké zobrazeni. DokazZte, Ze
jestlize fog=1idg nebo® go f =id,, pak g je bijekce a platf g = f~1.

30 Pigu zdmérné nebo zatimco v predchozim cviceni jsem psal a. Zde jsme totiz zesilili pfedpo-
klady a predpokladame, ze f je bijekce.

37



7.8 Definice. Budte V a W linearn{ prostory nad F. Linedrni zobrazeni A:V — W
nazveme

e monomorfismus, jestlize je injektivni,
e epimorfismus, jestlize je surjektivni,
e izomorfismus, jestlize je bijektivni.

Linedrnimu operatoru (nebo jesté ¢astéji ¢tvercové matici), ktery je bijektivni se
iikd regularni operdtor (¢i matice). Dva linedrni prostory, mezi kterymi existuje
izomorfismus, se nazyvaji izomorfni.

7.9 Poznamka. Vyse uvedend definice pojmu izomorfnich prostoru formalizuje po-
zorovani, ze nékteré linedrni prostory jsou ,v podstaté stejné“. Plati napriklad, ze
R="[z] je izomorfni s R"*!. Obecné prifazeni soufadnicového vektoru k abstrakt-
nimu v néjakém linedrnim prostoru je izomorfismus. Definujeme-li takovy pojem,
¢ekdme od néj, ze bude tzv. ekvivalenci. Pokud je V v podstaté stejny jako* W,
mél by taky byt W v podstaté stejny jako“ V. Relace byt izomorfni by tedy méla
byt symetrickd. To dokdzeme v nasledujici vété. Rovnéz bychom cekali, Ze relace
bude tranzitivni: je-li U izomorfni s V a V izomorfni s W, pak bude U izomorfni
s W. To plyne z véty o linearité slozeného zobrazeni (a faktu, Ze skladanim bijekei
dostaneme bijekci). Nakonec nesmime zapomenout na tu nejjednodussi vlastnost,
kterou by kazda ekvivalence méla splnovat: Kazdy linedrni prostor je izomorfni sam
se sebou prostiednictvim identického zobrazeni.

7.10 Véta. Budte Va W linearni prostory nad F, A: V' — W linedrni izomorfismus.
Pak je i zobrazeni A~!: W — V linedrni.

Dikaz. Budte Z,5 € W a «a € F. Potom musi existovat 4,9 € V takové, ze & = Ad,
yJ = AY. Zaroven plati, ze A(atl + ¥) = oAl + AV = aZ 4+ . Tim paddem mame
AN aZ+ ) =all+0=ad 12+ A1y O

7.11 Poznamka. Vysvétleme na vysSe uvedenych piikladech presnéji, co myslime
tim, Ze definice pojmu pro linedrni operator indukuje prislusny pojem pro matice.
Matice A € F™*" prostiednictvim maticového nasobeni linedrné zobrazuje F"* — F™.
Takovou matici tedy nazyvame regularni, jestlize toto prislusné linearni zobrazeni
je bijektivni. Tot definice. Za kazdou takovou definici si miizeme jako cviceni jesté
dokézat vétu, ze stejnd charakterizace by fungovala v libovolnych bazich. Dokazte
tedy, Ze mame-li linearni prostory V a W nad F totozné konecné dimenze a 2 a
% jsou jejich béze, pak je linedrni operator A € Lin(V, W) izomorfismem prévé
tehdy, kdyZ je matice [A4] 5,4 reguldrni.! Pokud se vam tvrzen{ dokazovat nechce,
pokuste se alespon Fadné si uvédomit onen drobny rozdil: Uvedené tvrzeni pro spe-
cialni pripad prostoru aritmetickych vektort V.= W = [™ a jeho kanonické baze
X =% = & bylo definici pojmu regularni matice. Nyni vSak tvrdime, Ze uvedend
charakterizace plati pro libovolnou dvojici linearnich prostort a libovolnou dvojici
bézi.

31 Néznak diikazu: Ozna¢me X:V — " soufadnicovy izomorfismus @ — [t] 4-. Podobné Y: W —
F" pro bazi % . Potom [A] 54 = Y AX L. Slozenim bijekei je bijekce, €ili je-li A izomorfismem, je
vyslednd matice reguldrni. Naopak A =Y 1[4] 4 _ 4 X a plat{ stejnd argumentace.
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Podobné definujeme pojem inverzni matice k zadané regularni matici A €
F™*". To bude takovd matice A~ € F™*", pro kterou plati A~'AZ = 2, jinymi slovy
A-'A = E. Nyni jako cviceni dokazte, Ze pro libovolny izomorfismus A:V — W
a libovolné béze piislusnych prostorit 2" a % plati [A 1y o = ([Algoa) ™t
Zajimavym dusledkem je, ze inverzi matice pfechodu od jedné baze k druhé je matice
piechodu opaénym smérem ([id] 5,5 )"! = [id]g_, 4

7.12 Definice. Budte V a W linearni prostory nad F, A € Lin(V, W). Definujeme

e obraz A jako jeho obor hodnot: im A = A(V) = {AZ | 2 € V'},
e jadro A jako vzor nulového vektoru: ker A = A71({0}) = {Z € V | AZ = 0}.

7.13 Véta. Budte Va W linedrni prostory nad F, A € Lin(V, W). Potom

e im A je linedrni podprostor W,
e ker A je linedrni podprostor V.

Dikaz. Pro prvni vlastnost vezméme 9, w0 € im A a o € F. Fakt, ze ¥ € im A vsak
znamend, ze existuje néjaké T € V takové, ze v = AZ. Podobné mame w = Ay pro
néjaké y € V. Pak ot + @ = aAZ + Ay = A(aZ + §j) € im A.

Pro druhou vlastnost vezméme #, 3y € ker A, o € F. Potom vSak A(aZ + §) =
@Az + A= a0 +0 =0, tedy a + 7 € ker A. O
7.14 Cviceni. DokazZte, ze plati obecnéjsi tvrzeni: Obraz libovolného linearniho pod-

prostoru je linearni podprostor. Vzor libovolného linearniho podprostoru je linearni
podprostor.

7.15 Pozorovani. Pro Z,,...,%, € Vmame (dokazte!)
A(span{Zy,..., 2, }) = span{AZ,,..., AZ,,}.
Méame-li tedy V = span{Zy,...,%,}, pak im V' = span{AZ,,..., A%, }.

Specialné uvazujme matici A € F™*" a oznatme d,...,d, jeji sloupecky. Ta
popisuje linedrni zobrazeni F™ — ™ pricemz ma ve sloupeccich obrazy vektoru
kakonické baze. Mame tedy

imA=im(d, --- d,)=span{dy,...,d,}.
Obrazu matice se proto v angli¢tiné obcas ik column space.
7.16 Definice. Dimenze obrazu lineadrniho zobrazeni A se nazyva hodnost A a znaci

se rank A = dimim A. Dimenze jadra linearniho zobrazeni A se nazyva defekt A a
znaci se def A = dim ker A.

7.17 Véta. Budte Va W linedrni prostory nad F. Linedrni zobrazeni A:V — W je
prosté (monomorfismus) pravé tehdy, kdyz ker A = {6}, tedy def A = 0.
Diikaz. (=): ProtoZe ker A je podprostor V, musi urcité obsahovat nulovy vektor.
Zobrazeni je prosté pravé tehdy, kdyz je vzorem jednoho bodu vzdy nanejvys jeden
bod. Specialné vzorem nulového vektoru — jadrem zobrazeni — tedy musi byt pouze
nulovy vektor.
(<): Z rovnosti A%, = A, pro Z;, 7, € Vplyne 0 = Az, — AZ, = A(Z, — Zy).
Jestlize jadro obsahuje pouze nulovy vektor, pak ¥, — 2, = 0, tedy Xy = Zsy. O
Dokéazeme ted o néco vic:
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7.18 Véta. Budte Va W linearn{ prostory nad F, A € Lin(V, W), b € W. Necht pro
néjaké z,, € Vplati AZ, = b. Potom lze vzor vektoru b zapsat jako

ATUDY = {&,} + ker A = {Z, + T, | T, € ker A}.

Diikaz. Pro inkluzi O vezméme néjaké 7, € ker A a dokazme, Ze 7, + 2, je vzorem
b. Vskutku: A(Z, + 7)) = AZ, + A%y = b+0=b, coz jsme potiebovali.

Pro inkluzi C vezméme néjaké ¥ € A~1{b}, tj. vektor spliiujici AZ = b. Chceme
dokézat, Ze lze zapsat ve tvaru Z = I, + T pro néjaké 7, € ker A. Definujme tedy
T, = 7 —7,. Staci pak dokézat, ze 7, € ker A. To vskutku plati: Az, = A(Z—2,) =
AZ — Az, =b—b=0. O
7.19 Véta (o dimenzi jidra a obrazu). Budte V, W linedrni prostory nad F a
necht A:V — W je linearni zobrazeni. Potom plati

dim V = rank A + def A.

7.20 Cviceni. Dokazte vétu pro specialni piipad prostého zobrazeni, kdy def A = 0.

Dikaz. V dikazu budeme predpokladat, ze dim V' = n < oco. Z toho pak plyne, ze
def A = k < oo nebot ker A je linedrni podprostor V a ze rank A < oo nebot obraz
je generovan obrazy generatoru V.

Necht (Z4,...,Z;) je béze ker A. Tuto bdzi miZzeme doplnit na bdzi V
(B oy Ty Y1y -+ s Ung). OznaCme jesté Z; = Ay, € W obrazy pfislusnych ba-
zickych vektort. Tvrdime, ze (Zi,...,Z,_;) je linedrné nezdvisld posloupnost

w (. . o L= —k
a tvorl tedy bazi im A. Vezméme proto linedrni kombinaci 0 = E?_l

—k o -k - . v o -k
Yo Ay, = AYTT @y, Znamend to, ze Ui= Y "a,y; € ker A. To ale zna-

P s Yk . . ko5 I
mend, Ze lze vyjadiit pomoci bdze (Zy,...,Z;), takze ¥ = > "  B;%;. Odectenim

aizi =

- i e R k- kg o [ .
téchto dvou vyjadieni mdme 0 = 3" “a,9; — >°  5;%;. Z linedrni nezdvislosti

baze (Z1,...,Zk, Y1, --,YUn_g) Mame, Ze vSechny koeficienty jsou nulové, coz jsme
chtéli dokéazat. Plati tedy rank A =n — k = dim V — def A.

Zbyva okomentovat situaci, kdy dim V' = co. Musime dokézat, ze pak rank A =
oo nebo def A = oo. Tuto situaci zde nebudeme podrobné rozebirat, nebot pro
linearni algebru neni podstatnd. Dukaz by slo vést takto: Predpokladejme, ze def A <
00. Musime dokéazat, ze rank A = co. Zopakujeme konstrukci z predchoziho odstavce
s tim, Ze bazi ker A doplnime na linedrné nezavislou posloupnost libovolné délky. Tak
dostaneme linedrné nezavislou posloupnost libovolné délky v im A a tim paddem méa
im A dimenzi nekoneé¢no. |

7.21 Dusledek. Bud Vlinedrni prostor nad F koneéné dimenze, A € Lin(V). Potom
jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

e A je izomorfismus,
e A je monomorfismus,
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e A je epimorfismus.

V fec¢i matic toto tvrzeni rikd, ze je-li A € F™*™ ¢tvercova matice, pak jsou ekviva-
lentni nasledujici vyroky o sloupeccich matice: tvori bazi F™, jsou linedrné nezavislé,
generuji F”. Toto tvrzeni jsme zformulovali jiz davno jako dusledek 4.15. Dokazme
ho ted znovu pomoci véty o dimenzi jidra a obrazu.

Dikaz. Evidentné stac¢i dokazat ekvivalenci druhého a tretiho tvrzeni. A je podle
véty 7.17 monomorfismus pravé tehdy, kdyz def A = dimker A = 0, coz je podle
véty 7.19 ekvivalentni tomu, ze dim V' = rank A = dimim A, coz je podle véty 4.16
ekvivalentni tomu, ze V = im A. ]

7.22 Poznamka. Pozor, predpoklad dimV < oo je v této vété dulezity. Operator
derivovani D:R[z] — R[z] je epimorfismus a neni monomorfismus. Operator inte-
grovani S:R[z] — R[z] je monomorfismus a neni epimorfismus. Rozmyslete si, ktera
z ekvivalenci v diikazu dusledku neplati.

8 Reseni soustav linearnich rovnic

8.1 Frobeniova véta

Uvédomme si ted tedy jednou pro vzdy, ze dloha vyftesit soustavu n rovnic o m
neznamych nad télesem [F

Oéll.rl + 0412-7/'2 + -+ Otlnl‘n = bl
Qo Ty + Qg + -+ + g, T, = by
Q1 Ty + Qppolg + -+ -+ 0y, T = bm

je ekvivalentni feseni maticové rovnice

Qpp Qg o gy Ty by
Qgp  Qgg - Qgy Lo by
aml amZ am71 xn bm

O rovnici AZ = b tedy budeme hovorit jako o soustavé a naopak, budeme-li
se chtit zabyvat soustavami, budeme je zkracené psat ve tvaru Az = b abychom
si zjednodusili praci. Matici A budeme ikat matice soustavy. Matici (A | b)
tj. matici A rozsitené vektorem bo jeden sloupecek navic budeme fikat rozsirena
matice soustavy. Vektor b se nazyva sloupec pravych stran. Soustava se nazyva
homogenni nebo bez pravé strany, jestlize b=0.

Nakonec jesté pripomenme, ze vyse uvedend tloha Az = b 1ze rovnéz ekviva-
lentné popsat jako tloha napsat vektor [ jako linedrni kombinaci sloupct matice A.

V minulé kapitole jsme udélali veskerou potiebnou piipravu k tomu, abychom
nyni slavnostné mohli formulovat vétu, ktera charakterizuje feseni soustav linearnich
rovnic.
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8.1 Vé&ta (Frobeniova®?). Bud [ téleso.

1. Mnozina feseni soustavy homogenni soustavy linearnich rovnic s n nezndmymi
je linedrn{ podprostor F” dimenze n — rank(A), kde A je matice soustavy.

2. Soustava linedrnich rovnic mé feSeni pravé tehdy, kdyz je hodnost rozsirené
matice soustavy stejnd jako hodnost matice soustavy.

3. Necht 7, je néjaké feseni dané soustavy linedrnich rovnic. Necht S, je mnozZina
feSeni téze soustavy, avSak s nulovou pravou stranou. Potom lze mnozinu reseni
puvodni soustavy vyjadrit jako

Diikaz. Prvni bod je jasng hned uvédomime-li si, Ze mnozina feden{ soustavy Az = 0
je jadro matice ker A, coz je podprostor jehoz dimenzi udava véta 7.19.

Pro druhy bod ozna¢me a,,...,d, sloupce matice soustavy. Soustava s pravou
stranou b tedy ma reseni pravé tehdy, kdyi?} € span{d,,...,d, }. Snadno rozmyslime,
7e tento pozadavek je ekvivalentni rovnosti

-

span{d,,...,d,} = span{d,,...,d,,b}.

Nakonec je jasné, ze kdyz tato plati rovnost uvedenych linearnich obalti, museji se
rovnat jejich dimenze. Naopak jelikoz leva strana je vzdy uvniti pravé, tak rovnost
dimenzi musi podle véty 4.16 implikovat rovnost podprostorti. No a linearni obal
vlevo je obraz matice soustavy, tedy jeho dimenze je jeji hodnost. Linearni obal
vpravo je obraz rozsirené matice soustavy.

Tret{ bod je opét jiz dokdzany a sice vétou 7.18. Uvazujme soustavu AZ = b. Pak
jejim fesenim S je vzor vektoru b pii zobrazeni AT = AZ. MnoZina FeSent soustavy
s nulovou pravou stranou je, jak jsme jiz zminili, jadro S, = ker A = ker A. O

8.2 Uloha. Vyfeste nasledujici rovnici nad R uzitim Frobeniovy véty.
r—y+22=3

Reseni. Jednd se o jednu rovnici o tiech nezndmych z,vy,z € R. Rozsifend matice
soustavy je tvaru
(1 -1 2|3)

Hodnost matice soustavy i rozsifené matice soustavy je evidentné rovna jedné, takze
soustava méa feSeni. To nas prilis neprekvapuje. Dokonce bychom tekli, ze af si za y
a z zvolime cokoliv, najdeme vhodné z, aby trojice (z,y, 2) tvorila Feseni.

32 Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917, némecky matematik, jenz byl jednim z mnoha,
ktefi se na konci 19. stoleti soustavami linedrnich rovnic zabyvali a snazili se charakterizovat jejich
fesitelnost a mnozinu reseni. Jeho prinos tkvél predevsim v zavedeni pojmu hodnosti matice. Nutno
viak ¥ici, ze jako Frobeniova véta je tento vysledek oznaovan pouze v Cesku a na Slovensku.
V ruznych dalsich jazycich se objevuji jména Rouché, Capelli, Kronecker nebo Fontené.
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Déle nam Frobeniova véta tika: ,,Nechtél bys nejdiiv zkusit vyfesit rovnici bez
pravé strany?“ Odpovidame: ,Dobra.* Frobeniova véta na to: ,Mnozina feSeni bude
linedrni podprostor R?® dimenze dimR?® — rank A = 3 — 1 = 2 Bereme tedy na
védomi a fesime rovnici x —y + 2z = 0. Rada, kterou nam Frobeniova véta poskytla
znamena, ze se nemusime néjak komplikované snazit parametrizovat vSechna reseni.
Staci najit dvé linedrné nezavisla reseni, ta potom uz urc¢ité budou generovat celou
mnozinu Feseni podle dusledku 4.15. To celkem zjednodusuje pocitani, protoze si
muzeme zvolit tfeba y = 1, z = 0 a dopocitat x = 1; pripadné zvolit y = 0 a
z =1 a dopocitat x = —2. Nasi chytrou volbou proménnych y a z jsme zajistili, ze
nalezené vektory museji byt linedrné nezavislé, nebof nemtze byt jeden nasobkem
druhého. Zjistili jsme tedy, Ze mnozina TeSeni rovnice s nulovou pravou stranou

vypada nésledovné:
1 —2
kerA:span{(l) , ( 0 )}
0 1

Nalezeni feseni ptivodni rovnice x — y + 2z = 3 uz bude snadné. Frobeniova
véta radi, Zze nemusime hledat vSechna fesSeni, staci najit jedno, ostatni dostaneme
automaticky diky pfedchozimu vypoctu. Protoze si mtzeme zvolit y a z libovolné a
dopoditat z, zvolime si to nejjednodussi mozné y = 0 a z = 0. Dopocéitame z = 3.
Mnozina vsech feseni je tedy tvaru

(o) { () (2]}

Pokud bychom tento vysledek chtéli komunikovat nékomu, kdo snad se zdklad-
nimi pojmy linearni algebry neni obeznamen, snadno prevedeme do parametrického
tvarux =3+t—2s,y=t, z=s,t,s €R.

Pro obecnou matici soustavy A tyto triky asi nebudeme moci pouzit. Ale existuje
takovy specialni tvar matic, kde to pujde.

8.3 Uloha. Vyfeste soustavu s matici

1 -1 2 3
(O 3 -1 —1)

0 0 2 2
Reseni. Po kratkém zamyslen{ a pFepsani matice do feéi rovnic dospéjeme k zavéru,
ze tuto soustavu hravé vyresime aniz bychom k tomu jakkoliv vyuzili Frobeniovu
vétu. Oznac¢me proménné x, y, z. Posledni rovnice tikd 2z = 2, z ¢ehoz ziejmé
z = 1. Predposledni rovnice 1ikd 3y — z = —1. Muzeme do ni dosadit jiz spocitané
z = 1 a hravé dostaneme y = 0. Nakonec z prvni rovnice mizeme s vyuzitim jiz
obdrzenych vysledki dostat © = 1 a vidime, Ze soustava mé pravé jedno fesSeni.
Matice soustavy byla ve specidlnim hornim trojuhelnikovém tvaru s nenulovymsi prvky

na diagondle. Pro takové matice soustavy vzdy zafunguje uvedeny algoritmus zvany
zpétnd substituce.
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Zkonzultujme prece jen tento vysledek s Frobeniovou vétou. V matici soustavy
méame tii sloupecky a zadny z nich zjevné neni kombinaci predchozich, jsou tedy
linearné nezavislé. Hodnost matice soustavy je rovna tfem a hodnost rozsirené matice
soustavy jakbysmet, nebot vyssi nez t¥i byt nemuze, kdyz ma matice jen tii radky.
Reseni tedy existuje. Navic je pravé jedno, protoze defekt matice soustavy je roven
3—3 = 0. Frobeniova véta nam tedy potvrdila, Ze existuje pravé jedno feseni. S jeho
nalezenim ndm vsSak pomoci jiz nedokéze. Jesté ze jsme si dokazali pomoci sami.

8.4 Definice. Bud F téleso. Rekneme, Ze matice A € F™*" je v hornim stuprio-
vitém tvaru, jestlize existuji celd ¢isla 1 < ky < ky < --- < k,, < n takova, ze
pro kazdé¢ i = 1,...,n mdme Ay, # 0 a pro kazdé j < k; mame A,;; = 0. Sloupciim
s indexy k; rikdme hlavni sloupce, ostatnim fikdme vedlejsi sloupce, nenulovym
¢islim A, fikdme pivoty.

8.5 Uloha. Vyfteste soustavu s rozsitenou matici

010 2 5 0 1]1
(0 0 02310 1)
000011 2|1

ResSeni. Jedna se o soustavu tif rovnic a sedmi neznamych. Jak matice soustavy, tak
rozsifena matice soustavy jsou v hornim stupnovitém tvaru, pricemz druhy, ¢tvrty a
péty sloupec je hlavni zatimco prvni, tfeti a Sesty, sedmy (a sloupec pravych stran)
jsou vedlejsi. Snadno vidime, zZe hlavni sloupce jsou vzajemné linedrné nezavislé,
zatimco kazdy vedlejsi je linearni kombinaci predchozich. Z toho rovnéz plyne, ze
hodnost obou matic je pocet hlavnich sloupci, tedy t¥i. Soustava tedy ma feseni, coz
nas opét neprekvapuje, nebot si snadno rozmyslime, ze za proménné odpovidajici ve-
dlejsim sloupctim muzeme volit jakékoliv ¢islo a reseni soustavy snadno dopocitame
zpétnou substituci.

Méme-li sedm neznamych a hodnost matice t¥i, Frobeniova véta nam 1ika, ze
soustava s nulovou pravou stranou bude linedrnim podprostorem R dimenze 7—3 =
4. Hledame tedy c¢tyti linedrné nezéavisla reseni, kterd uz nutné museji generovat cely
linearni prostor. Protoze za proménné odpovidajici vedlejsim sloupciim muzeme volit
cokoliv, volme nasledovné: z; =1, z3 =0, z4 = 0, z, = 0 pro prvni feSeni, pricemz
dopocitame z posledni rovnice x5 = 0, dosazenim do predchozi z, = 0, dosazenim do
prvni 24 = 0. Pro druhé feseni volme do z; =0, z3 =1, 4 = 0, z; = 0. Opét nam
vyjde x5 = x4, = x5 = 0. Podobné dopocitame dalsi dvé TeSeni a dojdeme k zavéru

1 0 0 0
0 0 3 3
0 1 0 0
ker A = span ot,fof,1 1 1|,] 3
0 0 -1 —2
0 0 1 0
0 0 0 1

Nakonec sta¢i najit jedno feseni pivodni soustavy. Volme z; = x5 = x4 =
x» = 0, pak snadno dopocitdme z posledni rovnice x5 = 1 dosazenim této hodnoty
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do druhé rovnice x, = —1, dosazenim téchto hodnot do prvni rovnice z, = —2.
Resenim soustavy je tedy mnozina

0 1 0 0 0
—2 0 0 3 3
0 0 1 0 0
—1 | +span 01,1071, 1 , 3
1 0 0 —1 —2
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Mimochodem prvni dva generatory linedrniho obalu ndm fikaji, Ze hodnota
prvni a treti proménné muze byt libovolna. To nas opét vibec neprekvapuje, protoze
se tyto proménné v soustavé viibec nevyskytuji.

8.6 Véta. Necht A je matice v hornim stupnovitém tvaru. Potom hlavni sloupce A
tvorf bazi im A. Jejich pocet (a tim i pofet nenulovych fadka v A) tedy odpovida
hodnosti matice A.

Diikaz. Ozna¢me r pocet nenulovych fadki matice A. Zadny (Ffeknéme i-ty, tj. na
pozici k;) hlavni sloupec nemutize byt linedrni kombinaci pfedchozich, nebot mé v i-
-tém Fadku nenulové c¢islo, zatimco vsechny predchozi tam mély nulu. Ze stejného
diivodu je ziejmé, ze v obrazu A mohou byt jediné vektory, které maji nenulova
¢isla pouze na prvnich r pozicich a ostatni jsou nuly. Obraz bude tedy nanejvys
r-rozmérny. Protoze jsme nasli m-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu v im A, musi
to byt jeji baze. O

8.2 (Gaussova eliminace

8.7 Definice. Nésledujicim tpravim dané matice budeme rikat elementarni rad-
kové tpravy.

1. Prohozeni dvou radki.
2. Vynasobeni fadku nenulovym skaldrem.
3. Pricteni libovolného skalarniho nasobku jednoho fadku k jinému.

8.8 Véta. Bud [ téleso, A € F™*", b € F™. Elementérn{ fddkové upravy rozsirené
matice soustavy (A | ) neméni mnozinu feseni {Z € F” | AZ = b}.

Dikaz. U prohazovani radkid je to jasné. Pro druhou vpravu stac¢i uvazme k-ty
radek a nenulovy skalar v € F. Staci ukdzat, ze rovnice Az, + ...+ Ay, z,, = by, je
ekvivalentni rovnici YAz, + ... + YAy, x,, = vby, coZ je zndm4 véc. (Zleva doprava
se dostaneme vynasobenim ptivodni rovnice ¢islem v zatimco zprava doleva nasobime
7~1.) Podobné se to ukéze pro tiet{ bod. O

8.9 Véta. Kazdou matici lze pomoci sledu elementarnich radkovych tprav 1. a 3.
prevést na horni stuprovity tvar.

Dikaz. Lze snadno rozmyslet, Ze k cili povede nasledujici algoritmus. O
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8.10 Algoritmus (Gaussova®® eliminaéni metoda). Vstupem je matice B €
Fm>m kterou v prubéhu algoritmu budeme upravovat az k hornimu stupnovitému
tvaru.

Algoritmus inicializujeme polozenim j = 1, [ = 1. Déle opakujeme nésledujici
kroky dokud j <nal<m:

1. Je-li B;; = 0 pro kazdé i > [, poloz j = j + 1 a opakuj bod 1.

2. Je-li Bl7 =0, najdi k > I takové, ze By; # 0. Prohod fadky & a [.

3. Pro kazdé i > [ odecti od i-tého Fadku ( +j/By;)-nésobek I-tého. Poloz | = [ +1,
j=7+1avrat se do bodu 1.

8.11 Uloha. Pomoci Gaussovy eliminace vyTreste soustavu s matici:

1 2 -1 312
2 4 0 1|3
0 -1 2 —1/3
1 0 1 -2|1
Reseni
1 2 -1 3|2 1 2 -1 312
2 4 0 1|3 0 0 2 —5|-1
0 -1 2 —1(3]7 o -1 2 -1 3
1 0 1 —2]1 0 -2 2 —5|-1
1 2 -1 3|2 1 2 -1 3] 2
0 -1 2 -1/ 3 0 -1 2 -1/ 3
“lo o 2 —5|-1]7l0o 0 2 —5|-1
0 0 —2 —3|-7 0 0 0 -—8|-8

Vidime, ze eliminace vedla na horni trojihelnikovy tvar s nenulovymi prvky na dia-
gonale, a tak TeSeni bude opét pravé jedno a ptjde snadno najit zpétnou substituci.
Jako alternativu mtizeme v dpravach pokracovat nasledujicim zptisobem

1 2 -1 3|2 1 2 -1 3|2
0 -1 2 —1] 3 0 -1 2 —1]| 3
00 2 —5[-1]7fo o 2 -—5|-1
0 0 0 —8|-8 0 0 0 111
1 2 -1 3|2 1 2 -1 3|2
0 -1 2 —113 0 -1 2 —113
“1o o 2 o4 lo 0o 1 o0 |2
00 0 1|1 0 0 0 11
1 2 —1 3|2 1 00 01
0 -1 0 0]0 01000
1o o 1 o|2[7]lo o0 1 02
0 0 0 1]1 000 1]1
Nyni jiz prosté za ¢arou precteme vysledek (1,0,2,1).

33 Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, snad netieba predstavovat.
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8.12 Algoritmus (Gaussova—Jordanova®! eliminace®®). Vstupem je matice
B € F*". Proved nejdiiv standardni Gaussovu eliminaci. Oznac kq, ..., k, hlavni
sloupce. Pak proi =177 —1,...,1 opakuj nasledujici:

L. Vydél i-ty fédek cislem By, .
2. Pro kazdé j < odecti od j-té¢ho radku B, -ndsobek i-tého.

Vysledny tvar matice se nazyva redukovany stupnovity tvar.

8.13 Cviceni. Upravte matici z tlohy 8.5 na redukovany tvar. Zkuste ve vysledné
matici uvidét mnozinu feseni soustavy.

8.14 Uloha. Najdéte inverzi matice

_ 1 3 2x2
A_(2 5)€[R .

ReSeni. Uvedend matice prostfednictvim maticového nésobeni piisobi jako line-
arni zobrazeni A:R? — R2. My se snazime najit matici A~! inverzniho zobrazeni
A71:R? — R2. Ta bude mit ve sloupeécich vektory A=1é; a A71€, — jednoznacéné
urcené vzory vektorti kanonické baze €;, €,. Musime tyto vzory najit, tedy vyfesit
rovinice AZ = €; a AZ = €,. Obé rovnice maji totoznou matici soustavy, a tak je lze
vyhodné Tesit nardz:

(1310>N<1 3 1 0)N<131 0)N<10—5 3)
2 5|0 1 0 —-1|-2 1 0 112 -1 012 -1

= .. . -5 3 . . U RN
Resenim jsou sloupecky ( 2") a (71). Z toho, zZe rovnice mély jednoznacéné reseni
zaroven muzeme usoudit, ze plivodni matice vskutku byla regularni, a tedy mélo
smysl urcovat jeji inverzi. Tou je tedy matice

(b 3)
ro(7R).

Nyni predvedeme alternativni zpusob dukazu, ze radkové tpravy zachovavaji
mnozinu reseni, pomoci maticové interpretace radkovych tprav. Tim zaroven doka-
zeme, ze tadkové Upravy zachovavaji spoustu dalsich véci.

31 Wilhelm Jordan, 1842-1899, némecky geodet, ktery casto fesil soustavy linedrnich rovnic.

35 Gaussova—Jordanova eliminace ¢&i tplnd Gaussova eliminace jsou b&zné nizvy procedury,
kterd upravi matici na redukovany stupnovity tvar. Nicméné je potieba fici, ze se pod timto na-
zvem nemysli jeden konkrétni algoritmus. Snadno ovérite, ze algoritmus formulovany zde vlastné
provadi presné tytéz vypocty, jako byste provadéli pti zpétné substituci. Doc. Habala na predmétu
DRN formuluje Gaussovu—Jordanovu eliminaci trochu jinak — pivoty normalizuje jiz pri dopfedném
chodu —, aby pak mohl slavnostné prohlasit, ze je Gaussova—Jordanova eliminace blba, protoze je
vypocetné narocnéjsi nez standardni eliminace se zpétnou substituci.
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8.15 Lemma. Elementarni fddkové tpravy matice B € F™*" lIze realizovat vyna-
sobenim matice B reguldrni matici T € F™*™ zleva, kde T = (¢, - *,, ), pfifemz

1. Pro prohozeni k-tého a I[-tého radku pokldddme fi = ¢, pro i # k,l, Ek = €,
t, =&,

2. Pro vynasobeni k-tého radku nenulovym ¢islem o € F pokladame fi = €, pro
i+ k, t, = aé,.

3. Pro pricteni a-nasobku k-tého fadku k I-tému pokladédme ZZ- = ¢, pro i # [,
t, = €, + ;.

Dikaz. Snadno rozmyslime, ze matice prislusnym zpusobem transformuje vektory.
Napriiklad vezmeme-li matici T ze tfetiho pripadu a vektor b = Z b,€,, dostaneme

AR

Th= bit; =) b& +b(E+aé) =) b +abé.

i#+k

Nakonec pro obecnou matici B mizZeme oznacdit jeji sloupecky B = (5, - ¥, ). Levé
néasobeni matici pak pusobi po sloupeccich:

— —

TB=(Tb, - Tb,).

Nakonec lze ve vSech pripadech snadno ovérit, ze k uvedenym transformacim
existuje inverze, takze je prislusna matice regularni. O

8.16 Véta. Matici A € F"*"™ lze prevést sledem elementérnich fadkovych tprav na
matici B € F"*" pravé tehdy, kdyz existuje reguldrni matice T € F™*™ takova, ze
B =TA.

Diukaz. Implikace (=) je dusledkem predchoziho lemmatu. Sled ekvivalent-
nich radkovych uprav ndm da sled reguldrnich matic T,,...,T; takovy, ze
B=T,T,_; - -T,A. Hledana reguldrni matice je tedy sou¢inem T =T,---T;.

Pro opa¢nou implikaci uvazujme reguldrni matici T. Pak je jeji inverze T~! rov-
néz regularni a Gaussovou-Jordanovou eliminaci ji miazeme prevést na jednotkovou
matici E. Tim ziskdme sled elementarnich radkovych tprav a prislusnych regularnich
matic takovy, 7e E=T;--- T, T~ ! tedy T = T,---T,. Paklize B = TA, musi vést
od A k B sled tychz radkovych uprav. O

Interpretace tohoto vysledku je takova, ze pti elementarnich radkovych tipravach
jsou sloupecky jedné vysledné pouze izomorfnim obrazem sloupeckt druhé matice.
Jejich vzajemny vztah tedy zlstava stejny: Zustava stejné to, zda je jeden sloupecek
kombinaci jinych, zda jsou linearné zavislé ¢i nezavislé. Mizeme tento vysledek pou-
zit ke znovudokazani faktu, ze se fadkovymi dpravy neméni mnozina feseni. Rovnéz
mtzeme dokézat, Ze se neméni hodnost matice:3%

36 To uz ale taky vime, ne? Hodnost matice n4m udava (prostfednictvim véty o dimenzi) dimenzi
jejiho jadra, tj. mnozinu Feseni soustavy s nulovou pravou stranou. Kdyz vime, ze se faddkovymi
Upravami neméni mnozina FeSeni, nemuze se ménit ani dimenze této mnoziny, a tedy ani hodnost
matice.
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8.17 Dusledek. Elementarni radkové tpravy zachovavaji hodnost matice

Dikaz. Predpokladejme, ze B vznikla sledem elementarnich fadkovych tprav z ma-
tice A, tedy existuje regularni matice T takova, ze B = TA. Takova matic T pred-
stavuje izomorfismus, a tedy prosté zobrazeni. Toto prosté zobrazeni muzeme zuzit
na im A, ¢imz zustane prosté. Podle véty o dimenzi jadra a obrazu pak musi pla-
tit, ze dimenze defini¢niho oboru se rovna dimenzi oboru hodnot, tedy dimim A =
dim im(TA), tedy rank A = rank B. O

8.18 Poznamka. Paklize vime, ze bude potreba opakovaneé fesit soustavy se stejnou
regularni matici A, ale riznymi vektory pravych stran, pricemz ony zadani nezndme
vSechny predem — vektory pravych stran se budou objevovat prubézné a prubézné
budeme potiebovat odevzdavat vysledky — nabizi se spoéitat si inverzi A~' dané
matice. V numerické matematice se u¢i délat néco trochu jiného: matice soustavy A
se upravi na horni trojihelnikovy tvar U (horni stuptiovity je u reguldrni matice
horn{ trojihelnikovy s nenulovymi ¢isly na diagondle) a poznamendme si prislusnou
transformaéni matici T. P¥itom navic plati, ze lze vyjadfit T = PL™!, kde P je
tzv. permutacni matice (kédujici prohazovani radku, které jsme délali) a L je dolni
trojihelnikovd matice s jednickami na diagonale (kédujici od¢itani piislusnych a-
-nasobku). Jednd se o tzv. LUP rozklad. M4 to vyhodu takovou, Ze se pii tom omezi
na minimum mnozstvi zaokrouhlovacich chyb. Vice v pfedmétu DRN od doc. Habaly.

8.19 Poznamka. Dusledkem vyse uvedenych pozorovani je, ze Gaussovou—
-Jordanovou eliminaci lze pro zadané matice A a B efektivné spoéitat sou¢in A~'B
(za predpokladu, Ze A je regularni). Staéi provést Gaussovu—Jordanovu eliminaci
pro matici (A | B), ¢imZ dosp&jeme k vysledku (E | A"!B). To se ndm miiZe hodit
pokud napiiklad fesime maticovou rovnici AX = B pro neznamou matici X.

8.20 Uloha. Vyfeste maticovou rovnici AX = B, kde
1 0 —1 2 1 1
A_<2 1 2)’ B_<1 3 —1)'

ReSeni. BohuZel matice A neni ¢tvercovd, takze vyse uvedenou pozndmku nemt-
zeme pouzit. Zacnéme nejprve rozmyslenim, jakého tvaru musi byt matice X. Aby
§lo provést soucin AX, musi mit tfi radky. Aby mél vysledek nésobeni tii sloupecky,
musi mit X tii sloupecky.

Oznaéme nyni ony neznamé sloupecky @, ¥4, 5. Potom ma AX sloupecky Az,
AZ,, AZ;. Oznac¢me navic sloupecky matice B jako bl, 62, b3 Resime tedy trojici
soustav s matici A a pravymi stranami bl, 62, b3. Prece jen se tedy dostane ke slovu
matice (A | B):

10 —-1(12 1 1 10 =12 1 1
21 2|1 3 -1 01 4 |-3 1 =3
1

Dostavame, ze jadro matice A je generované napt. vektorem (4) a parti-
1

kularni feseni si muzeme v podstaté preCist na pravé strané upravené soustavy.
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Dohromady tedy feSeni jednotlivych soustav vypadaji takto:
2 1
Z, € (—3) +Span{ (—4) },
0 1
1 1
2y € (1) +span{ (—4) },
0 1
1 1
iq € (3) +span{ (4) }
0 1

Nyni musime s opatrnosti zrekonstruovat mnozinu feSeni pro matici X:

2 1 1 1 00 0 1 0 00 1
Xe(—?) 1 —3)+span{<—4 0 O),(O —4 0),(0 0 —4)}.
0 0 O 1 00 0 1 0 00 1

Celou dobu jsme doted interpretovali soustavy spiSe v feci jejich sloupeckl nez
radk, coz je pristup, ktery pro vas byl patrné novy. Zkusme se ted vratit k radktam
matice. Radky pro nas bude ve skuteénosti mirné obtiznéjsf interpretovat, nebot jsme
se celou dobu zabyvali pravé sloupeckovymi vektory. Bude se tedy hodit nasledujici
procedura:

8.21 Definice. Pro matici A € F*" definujeme matici transponovanou AT ¢
F™ s prvky [AT]; = A,

Ménime tedy roli fadku a sloupcu. Specidlné muzeme opét vektory interpretovat
jako matice s jednim sloupec¢kemi. Pro Z# € F” tedy symbol T znamend piislusny
radkovy vektor, tj. matici s jednim fadkem a n sloupecky.

8.22 Véta. Bud A € F™*™. Potom rank A = rank AT.

Dikaz. Snadno vidime, zZe je-li A v hornim stupnovitém tvaru, musi platit rank A =
rank AT, Vime vSak, Ze kazdou matici lze upravit fadkovymi tipravami do horniho
stupnovitého tvaru. Zbyva ukazat, ze radkové dpravy neméni dimenzi linearniho
obalu radku ani sloupeckt. Pro sloupecky uz jsme to zdavodnili v duasledku 8.17.
Pro radky je zduvodnéni ve skutecnosti jednodussi, nebot snadno nahlédneme, ze
radkové upravy zachovavaji primo linearni obal radki. O

8.23 Dusledek. Bud A € F"*". Potom rank A < min{m,n}.

Dikaz. Vime, ze imA < ™, tedy rank A = dimim A < m. Navic im AT < ",
takze rank A = rank AT < n. O

8.24 Cviceni. Dokazte vyse uvedeny dusledek pomoci véty o dimenzi jadra a ob-
razu.
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8.25 Pozorovani. Bud A € F"*", | € F". Potom jsou nésledujici vyroky ekviva-
lentni:

1. AZ = 0 m4 pravé jedno Feden.

2. AZ = b ma pravé jedno Teseni.

3. A je reguldrni.

4. rank A = n.

5. A m4 linedrné nezavislé sloupecky.

6. A m4 linedrné nezévislé radky.
Dikaz. Ekvivalence vSech bodi az na posledni by méla byt jiz ddvno jasné. Posledni
bod plyne pravé z rovnosti rank A = rank AT, O

8.3 Afinni prostory

Standardni geometricka interpretace soustavy linearnich rovnic je nasledujici: Mame-
-li dvé rovnice o dvou neznamych, pak kazda rovnice popisuje primku a soustava
jejich primik, jimz je typicky (ale ne vzdy) bod. Mame-li tfi nezndmé, kazda rovnice
reprezentuje rovinu. Jsou-li rovnice dvé, popisuji prinik dvou rovin, jimz je typicky
(ale ne vzdy) piimka. T¥i roviny pak mohou jednoznaéné uréovat bod. Pro vice rovnic
nam jaksi schazi terminologie. Jiz jsme zavedli pojem linedrniho podprostoru, ktery
zde vsak nedostacuje, nebof mnozina feseni linearnich rovnic nemusi byt linearni
podprostor. Pojdme tuto terminologickou diru zaplnit:

8.26 Definice. Bud L linearni prostor nad F. Podmnozina () C L tvaru Q =9+ V,
kde v € L a V < L, se nazyvd afinni podprostor (¢i linedrni varieta uvnitt)
L. Piislusny linearni podprostor V se nazyva jeho zaméreni. Definujeme dimenzi
afinniho prostoru jako dim @ = dim V.

e Jestlize dim @) = 1, nazyvame ) primka.
e Jestlize dim ) = 2, nazyvame () rovina.
e Jestlize dim ) = dim L — 1, nazyvame ) nadrovina.

8.27 Pozorovani. Zaméreni afinniho prostoru je urcené jednoznacné jakozto V =
{Z -9y | 2,9y € Q}. Naopak roli vektoru posunuti ¥ mize hrét libovolny prvek Q.

Zapis QQ = U + V zobecnuje parametricky zdpis primky a roviny, jenz znéte ze
stredni skoly. Kromé toho znate ze stredni skoly i pojem obecné rovnice primky ¢i
roviny. Chtéli bychom tedy ukazat, ze kazdy afinni podprostor 1ze popsat soustavou
linedrnich rovnic. VSimnéte si, ze opacny smeér jsme jiz dokazali: Frobeniova véta 1iké,
ze paklize mé soustava linedrnich rovnic feSeni, je timto fesenim afinni podprostor.
Specialné si vSimnéte, ze kazda jednotlivd linedrni rovnice s m neznamymi urcuje
nadrovinu v ™. Hledame-li feseni soustavy, hledame prunik téchto nadrovin.

8.28 Véta. Bud [ téleso. Pro kazdy afinni podprostor @ C " dimenze k existuje
AcF™" abel™ kde m =n — k, takové, ze Q je mnozinou feseni A% = b.

Dikaz. Oznac¢me @ = ¥+ V, kde ¥ € Q a tedy Vje jeho zaméreni. Necht (Z,...,Z})
je baze V. Dopliime tuto posloupnost na bazi F™ jako (Zy,..., 25, Y1, -, Ypm)- Necht
je nyni A matice linedrniho zobrazeni A:F™ — ™ pisobiciho jako Z; - 0, g; > €;.
7 konstrukce tak plati, Zze ker A = ker A = V. Nakonec polozme b= A7. O
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8.29 Dusledek. Kazdy afinni podprostor dimenze k linedrniho prostoru dimenze n
je prunikem m = n — k nadrovin.

Prakticky muzeme prislusnou soustavu ziskat jednoduseji trikem, ktery vyuziva
nasledujici vlastnost transpozice:

8.30 Véta. Bud [ téleso, A € F*™ B € F™*". Potom (AB)T = BTAT.

Dukaz. Snadno dokazeme piimo z definice maticového nasobeni:
[(AB)"];; = [AB];; = ZAjkBki = Z[AT]kj[BT]ik = [BTAT];. U
& &

8.31 Uloha. Napiste rovinu v R?

1 1 0
2 1 0
Q=v+V, kde v=1]3]|, V =span 21, —1
2 2 2
1 3 -3

jako Teseni soustavy linearnich rovnic.

ReSeni. Dand rovina je afinnim podprostorem R dimenze dim Q = 2. Méli bychom
tedy byt schopni najit tfi rovnice s péti neznamymi, jejichz resenim bude pravé
uveden4 rovina Q. Musime najit matici A € R3*5 a vektor b € R3 takové, Ze ker A = V
a AT = b. Matici najdeme z prvniho pozadavku a vektor [ pak bude dano prostym
maticovym nasobenim.

Oznac¢me vektory generujici Vjako Z Ty, Z4. Podminka ker A = Vlze ekvivalentné
zapsat jako AZ; = 0 a zaroveri Az, = 0. Tyto dvé podminky lze zapsat do jedné
napiseme-li vektory z; a Z, do sloupecki matice X. Potom sloupecky AX jsou vektory
AZ, a AZ,, takze nase podminka je ekvivalentni podmince AX = O3, ,. Pozor vsak,
ze neznamou je nyni nikoliv matice X, ale matice A.

Nyni ptijde trik: Obé strany rovnice transponujeme. Dostaneme tak ekvivalentni
rovnici XTAT = 0,, ;. Uz mdme rozmysleno z pifkladu 8.20, jak se takova maticova
rovnice fesi: Sloupecky matice AT (tedy fadky matice A) budou feSenim soustavy
s matici XT a tentokrat nulovou pravou stranou. Resime tedy homogenni soustavu

s matici
XT — 1 1 2 2 3
00 -1 2 -3/

Matice je jiz v hornim stuptovitém tvaru, a tak snadno piSeme feseni soustavy

—1 —6 3
1 0 0
span 0 , 2 1 =3
0 1 0
0 0 1

Pokud budeme jako radky matice A volit nékteré prvky z tohoto linearniho obalu,
urcité budou splnény podminky AZ;, = 0, AZ, = 0, tedy ker A O V. My vSak
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chceme ptimo rovnost. Checeme tedy, aby se defekt matice rovnal dvéma, neboli aby
se hodnost rovnala tfem. To zajistime tak, ze fadky zvolime linedrné nezavislé —
tfeba pravé po fadé ony tii generatory nalezené vyse.

-1 1 0 00
A:<—6 0 2 1 0).
3 0 =3 01

Nakonec uréime vektor b jako

. 1
= A= ( : )
—5

Poznamenejme jesté zavérem, ze Teseni neni urcené jednoznac¢né. Do fadkid ma-
tice A jsme mohli vzit jakoukoliv linedrné nezavislou trojici vektori z prislusného
linearniho obalu.

8.32 Cviceni. Pro matice A a B z prikladu 8.20 vyfeste maticovou rovnici XA = B.
Névod: PouzZijte opét transponovaci trik. Staéi vyfesit soustavu ATXT = BT,

8.33 Priklad (Fibonacciho posloupnost). Jisté zniate Fibonacciho posloupnost,
kterd zac¢ind ¢isly (0,) 1, 1,2, 3,5, 8,13, ... a kazdé dalsi ¢islo se najde pomoci souétu
dvou predchozich. Ne kazdy vi, Ze lze n-ty prvek této posloupnosti snadno vyjadrit
vzorcem. Zde tento vzorec najdeme. Nasi tlohou je tedy vyresit linedrni rekurentni
rovnict a,, = a,,_;+a,,_o. K tomu by mohla linearni algebra pomoci. Jednd se vlastné
o soustavu nekonecné mnoha rovnic s nekonec¢né mnoha nezndmymi

ag_al_a():o,
az —ay —a; =0,
ay— a3 —ay =0,

a5_a4_a320,

Ony nekonec¢né pocty nam budou vypocty trochu komplikovat, nebot jsme v této
kapitole predpokladali konecné mnozstvi rovnic a neznamych, nicméné myslenky
budou velice podobné.

Misto matic soustavy (které jsou z definice koneéné) budeme muset problém
charakterizovat lineArnim operatorem. Symbolem R™o budeme znadéit linedrni pro-
stor vSech realnych posloupnosti ¢islovanych od nuly. Definujeme linearni zobrazeni
A:RNo — RN vztahem A(a,,) 0 = (@y 0 — @yt — Gy ) pso- Jako cvienf ovéite, Ze je
vskutku linedrni. Hleddme vsechny posloupnosti (a,,) takové, ze A(a,,) = 0. Hleddme
tedy jadro operatoru A.

Vime, ze jadro je vzdy linearni podprostor. V této kapitole se ukézala jako kli-
¢ova schopnost urcit dimenzi jadra. Tu jsme urcovali podle prvniho bodu Frobeniovy
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véty, ktera se opirala o vétu o dimenzi jadra a obrazu. Ta sice plati i pro operdtory na
nekonec¢nérozmeérnych prostorech, ale nic nam o nich nerikd, nebot pro jejich defekt
dostaneme neurcity vyraz oo — oo.

V naSem pripadé je klicové pozorovéni, Ze kazdé feseni rekurence (a,,) € ker A
je jiz jednoznacné urceno hodnotami a, a a,. Napovidd nam to, ze dimker A = 2.
Dokazme, ze dimker A < 2. Stadi vzit trojici (a,,), (b,,), (c,,) € ker A a ukdzat, Ze je
nutné linedrné zavisla. Oznacme d, b ¢ € R? aritmetické vektory dané prvnimi dvéma
prvky kazdé z posloupnosti. Ty jsou urcité linedrné zavislé, tedy existuji a, 8,7 ne
viechny nulové takové, ze ad + (b + ¢ = 0. Potom ale a(a,,) + 8(b,) +7(c,) ma
prvni dva prvky nulové. Jisté je to ale TeSeni rekurence (protoZe ker A je linedrni
podprostor), z té vSak snadno nahlédneme, Ze tato posloupnost musi mit vSechny
prvky nulové.

Nakonec zbyva néjaké dvé konkrétni linedrné nezavisld feSeni najit. Pokud
bychom se rekurentnimi rovnicemi zabyvali systematicky, asi bychom nejdiiv stu-
dovali ty pruniho rddu, tj. tvaru a, = Xa,_;. Ty lze vyTesit snadno: a, = A"ay.
Muze nas tedy napadnout, zda by néjaké takové reseni nemohlo fungovat i zde. Do-
sazenim odhadu a,, = A" do rekurence dostaneme \"*2 — \"*1 — \" = (. Vydélime
A" a obdrzime rovnici A2 — X\ — 1 = 0, jejimz FeSenfm jsou ¢isla (1 4 v/5)/2 zndma
téz pod oznacenim zlaty rez.

Tim jsme dokézali, ze dimker A = 2 a navic jsme nasli bazi ker A tvorenou
posloupnostmi ((1++/5)/2)™. Z toho plyne, Ze libovolné fefeni a,, zadané rekurence

je tvaru
woe(0) ()

Konkrétné Fibonacciho posloupnost je navic urcena pocatecni podminkou ay =
0, a; =1, ze které snadno dovodime, ze o = 1/\/5 = —f. Navic si muzeme vSimnout,
7e ¢islo (1—+/5)/2 je v absolutn{ hodnoté mensi nez 1 a tim padem posloupnost |(1—
V/5)/2|™ kles4 k nule a je specialné celd mensi nez jedna. Navic plati, Ze 1/sqrt5 <
1/2. Dohromady to znamend, Ze n-ty Clen Fibonacciho posloupnosti lze spocitat
zaokrouhlenim prvniho ¢lenu ve vzorci na nejblizsi celé ¢islo:

1 (1+v5\"
a, = 7 5
Zde [z] € Z pro x € R znadi pravé operaci zaokrouhleni.

Dalsim podobnym piikladem aplikace linedrni algebry je feseni linedrnich dife-
rencidlnich rovnic. Ty lze rovnéz zapsat ve tvaru AZ = b nebo tedy spi§ Af = g,
kde f, g jsou funkce a A je néjaky linearni diferencidlni operdtor na prostoru funkei.
Takovou rovnici lze interpretovat jako nekonecnou soustavu linearnich rovnic uz jen
s velkou ddvkou predstavivosti, ovSem linearni algebru pro jeji feSeni muzeme vy-
uzit uplné stejnym zpusobem. Vice se dozvite na predmétu Diferencidlni rovnice a
numerika od doc. Habaly.

54



9 Jemny nahled do svéta abstraktni algebry

V tento moment byste méli jiz rdmcoveé chapat, o ¢em asi tak je linedrni algebra.
Zdaleka jsme nevycerpali vsechna mozna témata a v jejim zkouméni budeme za-
nedlouho pokracovat. Naskyta se vsak nyni vhodny moment seznamit se alespon
prehledové s dalsimi algebraickymi strukturami.

Tuto kapitolu neni nutné umét ke zkousce s vyjimkou nékolika dilezitych pri-
kladii, jimz jsou pojmy permutace, téleso a priklady konecnych téles Z,,.

Algebraickou strukturou je mnozina M vybavena jednou nebo vice operacemi,
které maji jisté vlastnosti. Typickymi pozadovanymi vlastnostmi je asociativita, ko-
mutativita, existence neutrdlniho prvku a podobné. My jsme se zatim setkali s jednou
— pomérné komplikovanou — algebraickou strukturou — linedrnim prostorem.

9.1 Definice. Dvojice (G, -), neprdzdnd mnoziny G a operace -: G X G — G spliujici
nasledujici tii axiomy se nazyva grupa.

1. Asociationi zdkon: pro kazdé z,y,z € G plati (x-y)-z=z- (y - 2).
2. Existence neutrdlniho prvku: existuje e € G takovy, ze pro kazdé = € G plati
rT-e=x=e-x.
3. Existence inverzi: pro kazdé x € G existuje inverzni prvek y € G takovy, ze
T-y=e=y-x.
Grupa se nazyva abelovska,?” plati-li navic komutationi zdkon: pro kazdé z,y € G
jex-y=y-x.
9.2 Poznamka. Pozadujeme-li z uvedenych t¥i vlastnosti pouze asociativni zédkon,

prislusna struktura se nazyva pologrupa, pozadujeme-li navic existenci neutralniho
prvku, dostaneme monoid.

9.3 Znaceni. Pro znaceni operace v grupé lze pouzit rozli¢nych symboli. Nejcastéji
v8ak symbol ndsobeni - (ktery pak typicky, podobné jako u ndsobeni, vynechavime)
nebo symbol s¢itani +. Symbol + se zpravidla pouziva pouze u abelovskych grup.
Pouzivame-li symbol s¢itani, zna¢ime neutralni prvek ¢asto symbolem 0 a nazyvame
jej nula, inverznimu prvku k x pak spise rikdme opacny prvek a znacime ho —x.
PiSeme rovnéz x —y namisto x + (—y). Pokud pouzivame jakykoliv jiny symbol, pak
neutralni prvek zna¢ime e a nazyvame jej jednotka a inverzi k = znaé¢ime z~'. Neni-li
feCeno jinak, pouzivame vzdy symbol pro nasobeni.

Grupy nyni muzeme zkoumat podobnym zpusobem jako linearni prostory.
Méame méné axiomi, takze se da cekat, ze budeme mit méné bohatou teorii. Presto
se toho o grupach da rici docela hodné. Nasleduje mald ochutnavka v podobé véty
a definice, které by vam mély pripominat analogické vysledky a pojmy z linedrni
algebry.

9.4 Véta. V kazdé grupé existuje pravé jeden neutralni prvek. Ke kazdému prvku
existuje pravé jedna inverze.

Dikaz. Cviceni. Dél4 se to stejné jako u linedrnich prostoru. O

37 Niels Henrik Abel, 1802-1829, norsky matematik, jeden z otcfi teorie grup, pomoci které
vytesil slavny stovky let otevieny problém, zda existuje vzorec (vyuzivajici jen zdkladni operace)
pro feseni polynomidlnich rovnic vyssiho nez patého stupné. Ve véku 26 let zemftel na tuberkulézu.
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9.5 Definice. Budte G a H grupy. Zobrazeni ¢: G — H se nazyvd homomorfismus,
jestlize pro kazdé z,y € G plati p(gh) = p(g)@(h). Je-li zobrazeni prosté, nazyvidme
jej monomorfismus, je-li na, nazyvame jej epimorfismus a je-li bijekci, nazyvame
jej izomorfismus. Je-li G = H, nazyvame takové zobrazeni endomorfismus a je-li
navic bijekci, jedna se o automorfismus.

9.6 Cviceni. Rozmyslete si, jak by se asi definoval pojem podgrupy.
9.7 Priklady.

(Z,+) je abelovské grupa.

(R,+) je abelovskd grupa.

(F,+) je abelovské grupa pro libovolné ¢iselné téleso [.

(R\ {0}, ") je abelovska grupa.

(F\ {0},-) je abelovskd grupa pro libovolné éiselné téleso [F.
(L, +) je abelovskd grupa pro libovolny linedrni prostor L.
(Z,—) neni grupa.

(D\l,+) nebo (Z,-) nejsou grupy.

9.8 Priklad. Zafixujme n € N. Pro k € Z ozna¢me [k]:= {k +in | i € Z}.
Zjevné [k] = [k + n] = [k + 2n] a podobné. Ve skutecnosti jsme takto definovali

pravé n mnozin [0, [1], ..., [n — 1]. Kazd4 dalsi se shoduje prévé s jednou z uve-
denych. Pro j = 0,...,n — 1 obsahuje [j] vSechna ¢isla, kterd po déleni n dévaji
zbytek j. Nazyvame je proto zbytkové tridy. Ozna¢me mnozinu téchto mnozin
Z, = {[0],[1],...,[n — 1]}. Vzpomenime, jak jsme séitali mnoziny vektori. To zde

pujde taky: Pro mnoziny A, B C Z definujeme prosté A+B = {a+b|a € A,b € B}.
Snadno ovérime, ze

[i] + [ = [e + 4]
Tvrzeni je, ze (Z,,,+) je grupa. Ovérit to je snadné, nebot mnozina Z,, prosté pre-
vezme pifslusné vlastnosti od s¢itani celych ¢isel. (Neutrdlnim prvkem je [0], opac-
nym k [i] je —[i] = [—i]).

Nejedna se o zddnou konstrukcei odtrzenou od reality. Chceme-li formalizovat po-
zorovani, ze sectenim dvou lichych ¢i dvou sudych ¢isel dostaneme ¢islo sudé, zatimco
seCtenim sudého a lichého ¢islo liché, popisujeme pravé scitani v grupé (Z,,+). Ho-
diny na ciferniku pocitaji v grupé (Z,,, +). Rotacni symetrie n-ihelniku se sklddaji
presné podle zakona grupy (Z,,, +). Rovnéz lze pozorovat, ze takto funguje nasobeni
komplexnich n-tych odmocnin z jednicky. Polozime-li R,, = {z € C | 2" = 1} = {w |
§=0,...,n—1}, kde w = e*™/" pak w'w’ = w7 pFitemz w’ = w’ jestlize [i] = [j].
Specidlné dvouprvkovad mnozina {1,—1} = {(=1)* | i = 0,1} je vzhledem k nésoben{
grupou izomorfni se (Z,, +).

Kromé séitdni mizeme zbytkové t¥idy i ndsobit. Opét si vS§imnéme, ze [i][j] =
[i5]. OvSem nyni nebude obecné platit, ze (Z,,, ) je grupa. Snadno ovéfime, ze operace
je asociativni a mé jednotku [1]. Nicméné celd éisla nelze délit, a tak nelze ani cekat,
ze by operace nasobeni na mnoziné zbytkovych tiid méla inverzi. Presto plati, ze
(Z,,\{[0]},-) miiZe byt grupou, a to pravé tehdy kdyz n je prvocislo. Obecnéji plati,
7e (Z,-) je grupa, kde Z = {[7] | i nesoudélné s n}. K dikazu bychom potiebovali
néjaké zaklady teorie cmel, proto ho zde nebudeme provadét.
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Vyse uvedeny piiklad je zdkladem pro teorii abelovskych grup. Lze ukéazat, ze
kazd4 kone¢nd abelovskd grupa je direktnim soucinem grup (Z,,,+). Hlavni motivaci
pro studium teorie grup je vsSak studium symetrii, které povede na priklady neabe-
lovskych grup. Symetrie cehosi je zobrazeni na onom ¢emsi piisobici, které zachovava
jakousi strukturu onoho cehosi. Jak vidite, uvedena definice neni tak precizni, jak
bychom si predstavovali, proto se pfi studiu obecnych vlastnosti symetrii vyplati
mnoziny symetrii axiomatizovat, coz pravé definice pojmu grupa déla. Podstatné
je pozorovani, ze symetrie lze vzdy sklddat, skldddni symetri{ je asociativn{ (jako
sklddani jakychkoliv zobrazenf), identické zobrazen{ je vZdy symetrii a neutrdlnim
prvkem vzhledem ke sklddani, no a pokud néjakd operace zachovava danou struk-
turu, musi ji zachovdvat i opaény proces, tedy inverzni zobrazeni (symetrie nutné
museji byt bijekce).

9.9 Priklady. Symetrie linedrntho prostoru L jsou zobrazeni L — L zachovavajici
jeho strukturu — izomorfismy. Prislusna grupa se nazyva obecnd linedrni grupa a
zna¢i GL(L). Specidlné reguldrni matice n x n nad F tvor{ grupu GL(n,[).

V ptistich tydnech budeme dédle obohacovat strukturu linearntho prostoru a bu-
deme tak moci pozadovat, aby se zachovavaly i dalsi vlastnosti. Naptiklad linearni
zobrazeni zachovavajici obsahy ¢i objemy tvori grupu. Pokud navic zachovavaji ori-
entaci prostoru, nazyvaji se specidlni linedrni transformace a tvori specidlni linedrni
grupu SL(L). Linedrni zobrazeni zachovéavajic{ délky a uhly se nazyvaji ortogondini
transformace a tvori ortogondlni grupu (jednd se o rotace a zrcadleni). Pokud navic
zachovéavaji orientaci prostoru, tvori specidlni ortogondlni grupu (jedna se o grupu
vSech moznych rotaci okolo poc¢atku). Rovnéz bychom mohli zkoumat symetrie afin-
nich prostord, kde je mozné kromé linearnich transformaci provadét i posunuti.

Nyni se zamérime na ten uplné nejjednodussi pripad tohoto razeni.

9.10 Definice. Bud M (koneénd) mnozina. Bijekci m: M — M nazyvédme permu-
tace mnoziny M. Mnozinu vsech permutaci M znac¢ime S,,;. Specidlné mnozinu vsech
permutaci mnoziny M = {1,...,n} zna¢ime S,, a nazyvame symetrickd grupa.

9.11 Pozorovani. Symetricka grupa permutaci na mnoziné M je grupa vzhledem
k operaci skladani zobrazeni. Vskutku: Slozenim dvou bijekci vznikne bijekce. Jiz
vime, ze skldddni zobrazeni je asociativni operace. Jednotkovym prvkem je zjevné
id,,. Inverzi k bijekci je opét bijekce.

9.12 Piipomenuti. Pocet prvka S, jen! =n(n—1)---2-1.

9.13 Definice. Bud 7 € S,,. Inverze3® v permutac{ 7 je dvojice &isel (i, ) takovych,
ze 1 <i<j<mnamn()>n(j). Definujeme znaménko permutace m jako

pocet inverzi m

sgnm = (—1)

Rekneme, 7e 7 je suda permutace, jestlize méa sudy pocet inverzi, tj. sgnm = 1, a ze
je licha, jestlize mé lichy pocet inverzi, tj. sgnm = —1.

38 Tato terminologie mtize byt ponékud matouci. Budeme poditat inverze v permutaci ne inverzi
permutace. To jsou dvé odlisné véci.
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9.14 Definice. Permutace, ktera prohazuje dva prvky a zadné jiné neméni, se nazyva
transpozice.

9.15 Pozorovani. Kazda transpozice je lichou permutaci.
9.16 Véta. Pro m,0 € S,, plati sgn(mo) = sgnwsgno.

Tvrzeni nebudeme dokazovat. Znamend vsak, ze slozeni dvou sudych nebo dvou
lichych permutaci je suda permutace. Naopak slozeni liché a sudé permutace je licha
permutace. Jinymi slovy znaménko permutace je homomorfismus z grupy S, do
grupy ({£1},) = (Z,, +).

Specidlné to znamend, Ze slozenim permutace s transpozici obracime jeji zna-
ménko.

Rovnéz mizeme ukazat nasledujici:

9.17 Véta. Pro m € S, plati sgn7 ! = sgn .

Dikaz. Véta se da dokazat ruznymi zpusoby. Napiiklad snadno nahlédneme, ze
(i,7) je inverze v 7 pravé tehdy, kdyz (m(j),n(i)) je inverze v 7. Pocet inverz{ a
jejich parita se tedy shoduje.

Alternativné muzeme pouzit nasledujici elegantni dukaz vyuzivajici predchozi
véty: 1 = sgnid = sgn(rn~ 1) = sgnwsgn 7 !. Z toho uz plyne sgn 7! = (sgn7)~! =
sgn m, kde posledni rovnost plati prosté proto, ze znaménkem je vzdy ¢islo £1. O

Vyse uvedené pojmy vyuzijeme v pristi kapitole, kdy budeme definovat deter-
minant matice. Nyni jesté zbézné k nécemu, co jsme tu na zacatku vynechali:

9.18 Definice. Trojice (F,+, -) takovd, ze

e (F,+) je abelovskd grupa, jejiz jednotku budeme znagcit 0,
e (F,-) je abeloskd grupa (jejiz jednotku budeme znagcit 1)
e a plati distributivn{ zdkon: pro kazdé a,b,c € F je a(b+ ¢) = ab+ ac

nazyvdme (komutativni) téleso.

9.19 Poznamka. V linedrni algebre, a tedy i v téchto pozndmkach, se pod pojmem
téleso vzdy mysli komutativni téleso. V jiném kontextu lze vSak studovat i télesa,
kde nasobeni neni komutativni. Anglicky se komutativnimu télesu ika field zatimco
nekomutativnimu skew field nebo division ring. Vsechna dosud uvedena tvrzeni,
zejména definice linedrniho prostoru, stale funguji, pokud zaménime ¢iselnd télesa
za vyse uvedend abstraktni télesa (neni-li uvedeno jinak).

9.20 Pi¥iklady.

e Kazdé ciselné téleso je téleso.
e (Z,,+,") je téleso pro kazdé prvoéislo p.
e Existuji i dalsf konecna télesa, tzv. Galoisova®® télesa.

39 Evariste Galois, 1811-1832, francouz, ktery se v patnacti letech nadchl pro matematiku,
nezavisle na Abelovi objevil teorii grup, pomoci které rovnéz dokdzal charakterizovat podminku
Tresitelnosti algebraickych rovnic a polozil zaklady tzv. Galoisovy teorie. Zemrel v souboji ve véku
21 let.
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9.21 Poznamka. Pri iivahami nad linedrnimi prostory nad kone¢nymi télesy musi
byt ¢lovék trochu opatrnéjsi, neb ho muze zklamat vlastni intuice. Povazujeme napii-
klad za samoziejmé, ze vSechny netrividlni linedrni prostory maji nekone¢né mnoho
prvki, to u konecnych téles pochopitelné neni pravda — vSechny konec¢nérozmérné
linearni prostory budou konec¢né.

Zatimco pro polynomy nad c¢iselnymi télesy pojmy polynom a polynomidlni
funkce v podstaté splyvaly, nad koneénymi télesy tomu tak neni. Funkci F — [ totiz
bude kone¢né mnoho a specidlné tak i polynomidlnich funkci bude kone¢né mnoho.
Extrémni situace bjva u Z,, kde snadno ovéfite, Ze #* = z pro libovolné z € Z, a
i € N. Naopak polynomf je stile nekone¢né mnoho: monomy 1, z, 2%, 23, ... povazu-
jeme z definice za rozdilné a budou tedy opét tvorit linearné nezavislou posloupnost.

Rozmysleni, zda je néjaka funkce linedrni nemusi byt tak piimocaré. Chcete-
-li ukézat, ze zadand funkce neni linearni, je zvlast dobré zkusit najit konkrétni
protiptiklad. Napifklad funkce f: Z, — Z, zobrazujici f(x) = 22 je linearni. Vskutku:
Plati totiz piece f(x) = z* = x. Obecné v Z, bude platit, ze (a + b)P = a? + bP, a
tak zde budou mit ¢astéji pravdu vasi matematicky méné peclivi kamaradi, ktefi se
takovou rovnost neostychaji napsat, zatimco vy pravdu mit nebudete, pokud budete
tvrdit, Ze x — P zjevné neni linedrni (opét bude platit 2P = x).

Bézné jsou struktury se dvéma operacemi, kde druhd nemé inverzi (neni tedy
grupou, ale jen monoidem). Takovym se ¥ika okruh. Mame tfeba okruh polynomu
nad télesem ¢i libovolnym okruhem F[z] ¢éi Z[z]. Rovnéz ¢tvercové matice tvori (neko-
mutativn{) okruh F™*™ a opét k tomu nepotiebujeme, aby jejich prvky byly z télesa,
¢ili Z™*™ je taky okruh. Ale pokud zaroven chceme, aby se jednalo o linearni prostor,
je pouziti télesa nutné. Nakonec pro zajimavost jesté jedna definice:

9.22 Definice. Algebra je linearni prostor A nad télesem F vybaveny operaci
<+ Ax A— A, jenz je linedrni v obou argumentech, tj. pro kazdé x,y,z € Aaa €F
jex(y+ z) =xy+zz x(ay) = a(zy), (x +y)z = xz + yz, (ax)y = a(xy).

9.23 Priklady.

e V ramci vét 6.18, 6.30, 6.32, 6.33 jsme dokazali, ze pro libovolny linearni prostor
Vnad télesem F je mnozina operatort Lin(V) (nekomutativni) algebrou.

e Specialné je pro libovolné téleso F a ¢islo n € N mnozina matic F™*™ algebrou.

e Naopak obecnd linearni grupa reguldrnich matic ani jeji vySe zminéné podgrupy
algebru netvori, nebot nejsou netvori linearni prostor.

e Pro libovolnou mnozinu A a téleso F je mnozina funkci F4 = {f: A — F}
komutativni algebrou nad F.

10 Determinant

Na tiplné prvni prednésce (kterou jsem tu byl liny sepsat) jsme jako motivaci naseho
studia uvedli nésledujici vysledek:

10.1 Véta. Budte a,b € R. Rovnice ax = b mé pravé jedno feseni x € R prave
tehdy, kdyZ a # 0. Tim FeSenim je ¢islo a = b/a.
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Ve specidlnim pripadé jedné linedrni rovnice s jednou proménnou jsme byli expli-
citné vzoreckem schopni charakterizovat jednoznacnou resitelnost rovnice (invertibi-
litu ¢isla a) a ndsledné opét vzorekem napsat FeSeni. Charakterizaci jednoznacnosti
feseni a algoritmus k jeho nalezeni jsme formulovali v kapitole 8. Nicméné nejedna
se o zadny vzorec, ktery by stacilo natukat do kalkulacky. O ten se pokusime v této
kapitole.

Po zbytek pozndmek bude F néjaké pevné zvolené téleso, abychom tento pred-
poklad nemuseli stile opakovat. Cela tato kapitola se bude tykat ¢tvercovych matic.

10.2 Pripomenuti. Matice A € F™*" se nazyva reguldrni, jestlize je zobrazeni
F™ — ™ dané maticovym nasobenim # + AZ bijektivni.
10.3 Definice. Matice A € F™*" se nazyva singularni, jestlize neni regularni.

10.4 Priklad. Uvazujme obecnou soustavu dvou rovnic a dvou neznamych, tedy
matici 2 X 2 a dvouslouzkovy sloupec pravych stran

() 5 (5)

Pokusme se najit explicitni podminku, ktera charakterizuje, kdy je A regularni, a
nésledné vzorec pro nalezeni jednoznac¢ného feseni soustavy AZ = . Mimo to se jeste
muzeme pokusit o nalezeni explicitniho vzorce pro inverzi matice A. Predpoklddejme
na chvili, ze a # 0. Pak muzeme provést Gaussovu eliminaci nésledujicim zptisobem:

(a b|1 O) N ( a b |1 O) N (a b 1 O)
c d|0 1 ac ad |0 a 0 ad—bc| —c a
Vidime tedy, Ze (za pfedpokladu a # 0) matice A je reguldrni préavé tehdy, kdyz

ad — be # 0. Cislu det A: = ad — bc budeme Fikat determinant matice A. Upravujme
déle Gaussovou—Jordanovou eliminaci

(a b 1 0) (a 1 0 ) (a 0‘1+adbc ada26>
0 ad—bc| —c a 0 ﬁfbc ﬁ 0 1‘ ad—bc bc adzbc

ad —ab d —b
— (a ‘ ad—bc  ad—bc ) ~ ( Lo ‘ ad—bc  ad—bc )
—c a —c a
0 1 ‘ ad—bc ad—bc 0 1 ‘ ad—bc ad—bc

—_

o

~ detA a
Snadno ovérime zkouskou, ze vysledek je spravny i po vypusténi predpokladu a#+ 0.

Nakonec snadno ovéfime, ze pro a = 0 a ad + bc = 0 je matice singuldrni (méme
totiz be = 0, tedy b = 0 nebo ¢ = 0, tedy prvni fddek nebo sloupec je nulovy).
Charakterizace regularity pomoci determinantu tedy rovnéz plati i po vypusténi
predpokladu a # 0.

Nakonec jesté naleznéme vzorec pro ono jednoznac¢né reseni soustavy AZ = b:

g e D) mm ()

Vsimnéme si, ze prvky vektoru dostaneme spoctenim determinantu matice A, kde
nahradime prvni resp. druhy sloupecek sloupcem pravych stran.

Obdrzeli jsme tedy za predpokladu a # 0 a det A # 0 vysledek A=t = -1 ( 4 )
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10.1 Definice a vypocet pomoci rozvoje
10.5 Definice. Determinant matice A € F™*" je skalar

det A = Z sgnm A1) Aor(a) Aprn) €T

weSs,,

10.6 Pozorovani. Snadno rozmyslime, ze plati

det A = Z sgn mw Alﬂ'(1>A27T(2) s An‘n’(n)

Tes,,

D senm A Argn s Aggy, = det AT

TeSs,

10.7 Znaceni. Determinant matice s konkrétnimi prvky se cCasto znac¢i svislymi
Carami misto zavorek:

ay; 0 Qip app 0 Ay
det : : =

a a

nl nn

10.8 Priklad. Pro n = 2 opravdu dostaneme vzorec z ptikladu 10.4. Existuji totiz
jen dveé permutace dvouprvkové mnoziny, a sice identita e: 1 — 1, 2 i+ 2 a transpozice
7: 1+ 2, 2+ 1. Dostavame tedy

det A =sgne A ) Ay o) 50T A (1)Ag o) = A11Ag — A Ay

Pro n = 3 mame celkem Sest permutaci. Dostdvame

= aei + dhc+ gbf — ceg — fha — ibd.

Q@ Q.2
> o
S 0

Pro vétsi rozméry matic se nabizi pocitat determinant rekurzivné. V definici
determinantu je mozné seskupit vsechny permutace zobrazujici n — 1 a vytknout
A, ., dale seskupit vSechny permutace zobrazujici n = 2 a vytknout A, , a tak dale:

detA=A,; Z sgn A17r(1) e 'Anfl,vr(nfl)
me s,
m(n)=1

+--+A,, Z sgn Alrr(l) B 'An7177r(n71)
mes,

m(n)=n

Suma, kterd zbude po vytknuti opét vypada jako determinant. Akorat s tim, ze
v ném vzdy vynechdvdme n-ty fddek a w(n)-ty sloupecek.
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10.9 Definice. Bud A € F*". Algebraicky doplnék pozice (i,j) v matici A je
éislo (—1)"7 det A9 kde A9 je matice, kterd vznikne z A odstranénim i-tého
radku a j-tého sloupce.

10.10 Véta (Rozvoj determinantu podle Ffadku ¢&i sloupce). Uvazujme A €
F™*" a oznacme D,; algebraicky doplnék pozice (,4) v matici A. Potom pro kazdé
k=1,...,n plati

n n

det A=Y "DyA;=> DAy

i=1 i=1
Prvnimu vztahu fikdme rozvoj podle k-tého sloupce a druhému rozvoj podle k-tého
radku.
Dikaz. Naznac¢ime diukaz prvni rovnosti pro £ = n. Rovnost pro obecné k by se do-
kazovala obdobné, pripadné bychom mohli vyuzit prohazovani sloupcu ve vété 10.16.
Rozvoj podle fadku dostaneme transpozici s vyuzitim Pozorovani 10.6.

Upravime tedy

Z A, D, = Z Am(—l)nH Z sgnm A17r(1) e 'Ai—l,ﬂ(i—l)Ai+17r(i) cee An‘n’(n—l)'
i=1 i=1

TES, _1
Abychom ukazali, ze vysledek jiz odpovida definici determinantu matice A, musime si
uvédomit nasledujici. Pro permutaci 7 € S,_; a ¢islo ¢ = 1,...,n mizeme definovat
permutaci 7 € S, takto:

n pokud j =4,
m(j—1) pokud j > i.
Pak je totiz i-ty sc¢itanec sumy vyse presné tvaru
Z (=)™ sgnm Arz) - Az Az Az - Aniin-

TS, 1

(7) pokud j < 4,
T(j) = {

Plati sgn®™ = (—1)"*sgnm, nebot 7 miZzeme povazovat za permutaci v S,,, kterd
zobrazuje n = n, a pak mizeme 7 dostat z 7 sloZzenim s n — ¢ transpozicemi (které
jsou vzdy liché). Nésledné je potieba rozmyslet, ze riznym dvojicim (7, 7) odpovidaji
rizné permutace 7T a zZe se takto vycerpaji vSechny prvky S,,. O

Vsimnéme si nyni jedné zvladstnosti: VSechno v linedarni algebie dosud bylo line-
arni. Determinant, jakozto zobrazeni F™*"™ — [F, neni linedrni! Snadno se presvédcite
dosazenim do definice determinantu, Ze det(«A) = ™A, kde n je rozmér matice A.
Nez to prohlasime za skandalni a vsSechny papiry se slovem determinant ritualné
spalime, zkusme se podivat na determinant z jiného thlu pohledu:

10.11 Definice. Budte V a W linearni prostory nad télesem [F. Zobrazeni

fiV xV x---x V— W se nazyva multilinearni*’, jestlize pro kazdé i = 1,...,n
Xy rr Y
nx ~
a pro kazdou (n — 1)-tici dy,...,d;_1,d;,1,.-.,d, € Vplati, Ze zobrazeni f:V — W

definované jako

f(@) = f@,...,d;_1,%,8jrq,...,0y)

je linearni.

40 Konkrétné n-linedrni. Specidlné pro n = 2 takové zobrazeni nazyvame bilinedrni.
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10.12 Véta. Zobrazeni [ x - -- x [ — F definované vztahem
(Zy,...,2,) > det (2, -+ Z,)

je multilinearni.
Dikaz. Zkombinujeme vétu 10.10 o rozvoji determinantu s tvrzenim 6.6. O

Determinant matice tedy linedrné zavisi na sloupeccich dané matice. Pouzitim
véty na transponovanou matici analogicky ziskdme tvrzeni, ze determinant je linedrni
i v zavislosti na radcich matice.

10.13 Uloha. Spoditejte rozvojem determinant nasledujici matice

0 0 0 7
-2 0 0 0
A= 3 010
6 5 3 5

Reseni. Dobrou strategii, ktery fadek ¢ sloupec vybrat, je vybirat takovy, kde je co
nejméné nenulovych prvkia. Zde napiiklad v prvnim rfddku mame nenulovou pouze
sedmicku na konci, dostaneme tak

-2 0 0
det A=0+0+04+7(-1)*"1| 3 0 1
6 5 3

Daéle se jevi jako vhodny opét prvni fddek nebo druhy sloupecek. Vezméme pro
zménu druhy sloupec:

—2

detA =—7| 3 =7 (0 +0+5(—1)%3
6

—2 OD
3 1

Zvolime-li zavérem treba druhy sloupecek, dostavame okamzité

o O O
w = O

det A = (—T)(=5)1(—2) = —70.

K totoznému vysledku mizeme dojit snadno i pfimo z definice, pokud si vSimneme,
ze vsechny prispévky budou nulové kromé permutace 1+ 4, 2+ 1, 3+ 3, 4 — 2
pficemz znaménko této permutace je +1.

Ve vyse uvedeném piikladé jsme si vsimli, Ze determinant nékterych typt matic
se pocité zvlast snadno.

10.2 Vypocet Gaussovou eliminaci

10.14 Definice. Matice A € F"™*™ je v hornim trojahelnikovém tvaru, jestlize
A;; =0 pro kazdé i > j.
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10.15 Pozorovani. Necht A € ™™ je v hornim trojihelnikovém tvaru.

o A je regularni pravé tehdy, kdyz ma vsechny diagondlni prvky A;; nenulové.

e Determinant matice je roven soucinu vsech diagonalnich prvka detA =
A Ay - A, (v celé sumé bude jeding nenulovy piispévek od identické
permutace id € S,,).

e Plati tedy, ze A je regularni prave tehdy, kdyz det A # 0.

To ndm néco pripomina — hledat Teseni soustav linedrnich rovnic jsme se taky
novitém tvaru je automaticky horni trojithelnikova, takze kdyby se nam treba poda-
tilo ukézat, ze Gaussova eliminace neméni determinant, mohli bychom ji k vypoctu
determinantu pouzit.

10.16 Véta. Uvazujme matici A € F™*™ a necht A vznikne z A nékterou z elemen-
tarnich radkovych tprav.

1. Pokud AN vznikla prohozenim dvou radku, pak det A = —detA. .

2. Pokud A vznikla vynasobenim néjakého fadku cislem o € F, pak detA =
adetA. .

3. Pokud A vznikla pri¢tenim nasobku néjakého radku k jinému, pak det A =
det A.

Téhoz vysledku dostaneme pouzitim analogickych tiprav se sloupecky.
Diikaz. Vétu budeme dokazovat pro sloupcové tpravy. Analogie pro fadkové plyne
z pozorovani 10.6.
_ Prvni bod snadno nahlédneme pifmo z definice determinantu. Necht mame
A;; = A, ; pro néjakou transpozici T € 5,,. Potom
det A = Z sgn AM(D A
Tes,,

D 8T A1) Arr(n(ny)

Tes,

- Z sgn(7 o W)A1T(7r(1>) e 'AnT(w(n))

TeSs,,

— Z sgn7~r Alﬁ,u) R Anﬁ'(n) = —det A.

wes,

nm(n)

Druhy bod je dusledkem multilinearity determinantu. (Ale rovnéz je zfejmy
primo z definice.)

Pro tfeti bod oznacme d, ..., d, sloupce matice A. Necht matice A vznikne z A
prictenim a-nasobku k-tého sloupce k [-tému. Jeji sloupce jsou tedy totozné az na
l-ty, kterym je aa, + d;. Nyni z multilinearity determinantu plyne, Ze

det A = det(a, - - - iy, + - - -y, -y
=adet(d,---dy---dy---d,)+det(d,---a,---dy,---d,).
Zbyva ukazat, ze determinant prvni matice, ve které se sloupec d,;, vyskytuje dvakrat,
je nulovy. Pokud méa jakakoliv matice B dva stejné sloupecky, pak tyto sloupecky
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muzeme prohodit aniz bychom matici zménili. Z prvniho bodu vSak tim padem
plyne, Ze det B = —det B, tedy det B = 0. O

10.17 Uloha. Naleznéme determinant ndsledujici matice

5 3 2 -1
2 2 -1 1
1 -4 2 -1
1 -2 1 3

ReSeni. Jeden zptisob je provést Gaussovu eliminaci (pamatovat si pocet proha-
zovani Fadkl) a determinant si ndsledné precist ve vysledném tvaru jako soucin
diagondlnich prvku (s opaénym znaménkem, pokud jsme fadky prohazovali v lichém
poctu piipadt). Pfipomenme, ze Gaussova eliminace tak, jak jsme ji zformulovali
jako algoritmus 8.10 vibec neprovadi radkovou tpravu ¢. 2, tedy determinant se az
na znaménko vazné viibec neméni. Pokud bychom tuto tpravu provadét chtéli, méli
bychom byt opatrni.

P1i vypoctu determinantu vSak muzeme ¢asto s vyhodou vyuzit faktu, ze krom
radkovych Uprav muzeme provadét i sloupcové. Tyto ipravy muzeme dale kombino-
vat s rozvojem podle fadku ¢i sloupce. V tomto konkrétnim pripadé si tfeba mizeme
vsimnout, ze druhy a treti sloupec vypadaji az na nasobek velmi podobné. Prictenim
dvojnasobku tfetitho ke druhému vynulujeme skoro vsechny prvky a mtizeme pouzit
rozvoj.

5 57
2 2 -1 1] _ |2 0 -1 1__7f_21 _11
Lo—4 2 -1/ |1 0 2 -1 |} ] g
1 -2 1 3 1o 1 3

Déle bychom mohli pocitat z definice ¢i napriklad vyuzit Gaussovu eliminaci

2 -1 1 1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
—711 2 —1|=7|2 =1 1|=7/0 =5 3 |=-7|0 -1 4
1 3 1 1 3 0 -1 4 0 —5 3
1 2 -1
=-7|0 -1 4 |=—=7-1-(=1)-(=17) = —110.
0 0 —17

10.18 Véta. Matice A € [™*" je regularni pravé tehdy, kdyz det A % 0.

Dikaz. Kazdou matici lze podle véty 8.9 sledem elementarnich fadkovych dprav
(Gaussovou eliminac{) upravit na horni stuptiovity tvar. Tyto tpravy podle du-
sledku 8.17 zachovdvaji regularitu/singularitu matice a podle vyse uvedené véty 10.16
zachovévaji nulovost/nenulovost determinantu. O

10.19 Véta. Pro matice A, B € F™*" plati det(AB) = det A det B.

Reéi abstraktni algebry: Determinant je homomorfismus z grupy GL(n, F) regu-
larnich matic (nebo monoidu F™*™ vSech matic) do grupy (F\ {0}, ) (nebo monoidu
(F,-)). Nejedné se vSak o homomorfismus algeber, nebot nenf linedrni.
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Dikaz. Dikaz jen naznac¢ime. Jako lemma bychom dokéazali, ze determinant trans-
formacnich matic T zprostfedkujicich elementdrni fadkové tpravy z lemmatu 8.15
jsou po fadé —1, a a 1. Ve spojeni s vétou 10.16 z toho plyne, Ze det(TB) =
det Tdet B pro libovolnou z téchto specidlnich matic. V dikazu véty 8.16 jsme
vSak ukazali, ze libovolna regularni matice je soucinem téchto specidlnich matic,
které sprostredkuji elementarni rddkové tpravy. Indukci bychom tak dokézali, Ze
det(AB) = det A det B pro libovolnou reguldrni matici A. Nakonec v piipadé, ze A
je singularni, pak podle véty 10.18 ma nulovy determinant. Soucin AB bude urcité
taky singuldrni (prislusné zobrazen{ urcité nebude na), a tak det(AB) = 0. Rovnost
tedy plati i v pripadé, ze A je singularni. O

10.20 Véta. Pro regularni matici A € F™*" plat{ det A=t = (det A)~ L.

Dukaz.
1 =detE = det(AA™!) = det Adet A1 O

10.21 Poznamka. Véta a jeji diikaz ndm velmi pfipominaji vétu 9.17. Ze se oba vy-
sledky daji dokéazat stejné neni ndhoda. Jde totiz o instance obecné véty v teorii grup.
Paklize zobrazeni ¢: G — H spliuje ¢(xy) = p(z)p(y), pak musi platit p(eq) = ey
(kde eg a ey znadi jednotky v grupach G a H) a rovnéz p(x~ 1) = ¢(z)~t. Zkuste
jako cviceni dokézat druhou vlasnost (za predpokladu, Ze plati ta prvni).

10.22 Poznamka (Geometricky vyznam determinantu). Uvazujme obecnou
horni trojuhelnikovou matici 2 x 2

a b
A= (§ C) .

Predpoklddejme navic, ze a,c > 0. Potom jednotlivé sloupecky matice urcuji rov-
nobéznik s hranou délky a a vyskou c¢. Obsah tohoto rovnobézniku bude tedy
ac = det A. Matice A prostrednictvi maticového nasobeni zobrazuje jednotkovy
¢tverec dany vektory kanonické baze pravé na rovnobéznik urceny sloupecky ma-
tice. Ctverec se tedy piisobenim zobrazeni potencialné zkosi a zaroveti se jeho obsah
zvetsi det A-krat.

Snadno rozmyslime, 7e libovolnou dvojici vektort lze v R? natodit tak, ze prvni
z nich je rovnobézny s osou z, a tedy dostaneme pfimo predepsany tvar. Rovnéz
snadno spoc¢itame, ze matice otoceni o thel @ ma determinant

t (CF)S& —s1na) =cos?a +sin®a = 1.
sina cosa

V dusledku véty 10.19 tedy uvedené pozorovani az na znaménko plati pro libovolnou
matici A. Otocit totiz vzdy mtzeme tak, ze prvni vektor je dokonce uvnitt kladné
poloosy = (mé prvni soufadnici a > 0), ovSem druhy vektor mtze mit druhou sou-
fadnici ¢ klidné zapornou (¢i nulovou). V piipadé, Ze ¢ < 0, dostaneme determinant
zaporny. Interpretaci to ma takovou, ze prislusné linedrni zobrazeni méni orientaci
prostoru. Paklize zndzornime vektory kanonické baze tak, ze od prvniho k druhému
vede nejkratsi cesta otocenim doleva, muzeme se pak ptat, zda vede nejkratsi cesta
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od prvniho ke druhému sloupecku matice A rovnéz otocenim doleva (pak zobra-
zeni zachovava orientaci a determinant bude kladny) nebo otocenim doprava (pak
prevraci orientaci a determinant bude zéporny).

Analogicky si miizeme situaci rozmyslet v R3. Zde trojice vektort uréuje rovno-
béznostén. Bude-li trojice v hornim trojtihelnikovém tvaru

a b d
(O c e),
0 0 f

pak prvni dva vektory urcuji v roviné xy rovnobéznik s hranou a a vyskou c, ktery
pak urcuje podstavu piislusného rovnobéznosténu s vyskou f (za predpokladu, Ze
a,c, f > 0). Snadno rozmyslime, Ze rotace kolem osy x, y a z maji matice

1 0 0 cosaa 0 —sina cosae —sina 0
(0 Cos (v —sinoz), ( 0 1 0 ), (sina cos O),
0 sina cosa sinae 0 cosa 0 0 1

z nichz kazdd mé determinant roven jedné. A tak muZeme kazdou matici rotaci
upravit na horni trojuhelnikovy tvar s a,c > 0. Paklize vektory kanonické baze
nacrtneme podle ,pravidla pravé ruky“, pak matice A zachovava orientaci, jestlize i
jejl sloupecky po radé odpovidaji pravidlu pravé ruky.

Abychom néco takového dokézali obecné, museli bychom nejprve definovat, co
je to rotace. K tomu se dostaneme az pozdéji.

10.23 Poznamka. Véty 10.19 a 10.20 rovnéz umoznuje definovat pojem determinant
pro operatory na libovolném koneénérozmérném prostoru. Pro A € Lin(V), dimV <
oo muzeme vybrat libovolnou béazi 2" prostoru V a definovat det A = det[A4] 4. Je
vsak nutné dokézat, Ze je uvedend definice dobrd, tj. Ze nezavisi na volbé baze 2.
Necht je tedy ¢ jina baze V. Potom

det[A]y = det([id] o,z [A] o [id]o , o) = det[id] -, det[A] - detlid]y , o,
coz je rovno det[A] 4, nebot mizeme vyuzit faktu [id]sy 5 = ([id] 4 )t (viz
pozndmku 7.11), a tedy podle véty 10.20 det[id]s, _, o = (det[id] 4,5 )"

10.3 Cramerovo pravidlo

Vratme se nyni k otdzce, zda by nesel najit vzorecek piimo na vypocet inverzni
matice nebo na vypocet Feseni soustavy.

10.24 Definice. Uvazujme A € F™*". Definujeme matici adj A € F™*" adjungova-
nou k A tak, ze v i-tém fadku a j-tém sloupci bude mit algebraicky doplnék pozice
(4,7) v matici A.

10.25 Lemma. Uvazujme A € [F"i" a b € F". Necht matice A vznikne z matice A
nahradou i-tého sloupce vektorem b. Potom

n

k=1
kde Dy, je algebraicky doplnék pozice (k,) v matici A.
Diikaz. Cislo D, je zaroven algebraickym dopiikem pozice (k,i) v matici A, ¢ili
uvedeny vzorec je prosté rozvojem determinantu matice A podle i-tého sloupce. O
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10.26 Véta. Necht A € F"™*" je regularni. Potom

1 .
A= —radjA

Dikaz. Oznacime-li B matici na pravé strané dokazované rovnosti, stac¢i ukazat,
7e BA = E. Vyjadfeme tedy soucin adj(A)A. Necht D, znadi algebraicky doplnék
matice A na pozici (k, 7).

n

[adj(A)A];; Z[adJ JikAy; = Z DAy,

k=1

V piipadé, Ze i = j, jsme dostali rozvoj deteminantu A podle i-tého fadku. V pripadé,
7e i # j, jsme dostali podle predchoziho lemmatu determinant matice A, kterd
vznikla z A nahradou i-tého sloupce j-tym sloupcem. To ale znamenad, ze A ma dva
stejné sloupce, je tedy singularni a ma nulovy determinant. Dohromady jsme dostali
adj(A)A = (det A)E. |

10.27 Véta (Cramerovo*!' pravidlo). Necht A € F™*" je regularni matice, b € F™.
Proi=1,...,n oznaé¢me A" € F™ " matici vzniklou z matice A nahrazenim i-tého
sloupce vektorem b. Potom i-t4 slozka jednozna¢ného reseni rovnice AZ = b 1ze
vypocitat jako
_ det Al
YT TdetA

Dikaz. Muzeme vyjadrit £ = A5 K vyjadieni inverzni matice pouzijeme ma-
tici adjungovanou. Ozna¢me D;; algebraicky doplnék pozice (4,7) v matici A, ¢imz
[adj(A)];; = Dj;- Mame tedy

1
Ty = ot A ;Dkiblw

coz je podle lemmatu vyse presné rovno kyzenému podilu. O

10.28 Poznamka. Pocitani determinantu matice n x n z definice nebo rekurzivné
pouzitim rozvoje vyzaduje secist n! ¢lent, kde kazdy vznikne vynésobenim n ¢isel.
Oproti tomu Ize ukézat, ze Gaussova eliminace vyzaduje fadové pouze n? operaci (viz
predmét DRN). Gaussova eliminace je tedy nejefektivnéjsim zptisobem pro pocitani
determinantu, ktery zname.

Vsimnéte si, ze Cramerovo pravidlo vyzaduje na vypocet byt jen jediné slozky
feSeni spocitat hned dva determinanty. Ve vétsiné piipadi je tedy nejlepsi prosté
Gaussovou eliminaci spoéitat rovnou celé feSeni. (Alternativné existuji iterativni
numerické metody, opét viz DRN.) Cramerovo pravidlo tedy nem4 piilis velké vyuziti
az na velmi specifické pripady.

41 Gabriel Cramer, 1704-1752, §vjcarsky matematik
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Podobné je to s vypoétem inverzni matice pomoci matice adjungované. Pro
matice 2 X 2 dostavame velmi sikovny vzorec

1 d b
ceaal )
detA \—c «a

ktery jsme odvodili jiz na zacatku kapitoly. Pro vétsi matice se spiSe hodi eliminace.

Uvedené vzorce maji jisty teoreticky vyznam — dovoluji nam vyjadrit inverzni
matici ¢i slozky Feseni linearni soustavy zcela obecné aniz bychom znali konkrétni
slozky dané matice (a mohli tak pouzit algoritmicky postup).

Na pomezi konkrétnich soustav a zcela obecnych soustav jsou soustavy s para-
metry. Secist dva vyrazy s parametry totiz uz vyzaduje vic nez jednu operaci, a tak
Gaussova eliminace zpravidla neni tak rychla. Navic si musime davat pozor, aby nase
upravy byly opravdu ekvivalentni (abychom naptiklad soustavu nendsobili nulovym
¢islem), coz Casto vede k tomu, Ze se Feseni eliminaci nepfijemné vétvi. V takovych
pripadech muze byt Cramerova véta uzitecnym pomocnikem. AvSsak musime mit na
pameéti, ze funguje pouze pro soustavy s regularni matici.

Pokud je parametr v soustaveé pouze jeden, je casto Gaussova eliminace stéle tou
nejefektivnéjsi volbou. Na druhou stranu pii pocitani vyhradné Gaussovou eliminaci
musi byt ¢lovék trochu peclivéjsi. Vybér metody tedy zavisi na osobni preferenci
kazdého.

10.29 Uloha. Najdéte vSechna fesen{ nésledujici soustavy v zdvislosti na parametru

AeER.
A1l 1)1
(HH).
11 AN

Reseni pouzitim Cramerova pravidla: Nejprve je nutné spocitat determinant
matice soustavy

=AM H14+1 =A== A= A=X3-31+2

el
[l S e
> =

Déle musime rozmyslet, za jakych podminek je matice regularni, a tedy kdy viubec
muzeme pouzit Cramerovo pravidlo. Dosazenim A = 1 do determinantu zjistime, ze
v tomto pripadé je determinant nulovy a matice je singularni. Pomoci tohoto odhadu
mizeme déle rozlozit det A= X3 —3A+2=A—1) (A2 + X —2) = (A —1)2(A—2).

Za predpokladu A # 1,2 tedy muzeme pouzit Cramerovu vétu. Ta tikd, Ze mame
po fadé jednotlivé sloupce nahradit sloupcem pravych stran a spocitat determinant.
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Pocitame tedy

111

A A ==X+ A-1=—A-1)2N+21+1)
A1

A1

LA 1f==2M428 -2 +1=(—-1)2%1-)?

A3 A

Al

LA A =A==+l =0A—-1)2N+222+2X+1)
11 A

A jedinym Fesenim soustavy je tedy vektor

1 S S |
2
L))
TN 22X 20+ 1
Tim vsak prace neni u konce. Musime soustavu vyresit pro vsechny hodnoty

parametru. Dosazenim A = 1 ziskdme soustavu bez parametru, kterou vyfesime
eliminaci

11 1|1 11 1|1 1 —1 -1
(1 1 1 1) ~ (0 0 0 0) Reseni: (0) +Span{< 1 ),( 0 )}
11 1|1 0 0 010 0 0 1

Dosazenim A\ = —2 ziskdme opét soustavu bez parametru, kterou mizeme vy-
fesit eliminaci:

-2 1 1 1 1 -2 1 | =2 1 -2 1|-=-2
( 1 -2 1 —2) ~ (0 -3 3 —3) ~ (O -3 3 —3)
1 1 —-2] -8 0 3 —-3|—6 0 0 0]-9

Tato soustava evidentné nemé reseni.

ResSeni pouze Gaussovou eliminaci: Eliminujeme soustavu s parametrem. Pii
Upravach se snazime za kazdou cenu vyhnout operaci nasobeni radku vyrazem s pa-
rametrem, nebot v takovém pripadé bychom museli zvlast osettit pripad, kdy je dany
vyraz nulovy. U nasi soustavy se ndm podaii vyhnout se takovym tpravam zcela:*2

A1 11 1 A 1 A
(1 A1 /\>~<0 1—X -1 A3—A>
1 1 XA 0 1—=X2 1—=X|1-=)2

1 A 1 A
N(O 1—A A—1 A3 — A )

0 0 2 A—=XA2 | M- 4 a+1

42 Ve skute¢nosti nemusime byt tak dogmaticti. Pokud si po druhé tpravé véimneme, %e matice
se dramaticky zjednodusi, kdyz druhy a tfeti fadek vydélime vyrazem 1 — A, miizeme to provést.
Vypocet se vazné zjednodusi. Musime vSak pamatovat, ze to providime za predpokladu A # 1 a
vratit se k situaci A = 1 zvlast, coz bychom ale museli tak jako tak.

Cemu se ale vazné vyhnout chceme, je faddky matice nékterymi parametry nasobit. Tim nejen
7ze se nam vypocet vétvi, ale jesté si tim matici zaplevelime dalsimi parametry. Napiiklad pokud
bychom v prvnim kroku chtéli misto prohozeni fadka vynasobit druhy a treti radek parametrem A,
jednalo by se o tpravu vylozené nesikovnou.
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Soustava mé prave jedno feseni tehdy a jen tehdy, kdyz jsou na diagonéle nenu-
lova cisla. Specialni pripady muZzeme oSetfit hned a jiz nemusime provadét eliminaci
znovu, protoze jsme ji uz provedli. Dosadime-li do vysledného tvaru A = 1, dosta-
neme hned

11 1)1 1 -1 -1
(o 0 0 0) Resen: <0>+span{<1>,<o>}
00 0]0 0 0 1

Rozmyslime, ze 2 — A — A% = 0 pravé, kdyZz A = 1 nebo A = —2. Dosazenim A\ = —2
dostaneme hned

1 -2 1 | -2
( 0o 3 -3 —6) Soustava nemé reseni.
0 0 0 |—9

Nakonec pro A # 1,—2 provedeme zpétnou substituci. Pro zjednoduseni muzeme
predem jesté druhou a treti rovnici vydélit 1 — A, ¢imz dostaneme

1 A 1 A
(0 1 -1 A2 =) )
0 0 A+2 | X +2X2+20+1
Nyni tedy zpétnou substituci

A+ 2202 20+ 1
z =

A2 ’
1— )2
— )2 _ -
Y A+ 2z SR
AM—A—-1
=N\ — 2 =

11 Spektralni teorie matic

Vsimli jste si uz, ze diagondlni matice jsou prima? Moc pfijemné se s nimi pocita.
Pokud si vezmeme dvé diagonalni matice

a 0 0 d 0 0
A(Ob()), B(OeO),
00 ¢ 00 f

snadno spoc¢itame jejich soucin:

ad 0 O
AB(O be O).
0 0 cf

Spocita se prosté po prvcich, ne néjakym prapodivnym pravidlem! Rovnéz lehce roz-
myslime, ze A je regularni pravé tehdy, kdyz ma vsechny diagonalni prvky nenulové,

71



a je-li to splnéno, dostaneme

al 0 0
Al:( P )
0 0 ¢!

Inverze se opét pocita po prvcich! Kéz by vSechny matice byly diagondlni!
Mimochodem vsimli jste si taky, Ze ¢tvercové matice se (na rozdil od obdélni-
kovych) daji ndsobit samy se sebou? Muzeme toto ndsobeni znacit — podobné jako
u &isel — jako mocninu, tj. A-A = A2, A¥ = A. A .. A. Poéitanf mocnin diagonélnich
kx

a@ 0 0
Ak(o b 0).
0 0 ck

Kdyz ¢tvercové matice muzeme mocnit a sc¢itat, muzeme pocitat libovolné polynomy.
Protoze diagonélni matice lze s¢itat i nasobit, a tedy mocnit po prvcich, opét mizeme
pro libovolny polynom p(z) psét

matic je opét hracka:

Sebereme-li dostatek odvahy, mohli bychom vzit libovolnou funkci f a definovat
jejil pusobeni na diagonalni matice opét podobnym zptisobem. OvSem to uz zacina
byt trochu pritazené za vlasy, nebot doposud byly vSechny operace definované obecné
na vsech maticich, tato operace by fungovala jen na diagonélnich. D4 se ji dat opét
obecnéjsi smysl, ale asi to nechme prozatim stranou.

11.1 Priklad. Vratme se k Fibonacciho posloupnosti, pro kterou jsme nasli expli-
citni vzorec v prikladu 8.33, ale dejme tomu, Ze jsme ho mezi tim zapomnéli. Ptivodni
motivaci Leonarda z Pisy zvaného Fibonacci bylo popsat dynamiku rustu populace
kralikta. Predpokladem je, ze kazdy dospély par kralika kazdy mésic vyplodi jeden
mlady par kralikd. Mladému paru kralik trvad jeden mésic nez dospéji. Mame-li
tedy a mladych kralikti a b dospélych kraliki, pristi mésic bude b mladych a a + b
dospélych. Jedna se o linedrni dynamicky systém, nebot tento jeden krok lze popsat
linedrnim zobrazenim A:R? — R?

a b
A(5)= ()
Matici tohoto linearniho zobrazeni je

A:[A}g:((l) })

Otéazka zni, kolik kralika budeme mit po n mésicich, pokud za¢neme s jednim
dospélym parem, tj. zajima nas A" (?) Obecné pro zadané ay,b, € R miizeme
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hledat ( ) Am (a ) Pifimo z definice A pfitom médmea,_ ; = b, ab, ; = a,+b,.
Dohromady tedy hleddme posloupnost (a,,) splaujici a,,,, = a, +a,, .1, coz je pfesné
rekurence, kterou jsme tesili v prikladu 8.33.

Velmi by se ndm hodilo znat n-tou mocninu matice A. Jaka velka skoda, ze A
neni diagonalni!

Vzhledem k tomu, ze TeSeni problému jiz zndme, zkusme reverznim inzenyringem
nalezené feseni interpretovat z tohoto ihlu pohledu. Nasli jsme tehdy dvé vyznamna
feseni tvaru (%) pro ¢, = (1 ++/5)/2 splitujici 2 = ¢, + 1. V fedi nasich vek-

tortt méme posloupnosti a,, = ¢7, b, = <p1+1 Ty by mély byt urceny pocatecni

podminkou
o 1 )
T, = .
* ( Pi

Zkusme pro tuto konkrétni poc¢ateéni podminku zrekonstruovat celé reseni

Azi A(‘Pi) (1+80i) (Sﬁi> wi(‘ﬂt Pt

Tak to nabralo zajimavy vyvoj. To znamend, ze A7, = A(p, T,) = p, AT, =
©2Z,. Indukel A"Z, = ¢"17,. My bychom ale chtéli zndt A™Z pro libovolné Z. No
ale pokud zndme pusobeni A" na 2 = (Z_,Z,), coz je baze R?, zndme plisobeni

A™ na libovolny vektor. Napriklad snadno rozmyslime, Ze <?> = %(i L —Z_), takze

A" (?) = %(cpif+ —o"Z_), tedy a,, = %(gpﬁ — ™), coz uz zname z piikladu 8.33.
Pokud chceme pocitat v bazi 2 namisto standardni bize, mozna by stélo za

to vyjadrit operator A v této bézi.

S S S S 0
Ao = (45, (U8l2)= (b3 )e 2lo)=(% )
Jé, ona je diagonéalni!

11.1 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

11.2 Definice. Bud L linedrni prostor nad télesem F, A € Lin(L). Skalar A € F
nazveme vlastni ¢islo operatoru A, pokud existuje nenulovy vektor & € L takovy,
7e AZ = AZ. Tento vektor pak nazyvame vlastni vektor prislusny vlastnimu cislu .

V této kapitole, podobné jako v kapitole 7, budeme vétsinu definic formulovat
pro linedrni operdtory a kazda takova definice ndm indukuje prislusny pojem pro
matice. Zde tedy pro matici A € F™*™ je A € | jeji vlastni ¢islo piislusné vlastnimu
vektoru ¥ € ", & # 0, jestlize AZ = \Z.

Zduraznéme dilezitost pozadavku, ze vlastni vektor musi byt nenulovy. Jinak
by se totiz viechny skaléry daly povazovat za vlastni &sla, nebot vzdy plati A0 = AO.

11.3 P¥iklady.

e Pro identicky operdtor id: V' — V je kazdy nenulovy vektor Z € V vlastnim
vektorem prislusnym vlastnimu ¢éislu A = 1. Jind vlastni ¢isla tento operator
nema.
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e Pro nulovy operator O:V — V je kazdy nenulovy vektor # € V vlastnim vekto-
rem piislusnym vlastnimu ¢éislu A = 0. Jind vlastni ¢isla tento operdtor nema.

v s . D2 2 . _ > A%

e Uvazuje operator A: R“ — R® projekce na osu z, tedy A (Z) = (g) Pak kazdy

vektor (g), x # 0 je vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu éislu A = 1.

Naopak kazdy vektor (2), y # 0 je vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu

¢islu A = 0. Jina vlastni ¢isla ani vlastni vektory tento operator nema.

11.4 Pozorovani. Vektor & # 0 je vlastnim &slem operatoru A p¥islugngm vlast-
nimu &slu A = 0 pravé tehdy, kdyz Az = 0, tj. & € ker A. Tedy A mé vlastni &slo
A = 0 préavé tehdy, kdyz ker A #+ {6}, tedy praveé tehdy, kdyz A neni prosté. Matice
A ma vlastni ¢islo A = 0 pravé tehdy, kdyz je singuldrni.

Obecné pro hledéni vlastnich cisel a vlastnich vektort zadané matice A € F™*"
musime zkratka fesit rovnici AZ = AZ. Snadno nahlédneme, Ze je tato podminka
ekvivalentni rovnici (A — AE)Z = 0. To odpovidd homogenn{ soustavé n linedrnich
rovnic s n neznamymi a parametrem A € [, pficemz matici soustavy je A — AE.
Takova soustava ma nenulové feseni pravé tehdy, kdyz je matice soustavy A — AE
singuldrni. To muzeme rovnéz charakterizovat podminkou det(A — AE) = 0. To ndm
davéa ndvod, jak vlastni ¢isla (pro malé matice) pocitat prakticky.

s vz

11.5 Uloha. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
30
A=(7 )
ReSeni. Resime soustavu s matici
3 0 A0 3—A 0
A—AE= (1 2)‘(0 )\) _< 1 2—)\>'

Takova soustava bude mit netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz
0=det(A—AE) = (3—X)(2—)),

tj. kdyz A = 2 nebo A = 3. Tim jsme nasli vlastni ¢isla matice A. Nyni najdéme
piislusné vlastni vektory.

Pro A = 2 mizeme tuto hodnotu dosadit do matice soustavy, upravit na horni
stupnovity tvar a vyresit

(o)~(on) #ewmi(o)}

Vpravo uvadime mnozinu feseni dané soustavy. Kazdy prvek daného linearniho obalu
spliiuje AZ = 2% (ovéite vypoctem!). Kazdy nenulovy prvek daného linedrnfho obalu
je tedy vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu c¢islu A = 2.

Pro A = 3 muzeme udélat totéz:

(3 %)~ o) zemn{(1)}
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11.6 CvicCeni. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro linedrni zobrazeni odpo-
vidajici Fibonaccimu dynamickému systému z prikladu 11.1.

Shriime do vét a definic nase dosavadni pozorovani.

11.7 Véta. Bud L linedrni prostor nad F, A € Lin(L). Pro libovolné A € [ je
mnozina

(Z € L| AZ = \i}

vlastnich vektori A prislusnych vlastnimu ¢islu A doplnénd o nulovy vektor 0 e
L linedrnim podprostorem L. Tento linearni podprostor se rovna jadru linearniho
operatoru A — Aid;.

Dikaz. Mame (A — \id)Z = AZ — A7, tedy zjevné plati AZ = \Z pravé tehdy, kdyz
(A—\id)Z = 0. Podle véty 7.13 jde o linedrn{ podprostor. O

11.8 Cviéeni. Dokazte pfimo (bez pouziti véty 7.13), Ze je mnozina {Z € L | AZ =
Az} linedrnim podprostorem L.

11.9 Definice. Linearni podprostor z predchozi véty se nazyva vlastni podprostor
linedrniho zobrazeni A. Jeho dimenze se nazyva geometrickd niasobnost vlastniho
¢isla A.

11.10 Pozorovani. Pro matici A € F™*" je det(A — AE) polynom v proménné A
s koeficienty v F stupné n. Cislo A € F je vlastnim cislem matice A pravé tehdy,
kdyz je korenem tohoto polynomu.

11.11 Definice. Pro matici A € F™*" nazyvame polynom pp(z) = det(A — zE) €
F[z] charakteristicky polynom matice A. Necht A je kofen p,. Ndsobnost tohoto
kofene nazyvame algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla A.

11.12 Poznamka (O kofenech polynomi). Polynom p(z) € Flz] je vjraz, to
znamend, ze za formalni proménnou x mizeme dosadit jakékoliv ¢islo a € F a
dostaneme pak prvek p(a) € F. Rekneme, 7e a € F je kofen polynomu p(z) € F[z],
jestlize p(a) = 0.

Nenf tézké dokézat, ze je-li @ € F kofenem p(z) € F[z], pak existuje polynom
q(z) € Flz] takovy, ze p(z) = (z — a)gq(z). Jingmi slovy, polynom p(z) pak lze beze
zbytku vydélit kofenovym ¢&initelem (z — «).

Poté muze a nemusi platit, Ze « je kofenem podilu ¢(z). Pokud to tak je, mizeme
proces opakovat — feknéme k-krat — do té doby nez dostaneme polynom takovy, ze
a jeho kotenem neni. Cislu k takovému, ze p(z) = (z — a)¥q(x), pricemz q(a) # 0,
fikdme nasobnost kofene «.

Disledkem tohoto tvrzeni rovnéz je, ze kazdy polynom p(x) € Flx] stupné n
mize mit nanejvys n korentl, a to vCetné nasobnosti, tj. pocitame-li kazdy koren
tolikrat, kolik je jeho ndsobnost. Vskutku, necht p(xz) mé kotfeny ay, ..., «; nisob-
nosti ky,...,k;. Pak neni tézké ukdzat, ze musi existovat polynom ¢(x) takovy, Ze
p(z) = (x—a))* - (x—a))kq(z). Zjevné pak n =k, + ky + - - - + k; + deg q(z) >
ki + ko4 -+ k.
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Takzvand Zdkladni véta algebry*® ¥ika, ze téleso komplexnich ¢isel C je takzvané
algebraicky uzavrené: Kazdy polynom p(z) € C[z] stupné degp(xz) > 1 mé alespori
jeden koten a € C. V dusledku muzeme v rozkladu zadaného polynomu pokracovat
az do stavu, kdy ho vyjadiime jako soucin n linearnich faktori — korenovych ¢initelt.
Kazdy komplexni polynom stupné n mé tedy pravé n korenti, pokud kazdy pocitame
tolikrat, kolik je jeho nasobnost.

11.13 Poznamka. V poznamce 10.23 jsme zminili, ze pojem determinant lze za-
vést pro libovolny operator na kone¢nérozmérném prostoru. To ndm umoznuje zavést
charakteristicky polynom nejen pro matice, ale pro operatory. Bud L linearni pro-
stor nad F, dimL < oo, A € Lin(L). Potom definujeme charakteristicky polynom
operatoru A jako py(x) = det(A —zid) = det([A] o —zE), kde 2" je néjakd baze L.

Kvili lidem, kteri uméji akorat nasobit matice a neuméji pracovat s abstrakt-
néjsimi linedrnimi zobrazenimi se zavadi nasledujici definice:

11.14 Definice. Matice A, B € F™*" se nazyvaji podobné, jestlize existuje regu-
larni matice T € F™*" takové, ze B = T 'AT.

11.15 Poznamka. Na podobné matice lze nahliZzet jako na dvé matice téhoz li-
nedrniho operatoru (na néjakém linedrnim prostoru dimenze n) ve dvou ruznych
bazich. Vime totiz, ze kazda reguldrni matice se dé interpretovat jako matice pte-
chodu. Necht napriklad A: F™ — " ptsobi jako AZ = AZ. Necht dale 2 je baze F™
tvofend sloupecky matice T. Potom T = [id] 5, ¢, tedy

B = [id]s, o [Alslid] o6 = [A] o-

11.16 Véta. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom, a tedy i stejna
vlastni ¢isla.

Diikaz. Jedn4 se stale o totéz. Je-li B = T~!AT, pak

det(B — AE) = det(T'AT — AT-1T) = det(T~1(A — AE)T)
= det T2 det(A — AE) det T = det(A — \E). [

11.17 Cviceni. Necht B = T7'AT. Jiz vime, Zze A a B maji stejnd vlastni &isla.
V jakém vztahu jsou vlastni vektory A a B?

11.18 Poznamka. Opac¢né implikace ve vété 11.16 neplati: Uvazujme matice O =

(g 8) aN= (8 é) Obé maji charakteristicky polynom p(\) = A2, avsak nulovou

matici nemiZeme nisobenim transformovat na nenulovou.

43 7Zde vystupuje slovo algebra ve smyslu nauky o feseni rovnic. Vétu je nutné dokazat s neza-
nedbatelnym pfispénim matematické analyzy. Zadny diikaz vyuzivajici pouze abstraktni algebru
nenif zndm. Nen{ ani tolik divu: jde o vysledek, ktery se tyka komplexnich (polynomidlnich) funkcf,
které studuje pravé (komplexn{) analyza, nikoliv abstraktn{ algebra.
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11.19 Poznamka. Snadno nahlédneme, ze horni trojuhelnikovd matice ma na di-
agondle sva vlastn{ ¢sla. Clovéka by tedy mohlo napadnout, jak uz nis to napadlo
s problémem Teseni soustav a vypocCtu determinantu, ze by se vlastni ¢isla mohly
pocitat Gaussovou eliminaci. Tento napad neni dobry. Radkové tpravy nezachova-
vaji vlastni ¢isla! Vzpomenme na vétu 8.16, kde jsme ukazali, ze matici A lze prevést
sledem ekvivalentnich fadkovych tiprav na matici B pravé tehdy, kdyz B = TA pro
néjakou reguldrni matici T. My bychom vSak potiebovali, aby B = TAT !, tedy mu-
seli bychom s kazdou radkovou tpravou soucasné provést tutéz upravu se sloupecky.
Tim by se z jednoduchého algoritmu stal tézko fesitelny hlavolam.

Ze Fadkové tipravy nemohou zachovévat vlastni &sla je vidét i na tom, ze kaz-
dou regularni matici lze pomoci nich Gaussovou—Jordanovou eliminaci pfevést na
jednotkovou matici. OvSsem ne kazda regularni matice ma jediné vlastni ¢islo jed-
nicku. Neplati ani to, Ze by pouze nékteré radkové upravy zachovavaly vlastni ¢isla.

Napriklad matice (i :2) ma vlastni ¢isla —2 a —3 zatimco pokud c¢tyrikrat ode-
¢teme prvni fadek od druhého, dostaneme matici s vlastnimi ¢isly 1 a 6. Ovérte, ze

ani prohozeni radka vlastni ¢isla nezachovava.

11.2 Diagonalizace

V tvodu kapitoly jsme naznadili, ze s diagonalnimi maticemi se pocita velmi pii-
jemné. Co se tyce linearnich operdtoru, tak se pocitd velmi prijemné s témi, pro
které existuje baze z vlastnich vektori. Jiz jsme naznadili, ze tyto dvé vlastnosti
spolu tzce souviseji. Tuto souvislost nyni zformulujeme a dokazeme. Nésledné by
nas zajimalo, zda lze kazdou matici upravit na diagonélni, aby se ndm s ni snadno
pocitalo.

11.20 Definice. Matice A € """ je diagondlni, jestlize A,;; = 0 pro i # j. Budeme
pak znacit A = diag(A;q,Aqgg, ..., A,,).

I nn

11.21 Definice. Bud L linedrni prostor nad F, dim L < oo. Linedrni operator
A € Lin(L) je diagonalizovatelny, jestlize existuje béze 2" prostoru L takovd, Ze
[A] 5 je diagonAlni.

11.22 Véta. Bud L linedrni prostor nad [, dim L < oco. Operdtor A € Lin(L) je
diagonalizovatelny prave tehdy, kdyz v L existuje baze tvorend vlastnimi vektory A.
Dukaz. (=): Necht A ma v bdzi 2 = (Zy,...,%,) diagondln{ tvar [A], =
diag(Aq, ..., A,). To znamend, ze [AZ,;] 4 = A€, Cili AZ; = \Z,. Vektory baze 2
jsou tedy vlastni vektory.

(«<): Necht 2" = (Z4,...,%,,) je bdze tvorend vlastnimi vektory, tj. spliujic
AZ; = N\, Z; pro néjaka Cisla Ay, ..., A,. Pak stejnym zptsobem snadno nahlédneme,
7e [A] 5 = diag(Aq, ..., A,). O

11.23 Poznamka. Preformulujme opét uvedenou definici pro matice. Matice A €
F™*™ je diagonalizovatelnd, jestlize existuje baze 2" prostoru F™ takova, ze [A] 5 je
diagonalni, kde A: ™ — F™ je operédtor definovany pusobenim AZ = AZ. S pouzitim
poznamky 11.15 vSak mtzeme definici rovnéz elegantné preformulovat takto:
Matice A € F™*" je diagonalizovatelnd, jestlize je podobna diagonalni matici.
Tedy A je diagonalizovatelna, pravé kdyz existuji diagondlni matice D a regularni

7



matice T takové, ze D = T~'AT (nebo ekvivalentné A = TDT!). Ditkaz véty 11.22
a poznamka 11.15 ndm navic fikaji, jak ony matice vypadaji: T mé ve sloupeccich
onu béazi z vlastnich vektorii a D ma na diagonéle prislusna vlastni ¢isla.

Nasim zboznym pranim tedy nyni bude ukazat, ze lze kazdou matici diago-
nalizovat. Naivni dikaz by mohl vypadat takto: Mame-li matici n X n, znamena
to, Ze jeji charakteristicky polynom bude stupné n, bude tedy mit n kofeniu — n
vlastnich ¢isel, kazdému vlastni mu ¢islu A; bude prisluset vlastni vektor Z,, a ty bu-
dou dohromady tvofit hledanou bézi vlastnich vektoru 2" = (Z4,...,Z,,). Uvedend
argumentace nyni obsahuje jisté myslenkové skoky, které je potieba dovysvétlit.

Jeden zadrhel uz mozné tusime. Ze polynom stupné n musi mit n kofent je
pravda nad C, nikoliv nad obecnym télesem.

11.24 Piiklad. Necht A: R? — R? je operator otoceni o 90°. Operace otoceni zjevné
zadny vlastni vektor neméa. Podivejme se, kde nas postup vypoctu zkrachuje.

Uvedeny operétor je mozné popsat matici A = [A], = (? Bl>. Najdéme cha-

rakteristicky polynom:

-2 -1

pa=| 7 D=

Tento polynom nad zadanym télesem R nemé zadny koten, zadané linearni zob-
razeni tedy nemad zadné vlastni ¢islo, a tak ani zadny vlastni vektor. To vSak nutné
neznamena, ze nam v tomto pripadé teorie této kapitoly nemuze nijak pomoci. Re-
alna cisla jsou podtélesem komplexnich. Matici A lze vnimat rovnéz jako komplexni
matici a hledat jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory nad C.

Koreny zadaného polynomu jsou A = +i. Najdéme pfislusné vlastni vektory.

(U0 ()
e () ()

Nalezend dvojice vlastnich vektort je linedrné nezavisla. Tvoii tedy bazi C2. V di-
sledku 1ze matici A (nad C) diagonalizovat. Plati

A=TDT .,

ro (L), oo (WO,
—i 1 0 —i

Z praktického hlediska je uvedeny vysledek stejné dobre pouzitelny, jako kdybychom
diagonalizovali nad R. Reknéme, 7e nis zajimd, jak bude pisobit operator A000
a nenapadne nas, ze Ctyri otoceni o 90° daji identické zobrazeni, které muzeme
zopakovat treba dvéstépadesatkrat a stdle bude vysledkem identita. Muzeme pouzit
pravé diagonalizovany tvar matice operatoru

kde

A1000 — (TDT71)1000 =TDT!TDT!... = TD000T-1
=E
1000 0 _ 1 0\ _
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11.25 Cviceni. Dokazte, Ze je-li @« = a + ib € C kofenem polynomu p(z) € R[z]
s redlngmi koeficienty. Pak je ¢islo komplexné sdruzené a = a — ib rovnéz korenem
p(x). Dokazte, Ze je-li € C™ vlastni vektor redlné matice A € R™™ pifslusny
vlastnimu ¢islu A € C, pak je vektor utvoreny z & komplexnim sdruzenim vsech
slozek vlastnim vektorem p¥islusnym vlastnimu &slu A € C.

Dalsi otazkou je, zda nalezené vlastni vektory vzdy nutné museji tvofit bazi. Na
prvni pohled jich je spravny pocet, ale nevysvétlili jsme, pro¢ by mély byt linedrné
nezavislé ¢i generujici.

11.26 Véta. Bud L linedrni prostor nad F, dim L < oo, A € Lin(L). Necht Z4, ..., 2,
jsou vlastni vektory A prislusné vzdajemné ruznym vlastnim ¢éislim. Potom je po-
sloupnost (Z,- - -, Z;) linedrné nezavisl4.
Dikaz. Budeme dokazovat sporem. Necht jsou tedy vSechny predpoklady splnény,
ale zdroven plati, Ze je posloupnost (Zy,. .., ;) linedrné zavisla. Potom v nf existuje
néjaky vektor, ktery je linedrni kombinaci pfedchozich. Vezméme ten prvni, ktery to
spliiuje. Necht tedy plati, ze Z; € span{,,...,Z;, ;} a necht je zéroven posloupnost
(Zy,...,%; ) linearné nezavisld. Mame tedy 7, = S2°
J=1
ne vsechny «; jsou nulové. Na tuto rovnost miizeme aplikovat operdtor A, ¢imz

a;T; a protoze Z; # 0,

o i—1 o . . f v o
dostaneme \,;z; = 2371 a;A;Z;. Dosadme do levé strany puvodni vyjadreni 7, =

> a,z; a dostaneme dohromady

i—1
j=1

Tim jsme ale dokazali netrivialné nakombinovat nulovy vektor pomoci linearné ne-
zéavislé posloupnosti. To je spor. O

11.27 Poznamka. V linedrni algebie diikaz sporem prakticky neni potieba. I vyse
uvedend véta se dé dokdzat pfimo. Zkuste to! Bude nutné pouzit matematickou
indukci. Zde jsme explicitni pouziti matematické indukce obesli oblibenym trikem
,hecht i je nejmensi ¢islo takové, ze neplati . .. “

11.28 Poznamka. Tvrzeni véty maji lidé tendenci zkracené formulovat takto:
,Vlastni vektory prislusné vzajemné raznym vlastnim ¢islim jsou linedrné neza-
vislé Pokud vime, co tim chceme Fict a dokdzeme to pripadné vysvétlit, prosim,
budiz. Ale méjme na paméti, Ze je to formulace neporadné. Zadny pojem linedrné
nezdvislé vektory neexistuje. Linedrni nezavislost je vlastnost posloupnosti vektoru
jako celku.

11.29 Dusledek. Jestlize dim L = n a A € Lin(L) ma n vzdjemné ruznych vlastnich
Cisel, pak je A diagonalizovatelny.

Podobné: Matice A € F™*", kterd ma n vzajemné ruznych vlastnich cisel, je
diagonalizovatelna.

Pf1i vynechani predpokladu, ze maji byt vlastni ¢isla vzajemné rizna, véta zjevné
neplati. (Je-li Z vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢éislu A, pak totéz plati i pro jeho
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libovolny nasobek. Takto sestavend posloupnost linedrné nezavisla byt pochopitelné
nemuze.

Vidime tedy jisty zadrhel: Co kdyz A nema n vzdjemné ruznych vlastnich ¢isel?
Charakteristicky polynom totiz mize mit néjaky kotfen tfeba dvojnasobny. Pak by
bylo nutné najit pro tento kofen dva linedrné nezavislé vektory.** Nebo tieba t¥i,
abychom meéli pro sichr jesté néjaky v zaloze. Ne, to by neslo:

11.30 Véta. Bud L linedrni prostor nad F, dim L < oo, A € Lin(L). Potom je
geometricka nasobnost kazdého vlastniho ¢isla mensi nebo rovna algebraické nésob-
nosti.

Dukaz. Necht p je vlastni ¢islo a necht (Z4,...,%;) je bdze ptislusného vlastniho
podprostoru. Tedy k je geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla p a plati Az, = pZ,
pro kazdé i = 1,..., k. Dopliime tuto posloupnost na bézi 2" = (Z,...,%,) celého
prostoru L. Nyni se snadno presvédcime, ze [A] 5 mé blokovy tvar

_ (n1E, B
4= ("o* o)
Nyni se pokusime odhadnout algebraickou nasobnost u. Potfebujeme tedy spocitat
charakteristicky polynom p4(x) = det(A — zid;) = det([A] - — zE,,). Opakovanym

pouzitim rozvoje determinantu podle prvnich & sloupecki snadno nahlédneme, Ze
pa(z) = (1 — x)¥pp(x), tedy p je alespori k-nasobnym koienem p 4 (7). O

n

11.31 Priklad. Matice N = (8 (1)) mé charakteristicky polynom

- 1
w =30 =

M4 jediné vlastni ¢islo A = 0, jenz je dvojnasobnym korenem charakteristického po-
lynomu (jeho algebraickd ndsobnost se tedy rovnd dvéma). Prislusny vlastni podpro-
stor ker A = span{((l))} je vSak jednorozmérny (geometrickd ndsobnost vlastniho
¢isla je jedna). Opacénd nerovnost v predchozi vété tedy neplati, tato matice neni
diagonalizovatelna.

11.32 Véta. Necht L je linedrni prostor nad F, dimL =n € N, A € Lin(L). Line-
arni operator A je diagonalizovatelny pravé tehdy, kdyz mé n vlastnich ¢isel véetné
nasobnosti a geometrickd nasobnost kazdého vlastniho éisla se rovna algebraické.

Dukaz. (=): Je-li A diagonalizovatelny, pak v L existuje béze z vlastnich vektoru A.
Takova baze bude obsahovat n prvka a z kazdého vlastniho podprostoru jich muze
obsahovat maximalné tolik, kolik je jeho dimenze. Soucet geometrickych nasobnosti
se tedy musi rovnat alespon n. Pfitom jsme jiz ukézali, ze algebraickd nasobnost
nemuze byt mensi nez geometricka a soucet algebraickych nasobnosti je vzdy nejvyse

44 Peclivy ¢tenar pravé spackuje, ze nevi, co je tim mysleno. Myslim tim opravdu jen to, ze mé
byt dvouprvkova posloupnost obsahujici tyto dva vektory linedrné nezavisla? Plyne z toho snad uz,
ze kdyz ji doplnim o vlastni vektory prislusné dalsim vlastnim ¢islim, ze vysledek musi opét byt
linedrné nezavisly?
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n. Vse lze tedy zaroven splnit jediné tak, ze geometrické nasobnosti se budou rovnat
algebraickym a jejich soucet bude prave n.

(«<): Necht ); jsou vzdjemné rizna vlastni ¢isla A. Ozna¢me 7}, ... ,ffl béazi
vlastniho podprostoru prislusného A;, kde tedy %, je ndsobnost vlastniho ¢isla. Podle
predpokladu je celkovy pocet takto zkonstruovanych vektori n. Zbyva ukéazat, Ze
jsou linearné nezavislé. Uvazujme tedy néjakou linearni kombinaci davajici nulovy
vektor

o " ki ok " =

Al + o372+ + o 3+ adzl + - =0.
R | TR0 S, R o L < 4
Oznacéme y; = Zj’_ L ol ¢tmz yy + yy + - - - = 0. Zdroven jsou vSechny nenulové

y; vlastni vektory A pfislusné vlastnim ¢islim A,. Vime vsak, ze vlastni vektory
prislusné vzajemné ruznym vlastnim ¢islim jsou linedrné nezavislé. Nemuzeme z nich
tedy netrividlné nakombinovat nulovy vektor, a proto musi platit y, = 0 pro kazdé
1

i. Z linedrni nezavislosti bzl (Z;,. .. ,ffi) jednotlivych vlastnich podprostort pak

plyne, Ze vSechny koeficienty af jsou nulové. O
11.33 Disledek. Matice A € C™*" je diagonalizovatelnd pravé tehdy, kdyz se
geometrickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla rovna algebraické.

11.3 Aplikace

Nyni se na chvili vratme k motivaci pro pocitani vlastnich ¢isel a vlastnich vektor
a uvedme par dalsich aplikaci. VSe bude souviset s tim, ze diagondlni matice jsou
prima, problémy se pro diagonalni matice fesi daleko snadnéji nez pro obecné. N&-
sledujici tlohy svoji ndroc¢nosti prevysuji to, co lze ocekavat ve zkouskové pisemce,
avsak dobfte ilustruji, k ¢emu je proces diagonalizace dobry.

11.34 Uloha. Naleznéte Matici B € C2*2 takovou, ze B2 = A, kde A = (f’l ;1 )

ReSeni. Uloha se zdd byt velmi niro¢na, nebot matice sice umime nasobit, ale
nezndme nic jako odmocninu z matice. Uloha by se vsak dramaticky zjednodu-
sila, kdyby zadanad matice byla diagonalni. Pro D = (Al 0 ) snadno najdeme

0 A,
e . . .oV 0 o R .
jeji ,,odmocninu“ a sice matici ( ol X (aby mélo odmocniovani smysl, museji
2

byt A, Ay > 0, nicméné tloha by v komplexnim oboru meéla feseni pro libovolné
A1s Ay € C). My v8ak umime matici A diagonalizovat.

Snadno spocitame, Ze vlastnimi ¢isly matice A jsou A = 2,4 a prislusSnymi
vlastnimi vektory jsou (napiiklad) #; = (}), Ty = (711) Z toho plyne, ze A =

TDT 1, kde T = (i 711) a D = diag(2,4). Hledanou matici pak bude matice

¢§0T471+ﬂﬂ —14+/2/2
0 2) *(—1+\/§/2 1+\/§/2>'

Pro zajimavost poznamenejme, ze kazda symetricka redlnd matice je diagonali-
zovatelnd a ma redlna vlastni ¢isla. Takova matice A se nazyva pozitivnée semidefinitni
(v teorii operatoru ¢asto jen pozitivnd; zna¢ime A > 0), jestlize mé vSechna vlastni
Cisla nezaporna. Pro takovou matici existuje pravé jedna pozitivné semidefinitni ma-
tice B splijici B2 = A. Rikdme ji odmocnina z matice A a znaéime B = V/A.

B:T<
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11.35 Uloha. Najdéte funkee f,¢g: R — R splitujici nasledujici podminky

f(@) = —f(z) + 6g(x),
g'(x) = f(x) —2g(x).

Reseni. Jedn4 se o soustavu linearnich diferencialnich rovnic. Vy neumite fesit viibec
zadné diferencidlni rovnice, ale vérte, ze Tesit ty linearni je docela jednoduché. Jisté
vite, ze exponencidla je takova bytelna funkce, kterd prezije jakékoliv derivovani. Je
tedy Fesenim diferencidlni rovnice f’(z) = f(x). Pokud navic pfiddme podminku
f(0) =1, je funkee f(x) = e jedinym TeSenim této rovnice. (V nékterych ucéebnicich
matematické analyzy je funkce e” (a skrze ni pak obecnd redlnd mocnina) timto
zpiisobem piimo definovana.) Obecné rovnici f/(z) = f(z) spliuji pravé*® funkece
tvaru f(z) = ae®, kde vyznam konstanty a je pocdtecni podminka a = f(0). Nyni
bychom se mohli podivat na trochu obecnéjsi rovnici tvaru f/'(z) = Af(x). Jejim
feSenim budou pravé funkce f(z) = ae®. Pravé jste prosli rychlokurzem feseni
homogennich linedrnich diferencialnich rovnic.

Zadana vsak nebyla jedna rovnice, ale soustava. Vy byste soustavu dokazali vy-
resit, kdyby jaksi nebyla soustavou — kdyby v ni jednotlivé rovnice nebyly provazané.
Dokazali byste vytesit jednodussi soustavu

Vsimnéme si, ze puvodni soustavu lze prepsat do tvaru
(f’(@)z(*l 6)(f(x)).
g'(x) 1 =2/ \g(x)

Resime tedy ¢'(x) = Ap(z), kde p(z) = (;Ei;) je nezndmd vektorova funkce a

A = (711 g). Kdybychom nepsali matice tuénym pismem, mohli bychom psat

fegeni rovnou jako @(r) = eA¥d. Takto je ale velmi pravdépodobné, ze si nékdo
vSimne, Ze mame matici v exponentu a prohlasi nas za blazny.

Vsimneme si vSak, ze jediné co nam komplikuje feSeni je fakt, ze matice A
neni diagondlni, a tak si zavolame na pomoc proces diagonalizace. Matici A lze

diagonalizovat jako A = TDT~!, kde T = (7* ), D = diag(—4,1). Pokud tedy

v soustavé provedeme substituci (gg; ) =T (5 E;; ), soustava nabude diagonalniho

tvaru s matici D a snadno ji vyfesime jako f(x) = ae™*®, j(z) = be®. Reseni ptivodni
soustavy dostaneme jako

T f - —2\ 7. (3
(f( )):T<{(ff)>:ae—4x< >+bex( >’
o() () 1 1
45 7e uvedené funkce rovnici fesi snadno ovéfite. Ze jde o jediné feSeni se musi dokdzat a vyuzije

se k tomu linedrni algebra. D4 se totiz dokédzat, ze mnozina reseni musi byt linedrni prostor dimenze
jedna.
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tedy
f(z) = —2ae~1* + 3be”

g(x) = Ge 47 + e

Konstanty a a b dostaneme z pocatecnich podminek jako

(57 ()
Az

Nakonec jesté poznamenejme, ze celkové feseni je vskutku tvaru @(z) = e"*d,

kde M 0 £(0)
P70 )T i)

Vice informaci o TeSeni soustav linearnich diferencidlnich rovnic se dozvite
v predmétu DRN.

11.4 Jordanuv kanonicky tvar
No a co ted s maticemi, které nelze diagonalizovat? Ono je ptijde skorodiagonalizovat.

11.36 Definice. Necht A € [, k € N. Matici

A1 0 --- 0 O
0 X 1 0 0
Jw= 0 0 A o C | e PRk
Lo 1 0
0 0 O Al
0O 0 0 --- 0 X

budeme nazyvat Jordanova burika. Rekneme, Ze matice J je v Jordanové tvaru,
pokud je blokové diagondini s Jordanovymi bunkami na diagonale. Tedy pokud

existuji ¢isla Ay,...,A; € F a ky,..., k, € N takova, ze
Ik 0] 0]
S J)\Q'JQ o 0

o o .. N

11.37 Vé&ta (Jordanav?® rozklad). Bud L linedrn{ prostor nad F, dim L = n € N.
Necht mé operdtor A € Lin(L) prédvé n vlastnich ¢isel véetné ndsobnosti. Potom
existuje bdze 2" prostoru L takova, Ze [A] 4 je v Jordanové tvaru.

11.38 Disledek. Kazda matice A € C™**™ je podobnd matici v Jordanové tvaru.

46 Camille Jordan 1838-1922, slavny francouzsky matematik.
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Vétu nebudeme dokazovat v plné obecnosti. Pokusime se ji podrobné pochopit
a dokazat pro pripad dimenze n = 2. Nésledné naznacime, co je obsahem véty a jak
by se dokazovala pro obecné n.

Uvazujme tedy A € C2*2. Takova matice miize a nemusi byt diagonalizovatelna.
Pokud je diagonalizovatelna, znamend to, ze je podobna matici </\01 /\02 ), kterd jiz
je v Jordanové tvaru — obsahuje dvé buiiky Jy ; a J, ;. Pokud neni diagonalizova-
telna, stdle musi mit alespon jedno vlastni ¢islo, nebot komplexni charakteristicky
polynom musi mit aspon jeden koren. Pokud by méla dvé riizné vlastni ¢isla, je urcité
diagonalizovatelna. Musi tedy mit jen jedno vlastni ¢islo algebraické nasobnosti dva.
Tomu vlastnimu ¢islu prislusi aspon jeden vlastni vektor. Geometrickd nasobnost
tohoto jediného vlastniho ¢isla tedy musi byt jedna.

11.39 Tvrzeni. Bud L linedrn{ prostor nad F, dim L = 2. Necht A € Lin(L) mé
praveé jedno vlastni ¢islo A € | algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1.
Potom existuje baze 2 prostoru L takova, ze

A= (5 2):

Dikaz. Ozna¢cme B = A — \id. Jadro ker B je podle véty 11.7 a definice 11.9
prave vlastni podprostor A prislusny vlastnimu ¢islu A. Z predpokladu je tento pro-
stor jednorozmérny. Podle véty o dimenzi jidra a obrazu 7.19 to zaroven znamena
rank B = 1, tedy im B = span{z} pro né&jaké & # 0. Z definice obrazu mame speci-
alné BZ € im B, tedy BZ = pa pro néjaké p € F. Potom ale AZ = (B + A\id)Z =
(1 + AN)Z. Ale A mé podle predpokladu jediné vlastni ¢islo A, musi tedy byt pu = 0.
V dutsledku tedy # € ker B, ¢ili AZ = A\Z. Vezméme nyni Z € L, Z ¢ ker B. Potom
BZ € im B, pti¢emz BZ # 0. To znamené, %e BZ = o pro néjaké o #+ 0. Vezmeme-li
y= éZ, obdrzime By = Z.

Tim mame vSechny potfebné ingredience. Nyni je jiz snadné nahlédnout, ze pro
Z = (Z,%) dostavame zddany tvar. O

Nasi motivaci pro diagonalizaci bylo, ze se s diagonalnimi maticemi snadno
pocita. Specidlné se snadno pocitaji mocniny diagondlnich matic. To bude platit i

zde:
()\ 1)”_()\" n)\"_l)
0 A N0 AT

Diikaz. Cviceni! (Matematickou indukci.) O

11.40 Tvrzeni. Plati

Tvrzeni dokdZzeme v obecnéjsim pripadé nize.
Nyni se pokusme ziskat trochu vice vhledu pro Jordanuv rozklad obecnych
matic. Nejprve se podivejme na obecnou Jordanovu buiku Jy ;.

11.41 Pozorovani.

s v7s

e J, ;, md jediné vlastni ¢islo A algebraické ndsobnosti k a geometrické nasobnosti
jedna. V dusledku tato matice neni diagonalizovatelnd (za predpokladu k > 1).
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e Plati J, ,.€; = Aé; neboli (J, , —AE,)é; = 0. Tedy tim (aZ na nasobek) jedinym
vlastnim vektorem je €;.

e Pro j > 1plati J, €, = Aé; + €, 4 neboli (J, , — AE,)€; =€, ;.

e Muzeme vyjadiit Jy , = AE, + N, kde N je matice s jednickami tésné nad
diagondlou a nulami jinde. Jak jsme jiz zminili N é; = €;_; a specidlné tedy
Nt = 0,

e Pro obecné j > 1 ma matice Nf; jednicky ve vSech prvcich, které jsou j poli-

¢ek nad diagondlou, jinde ma nuly. M4 j vlastnich vektort €;,...,€; vSechny
prislusné vlastnimu ¢islu 0.

11.42 Pozorovani. Necht A je linedrni operator na L, dim L = k. Necht existuje
baze 2" = (Zy,...,7)) prostoru L takova, ze [A] 5~ = J, ;. Potom musi pro A platit
stejnd tvrzeni, jako jsme vyse pozorovali pro buiiku J, , nahradime-li kanonickou
bazi & prostoru F™ bazi 2" prostoru L. Specidlné tedy:

e A mé jediné vlastni ¢islo A algebraické nasobnosti k a geometrické nasobnosti 1.
Je-li k > 1, pak A neni diagonalizovatelny.

Plati, ze Z; je onim (aZ na nasobek) jedinym vlastnim vektorem AZ, = \Z;.
Pro j > 1 plati AZ; = \Z; + 7, ;.

Pro N = A—\id plati Nz, =2, ,, Ni; = 0. V disledku je N* = O.

Vektor Z; je rovnéZ jednozna¢né uréen podminkou #; € im N*~! (nebot
N*=13, = Z, zatimco N*'Z; = 0 pro j < k).

Casto se nam opakuje nasledujici vlastnost:

11.43 Definice. Necht L je linedrni prostor nad F. Operdtor N € Lin(L) nazyvame
nilpotentni, jestlize existuje k € N, takové, ze N¥ = O.

Nyni nebude az tak slozité zobecnit nase Gvahy z Tvrzeni 11.39 a dokazat dalsi
stripek véty o Jordanové rozkladu.

11.44 Tvrzeni. Necht L je linedrni prostor nad C, dim L = k. Necht A € Lin(L)
mé jediné vlastni ¢islo A geometrické nasobnosti jedna. Potom existuje baze 2" =
(T1,..., 7)) takova, ze [A] 5 = Jy .

Dikaz. Budeme opét zkoumat operator N = A — A\id. Podle pfedpokladu je
def N = 1, tedy rank N = k — 1. Z definice obrazu zobrazeni je N € im N pro
kazdé & € L a specidlné pro kazdé Z € im N. Zobrazeni N tedy jde zizit na zobra-
zeni N|;, y:im N — im N. ProtoZze se pohybujeme nad télesem C, mus{ mit N|, v
aspoii jeden vlastni vektor. Naopak kazdy vlastni vektor operdtoru N, y musi byt
vlastnim vektorem puvodniho operatoru N, jenz mél jediny vlastni vektor. V du-
sledku je ker N|,, y = ker N a je tedy jednorozmérné. im N, n = im N? tedy ma
dimenzi k—2. Takto miizeme pokracovat k-krat az dojdeme k zavéru, ze im N* = {0}.
Operator N je tedy nilpotentni.

Nyni vezmeme #; € ker N = im N*~!. Dale bereme vidy #, jako vzor

J Jj—1
pii zobrazeni N, yx-;. Snadno nahlédneme, Ze Z; € imN*7 a Z; ¢ im NF-7+!
z ¢ehoz 1ze usoudit, ze takto vznikld posloupnost 2" = (Z4, . .., #),) musi byt linedrné

nezavisla. O
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11.45 Tvrzeni. Plati

A (T))\mfl (T;))\mf2 (kff2))\m7k+2 (kfill)/\mfk+1
0 A (Tln))\mfl . (kffg))\mfkﬁ? (kfilz)/\mfk+2
m 0 0 AT
Ak = )
o L (e
0 0 0 A (T)Am-1
0 0 0 s 0 AT

Diikaz. Plati J, , = AE; +N,, kde N = J; ; je nilpotentni matice spliujici N* = O.
Nyni vyuzijeme binomickou vétu, ktera ika, ze pokud*” ab = ba, pak plati (a+b)™ =
ZZO (?)am”bl. Protoze jednotkova matice a tedy kazdy jeji nasobek s libovolnou
dalsi komutuje, muzeme zde binomickou vétu pouzit:

m
ok = ( ) ; i
Jiz jsme jednou vyse zminili, ze N’ je matice, jenz m4 jednicky v pozicich i policek
nad diagondlou a jinde nuly. O
Muzeme se pokusit rozmyslet si, co ndm Jordantuv tvar o zadaném operatoru
k& obecné. V plné obecnosti vétu jiz dokazovat nebudeme.

11.46 Pozorovani. Necht A je linedrni operator na L a necht Z je béze takova,
ze [A] 5 ma Jordaniv tvar s Jordanovymi blocky Jy ..., d5 ;. Oznacme 2~ =
(Z115 @195+ Tig, s Loty Togys - - -, Lgp, ) Vektory pifslusné béaze.

o Plati AZ,; = \,Z;;, tedy vektory Z,...,Z,; jsou vlastni vektory A.

e Pro j > 1plati AZ;; = \Z;; + 7, ; ;.

e Pro kazdé¢ i = 1,...,s je V; = span{@;y,..., @, } invariantni podprostor. To

znamena, ze pro kazdé Z € V, je AZ € V,. V dusledku lze operator A ztzit na

V; a obdrzet Al :V; — V. Posloupnost Z; = (Z;1,...,%;;, ) je baze V,. Mame

A Z "

Naés predevsim zajima, zde opét muzeme snadno pocitat mocniny zadaného

operatoru ¢i matice. To plati, nebot médme vzorec pro mocniny Jordanovych bunék
mocnina blokové diagonalni matice se pocitd snadno:

VJ%I = J)\iaki'

m
T
Jm _ A27k2 o
m
(0] (0] e ok,

Nakonec jesté interpretujme, jak moc se diagonalni tvar matice lisi od Jor-
danovského. Vyse jsme pozorovali, ze jednotlivé Jordanovy bunky lze zapsat jako

47 Rikdm to nepofddné, vidte? Mé&l bych Fict, co jsou to ty a a b. Binomickou vétu mozné znéte
pro cisla, ale zde ji budeme vyuzivat pro matice. Binomicka véta nevyuziva nic nez dvé algebraické
operace s¢itani a nasobeni, takze bude platit pro libovolné prvky a, b libovolného okruhu. Dilezitym
predpokladem vsak je, ze tyto dva prvky museji komutovat. Zde ji pouzivime pro okruh matic.
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soucet AE + N, kde N je nilpotentni matice. Disledkem Jordanova rozkladu je tedy
nasledujici tvrzeni:

11.47 Dusledek. Kazda komplexni matice se d4 napsat jako soucet diagonalizova-
telné matice a nilpotentni matice.

12 Skalarni soucin

Motivaci pro tuto kapitolu je zavést pojem vzddlenosti a uhlu. Uvidime, Ze predevsim
pojem kolmosti bude extrémné uzitecnym i v piipadech, kdy nas jinak zadné uhly
moc nezajimaji. Rozmysleme si nejprve, jak Ize tyto charakteristiky poéitat v R2.

12.1 Pozorovani. Necht 7 = (2) = (Z;) € R? reprezentuji body ¢i vektory v
(bézné Eukleidovské) roviné.

e Délka vektoru Z lze spocitat z Pythagorovy véty jako |Z| = /2% + 3.

e Vzddlenost bodu Z a y lze spocitat tak, ze sestrojime vektor tyto body spojujici
§ — 7 a zméifme jeho délku d(Z,9) = | — Z|\/(y; — 21)2 + (y, — 75)2.

e Pro méreni thl nejprve pozorujme, ze je-li a ihel, ktery svird vektor Z s klad-
nou poloosou z, pak je cosa = z1/|Z|, sina = z,/|Z|.

o Uhel ~ jenz sviraji vektory Z a 7 lze nyni charakterizovat podobnym trikem jako
vzdéalenost. Nejprve muzeme normovat vektor ¢ jeho vzdélenosti a otocit ho v
zaporném smeéru o thel «, jenz I svird s osou z. Nakonec stac¢i zmérit thel, jenz
vysledny vektor svird s osou .

(COS@ sina)<y1/|gj|>: 1 (171 I2>(y1>: 1 <x1y1—|—x2y2).
sina  cosa Y2/ 19l |Z[|g] \ =2 2y Y2 1Z[|9] \ Z1y2 — 2201

Méme tedy
cosy 11/1ﬁ‘*‘j’32y27 sin~y = 1?/2% f2y1
|1Z[|9] 1Z[|9]

Ze stfedni skoly patrné budete znat pojem skaldrniho soucinu Z-§ = x1y; +x5Ys,
jenz pro charakterizaci ihlu a vzdélenosti muzeme pouzit

S
<y

cosy = ) |Z] = V& - 2.

8l
<y

V R? miizeme definovat analogickym vzorce 7§ = z,y; + T5y5 + T3y a charak-
terizace thla a vzdalenosti bude fungovat Uplné stejné. Mohli bychom se tedy nyni
zaméfit pouze na R? a R? nad R a pro tyto specidlni linedrni prostory zkoumat tyto
nové zavedené pojmy. Zda se totiz, ze pojmy délky a dhla jsou velmi tzce spjaty s
tim opravdovskym prostorem, ve kterém zijeme. Neméli jsme nikdy moznost zavitat
do vice nez trirozmérného prostoru a ovérit, zda v ném plati zadkonitosti Eukleidov-
ské geometrie. Einsteinova teorie relativity pracuje s ¢tyfrozmérnym casoprostorem,
ale v ném se vzdalenost méri jinak! Nyni ukazeme, Ze pojem vzddalenosti je uziteény
i pro ,nefyzikalni“ vektory:
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x
12.2 Motivace (Chyba méreni). Necht & = ( 31> je vektor néjakych namé-

xn

Yy
fenych nebo vypocéitanych hodnot ¢ehokoliv, necht § = ( 51) je jiny vektor, se
Yn
kterym bychom nase hodnoty chtéli porovnat (dejme tomu t¥eba dlouhodoby pri-
mér). Snadno spocitdme rozdil # — y. Co kdyz ale chceme rozdil charakterizovat
jedinym cislem? Nabizi se moznost spocitat stredni kvadratickou odchylku
n
|z —gl* = Z(% —y;)?
i=1
Jednd se o piesné stejny vzorec, jaky jsme méli pro vzdalenost dvou vektorii v R2.
Dostaneme |Z|? = Z - % pro @ - §j = oy; + To¥s + -+ - + 2,9,

Namérend série hodnot muze byt rovnéz néjaky casovy signél, tedy hodnoty
funkce v predepsanych bodech. V praxi budeme mit vskutku vzdy néjaky konecny
pocet hodnot, ale pro teoretické ivahy je vhodné umét pracovat se vzdéalenosti dvou
funkei. Pro f, g: [a,b] — R definujeme jejich stiedni kvadratickou odchylku jako

b
I —gl? = / (f— 92

a

Tento pojem je opét indukovdn skalarnim soucinem

(flg) = /abfg = /abf(l’)g(x)dx.

Druhy priklad ukazuje, ze zavést skaldrni soucin prosté konkrétnim vzorcem jiz
nemusi byt nejrozumnéjsi napad.

12.3 Motivace (Vahy, zména soufadnic, polynomy). Jiny divod, pro¢ skaldrn{
souc¢in nedefinovat prosté jednim vzoreckem je ten, ze muzeme chtit dat nékterym

daji provést presnéji. Necht Z je jiz néjaky chybovy vektor. Nas vyhodnocovac pres-
nosti z néj pak udéld jediné ¢islo podle pravidla |Z]| = Z?Zl w;z?, kde w; > 0 jsou
néjaké vahy.

Dejme tomu nyni, ze méfime polohu dvou c¢éstic (2 ), ale ve skutecnosti nés
(1 + x5)/2 a jejich vzdjemnd vzdalenost y, = x5, — x;. Dejme tomu, Ze oboje
je stejné dilezité. Nas vyhodnocova¢ presnosti by pak pro zadany chybovy vektor
= Il v . v/
I = (% ) mél vyplivnout ¢islo

1 5 5 3
yi+ys = 1(301 +a9)? + (1) —2y)% = fo + 11’3 — 5%

Jiny piiklad: Uvazujme polynomiélni funkce na intervalu [0, 1]. Dejme tomu, Ze
q(r) — p(x) = a+ Bz. Potom stfedni kvadratick odchylka p a ¢ nenf o? + 32, nybrz

1
/ (a+Bx)?dr = a?® + af + %53.
0
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12.1 Zakladni pojmy

12.4 Definice. Necht L je linedrni prostor nad télesem R. Zobrazeni (e|e): Lx L — R
nazyvame skalarni soucin, jestlize

1. je symetrické: pro kazdé Z,y € L plati (y|2) = (Z|y),

2. je linedrni ve 2. argumentu: pro kazdé Z,y,Z € L a a € [ plati (Z|ay + 2Z) =
ol 5) + (312), )

3. je pozitivné definitni: pro kazdé & € L, & # 0 plati (Z|Z) > 0.

Cislo |z
linearni prostor se skalarnim soucinem.

= /{(z|z) > 0 nazyvdme norma vektoru « € L. Dvojici (L, (e|e)) Fkdme
48

12.5 Poznamky.

e Ze symetrie plyne automaticky linearita v prvnim argumentu. Skaldrni soucin
je tedy bilinedrni.

e Nad obecnym télesem [ lze zkoumat bilinedrni symetrické formy, tj. zobrazeni
L x L — [ splnujici prvni dva axiomy. Aby mél smysl posledni axiom, potie-
bujeme na télese mit usporadani. To v obecném télese nemusi jit zavést. Soucin
(x]x) bude mit navic vyznam normy (délky), ma tedy smysl chtit, aby to bylo
redlné cislo.

e Takto formulovana definice by neméla smysl ani nad C.*° Komplexni linedrni
prostory se skalarnim soucinem jsou ale velmi dulezité. V takovém pripadé se
modifikuje prvni vlastnost, kde misto symetrie pozadujeme, aby byl skaldrni
souéin hermitovsky (y|z) = (@]y). Potom vSak nedostdvame v prvnim argu-
mentu linearitu, ale antilinearitu: (a2 + y|2) = a(Z|Z) + (y|Z). Dohromady
se antilinearité v prvnim a linearité ve druhém argumentu 1ika seskvilinearita.
Nékteré autorky pouzivaji opacnou definici, kdy je komplexni skalarni soucin
linearni v prvnim a antilinedrni ve druhém argumentu. Definici redlného skalar-
niho souc¢inu lze povazovat za specialni pripad definice pro komplexni prostory,
nebot pro reilnd ¢isla plati x = x.

12.6 Priklady.
e Pro Z,y € R" definujeme standardni skalarni soucin jako
(@Y) = 191 + Toyy + -+ T,

kde z; a y,; oznacuji jednotlivé slozky vektortu Z a y. Prostor R” se standardnim
skalarnim soucinem se nazyva Eukleidovsky prostor.

48 Rovnéz mizete nékdy slySet pojem Hilbertiv prostor. Pouziva se pfedevsim pro linedrni pro-
story nekonecné dimenze, kde se k uvedenym axiomum priddva jesté axiom tzv. dplnosti. Pro
konec¢nérozmérné prostory je tento dodateény pozadavek splnén automaticky.

49 Na télese C opét nemame uspofadani. Mame-li z € C, pak se pod znackou z > 0 obycejné
mysli, Zze z je redlné kladné. Pokud bychom méli (Z|Z) > 0 pro néjaké # € L nad C, pak muze (y|y)
nabyvat libovolné komplexni hodnoty vhodnou volbou § = o, o € C.
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o Jestlize wy,...,w, > 0, pak mizeme vyse uvedenou definici modifikovat nésle-
dujicim zpusobem:
(@Y) = w1y + WaToYs +++ + W, T Yy,

e Necht C(I) je linedrni prostor vSech spojitych funkci na intervalu I. Potom
nésledujici vzorec definuje skalarni soucin na C(I)

(flg) = / fg

12.7 Véta (Cauchyho—Schwarzova® nerovnost). Nechf L je linedrni prostor
nad R se skaldrnim soucinem. Pak pro libovolné Z, 3y € L plati

[E [ < 12 7],
pri¢emz rovnost nastavd pravé tehdy, kdyz je posloupnost (Z,9) linedrné zévisla.
Dikaz. Necht ¥ = az. Potom
(Z15)] = al(Z|2) = lalV(Z]2)V(Z]Z) = V(Z]2)V(5175) = 1Z]17]-

Ze symetrie totéz plati pro = ay.
Necht je nyni posloupnost (Z, §) linedrné nezdvisld. To znamend, ze & — oy # 0
pro libovolné a € R. Tim padem

0 <2 = oy = (@ — ay| 2 — o) = []* + o?[7]* — 20(Z] ).
Pro a = {x|y)/|y|? dostdvame

2 2
0 < |z|? <x|y2> 72<x|y2> ’
Iyl Iyl

z &ehoz po vynasobeni ||y|? dostdvAme Zaddanou nerovnost. O

12.8 Priklady.

e Cauchyho nerovnost v R™ fika, ze pro libovolné n-tice cisel zq,...
Yis- -+, Y, € R plati

g+ Ty b T < 2T b a2y g

e Necht a,b € Ra f,g € C([a,b]). Potom

[T

Toto je nejbéznéjsi z nazvia dané nerovnosti. Obcas se ji fika prosté jen Cauchyho nerovnost
nebo jen Schwarzova nerovnost. V rusky psané literature jde o rovnost Cauchy-Bunakovského.
Augustin-Louis Cauchy ji v roce 1821 dokazal v R™. Verze pro integraly se poprvé objevila v
roce 1859 v préici Viktora Bunakovského. Nezdvisle na ném ji pak roku 1888 pouzil Hermann
Schwarz.

50
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12.9 Definice. Necht L je linedrni prostor nad R se skalarnim souc¢inem. Pro nenu-
lové Z,y € L definujeme thel, ktery sviraji, jako

{Z9)

arccos .
[zl 1yl

Rekneme, Ze 7,7 € L jsou vzajemné ortogonalni nebo kolmé, jestlize (#|7) = 0.
12.10 Véta (Vlastnosti normy). Necht L je linedrni prostor nad R se skaldrnim

soucinem. Potom plati nasledujici tvrzeni.

1. Norma je pozitivné definitni: Pro kazdé & € L, Z # 0 plati |Z| > 0.
2. Norma je absolutné homogenni: Pro kazdé € L a « € R je ||a| = |a|||Z].
3. Norma je subaditivni: Pro kazdé Z,y € L plati trojihelnikovd nerovnost

12 + gl < |21 + 117
4. Norma splnuje rovnobéznikovou rovnost: Pro kazdé Z,y € L plati

12 + 512 + 12 — §1* = 2/21* + 2[5)*.

Dikaz. Vlastnost ¢islo jedna je pfimo jeden z axiomu skalarniho soucinu. Druhé
vlastnost plyne snadno z jeho bilinearity. K dukazu treti pouzijeme Cauchyho—
-Schwarzovu nerovnost.

12+ 3512 = 1201 + 1917 + 2(Z|9) < [2]* + 151 + 2(Z]5)
<20 + 191 + 2121 17l = (2] + [51)?

Dokazat ¢tvrtou vlastnost je cviceni. O
12.11 Poznamky:.

e Nazev pro rovnobéznikovou rovnost je zalozen na tom, Ze nalevo mame vektory
odpovidajici thloprickdm rovnobéznika, jeho strany jsou urcené vektory Z a .

o Lze ukdzat, ze mame-li linedrni prostor L nad R, pak pro kazdé zobrazeni
| e|:L — R spliujici vySe uvedenou ¢tvefici vlastnosti existuje skaldrni sou-
¢in (e|e) takovy, Ze |z| = (x|z). Dany skaldrni soucin se zavede pomoci tzv.
polarizacni identity (Z|7) = +(|Z + g|*> — |2 — 3|*).

e Uvedené vlastnosti tedy umoznuji postupovat naopak: zac¢it s normou, jenz spl-
nuje ¢tyti axiomy, a prislusny skalarni soucin zkonstruovat. Mezi axiomy normy
se vSak obycejné ten ¢tvrty neuvadi. To pak znamend, ze existuji normy, které
nejsou dané zadnym skaldrnim souc¢inem. Pojem normy je tedy obecné slabsi
nez pojem skalarntho soucinu.

e Norma umoziiuje zavést pojem vzddlenosti neboli metriky d(Z,y) = |y — Z|.
Metrika je opét pojem, ktery lze zavést axiomaticky (nejen na linedrnich pro-
storech) a je pak jesté slabs{ nez norma.
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e Mame-li pojem vzdélenosti a velikosti, mtzeme hovorit o konvergenci neboli to-
pologii, ktera lze opét zavést axiomaticky jesté slabsim zptusobem nez metrika.
V normovanych prostorech fikdme, 7ze posloupnost (Z,,) konverguje k vektoru
¥, jestlize lim,, , ||y — @, = 0. Na kone¢nérozmérnych prostorech neni tieba
zavadét konvergenci timto zptsobem, nebot se ukazuje, ze konvergence podle
libovolné normy je ekvivalentni konvergenci po slozkach. Naopak na prostorech
nekonec¢né dimenze je to velmi dulezité. Napiiklad bodova konvergence funkci
vibec neni metrizovatelnd a nebyla by kompatibilni se zidnou strukturou nor-
movaného prostoru.®?

12.12 Priklad. Vratme se k motivaci 12.2 sledovani chyby méfeni. Stredni kvadra-
tickd odchylka || — g = (z; —y1)* + - - - + (z,, — y,,)? déva vétSi vahu tém bodim,
u kterych je vétsi chyba. To muze a nemusi byt zddouci. Mozna chceme jednotlivé
chyby prosté seéist a definovat®?

12 =3l = |z —yul + -+ |2 — Yl
Mozn4 naopak chceme mit omezeni pro maximéalni chybu®?
12— §loe = max [z; —y,.
i=1,....,n

ODbé charakteristiky definuji normu ve smyslu splnéni vlastnosti 1.-3. véty 12.10.
Ovsem ani jedna z nich nespliuje rovnobéznikovou rovnost. To znamena, ze neexis-
tuje skalarni souc¢in na R™, jenz by tuto normu indukoval. Jsou vSak velmi uzitecné,
setkdte se s nimi tfeba v numerické matematice (opét predmét DRN).

12.2 Skalarni souciny v R"

V R" jiz zndme standardni skalarni sou¢in. Skalarni souc¢in jsme vsak definovali axi-
omaticky a naznacili jsme, ze definici mohou splnovat i jind zobrazeni. Zajimavou
otazkou tedy je, jak obecné muze vypadat skalarni sou¢in nad R™. Budeme postu-
povat stejné jako pfi studiu linedrnich zobrazeni. Oznac¢me g;; = (€; |€;). Potom pro
libovolné
xq Y1
€r = :I161+”.+Inen7 Yy = :y161+..‘+ynen

Ty Yn

n
(Z|y) = Z xiyj<éi €j> = Z LiY;9ij-

ij=1 ij=1

plati

Skaldrni soucin je tedy jednoznac¢né urcen sadou ¢isel a;;, i,j = 1,...,n. Pokud
¢isla nasklddame do matice A = (a,;)7’;_;, mizeme skaldrni souéin vyjadiit pomocf
;
maticového nésoben{ jako (7|y) = 7T Ag.

51 Cisté pro zajimavost: Uvazujme otevieny interval (0,1) a posloupnost funkei (f,), které jsou
definované takto. f,(z) = v/n pro z < 1/n a f,(z) = 0 pro z > 1/n. Je zfejmé, ze f,(x) — 0 pro
kazdé = € (0,1). OvSem stfedni kvadratickd odchylka f,, od nulové funkce nekonverguje k nule:

2 1/n
1,2 = [ nde = 1.
52 Vyhoda rovnéz je, Ze by se takovd norma snadnéji poécitala.
53 To by se poditalo jesté snadnéji.
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Nyni zbyva zodpovédét opacnou otdzku. Predepiseme-li matici A € R™ ", ur-

¢uje vidy predpis (7,9) + ZTAj skalarni souéin? Maticové ndsobenf je linedrnf,
tedy prvni vlastnost by méla byt splnéna. Druhé dvé vsak jiz automaticky splnéné
nebudou.

12.13 Definice. Matice A € R™*" se nazyva symetricka, jestlize A = AT, tedy
A=A prokazdéi,j=1,...,n.

12.14 Definice. Symetrickd matice A € R™*" se nazyva pozitivné definitni,
jestlize pro kazdé # € R", z # 0 plati 2TAZ > 0.

12.15 Véta. Pro kazdou pozitivné definitni matici A € R™*™ definuje nasledujici
predpis
(z|y) = 2" Ay

skalarni souc¢in na R™. Naopak pro libovolny skalarni souc¢in na R™ existuje pozitivné
definitni matice G takova, ze lze skalarni soucin vyjadrit vyse uvedenym zpusobem.

Dikaz. Vyse uvedeny vzorec pro danou matici A urcité definuje bilinearni formu
(ukéZeme linearitu pouze ve druhém argumentu, coz ndm staci, ale snadno ovéiite,
Ze je linedrni i v prvnim)

(Z|og + 2) = ZTA(aj + 2) = aZTAj + TTAZ = a(Z|3) + (#]2).

Tato bilinedrni forma je symetrickd préavé tehdy, kdyz je A symetrickd. Je-li
totiz A symetricka, pak

(y|7) = T AZ = (T AD)T = 2T ATy = ZTAY = (3]y),

kde ve druhé rovnosti jsme vyuzili, ze kazda matice 1 x 1 je transpozici sebe samé.
Naopak je-li dand bilinedrni forma symetricka, pak A;; = (¢;|€;) = (€;]€;) = A,;.
Nakonec zjevné plati, ze je dana bilinearni forma je navic pozitivné definitni
praveé tehdy, kdyz je G pozitivné definitni.
Ze je kazdy skalarni soucin tohoto tvaru jsme jiz dokéazali vyse. O

12.16 Poznamka. Jak jsme vidéli a jesté uvidime, v kapitole o skalarnim souc¢inu
teprve prijde poradné ke slovu operace transpozice matice. Zdiraznéme, ze vSe, co
tu budeme formulovat plati pouze nad R. Jak jsme vSak zminili, skaldrn{ souc¢iny nad
C mohou rovnéz byt velmi uzitecné. V takovém pripadé musime misto transpozice
pouZivat tzv. hermitovské®® sdruent, které matici transponuje a zaroven jeji prvky

komplexné sdruzi B;; = A ;. Znaceni pro tuto operaci muze byt ruzné, nejcastéji se

pouzivd B = A* nebo B = AT (zejména ve fyzikalni literatuie), obéas i B = AH.
12.17 Poznamky (Standardni skaldrni soucin a linearni formy na R").

e Standardni skaldrni soucin lze tedy specialné pocitat jako (Z|y) = #T4.
e Proces transpozice udéla ze sloupcového vektoru & € R™ matici s jednim Fadkem
2T € RY". Ta predstavuje linedrni zobrazeni R® — R. Linedrnim zobrazenim

54 Charles Hermite, 1822-1901, francouzsky matematik.
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do télesa se Tiké linedrni formy Ci linedrni funkciondly. Pro kazdy vektor & € R™
tedy mdme linedrni formu ¢,: R™ — R zobrazujici ¢ (y) = (z|y).

e Naopak kazdou linedrni formu ¢: R” — R mtZeme reprezentovat matici [¢]s €
RY*", kterd mé jeden Fddek. Jeji transpozice je tedy vektor I, = [¢]E € R™ a
plati p(y) = (Z,,|y). Transpozice tedy ustanovuje vzdjemné jednoznacny vztah
mezi vektory a linedrnimi formami na R™.

e Specidlné pro vektory kanonické béze méme (e;|y) = y,. Pii{slusnd linedrni
forma tedy vraci i-tou soufadnici zadaného vektoru.

12.18 Cviceni. Dokazte, ze vySe uvedena korespondence plati obecnéji. Necht L je
linearni prostor nad R konecné dimenze se skalarnim souc¢inem. Potom pro kazdou
linedrni formu ¢: L — R existuje vektor & € L takovy, ze ¢(y) = (Z|y). Varianté
tohoto tvrzeni, ktera plati i pro nekone¢nérozmeérné prostory se rika Rieszova véta.

Nyni pripomenme odstavec 12.3, kde jsme uvedli motivaci pro zavedeni obec-
ného skalarntho soucinu na zdkladé zmeény soutradnic. Uvazujme standardni ska-
larni sou¢in na R™ a necht 2" = (Z,,...,%,) je néjakd baze v R™ a oznac¢me
T = [idg_e = (& -~ #,) pislusnou matici pfechodu. Uvazujme dale vektory
U, w € R™ takové, ze

aq o
[0 = , b t=afy 4o Fa, =T |,
o, a,
5 e
(0] o = = B1@ + +Bpt, =T :
B, B

Potom
(0|w) = vTw = [v]5 T T[] 5.
Po zméné soufadnic je tedy skaldrni sou¢in ddn matici A = TTT.
12.19 Véta. Matice A € R™" je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz existuje
regularni matice T € R™ " takova, ze A = TTT.

Dikaz. Implikaci (<) jsme pravé dokdzali. Implikace (=) bude jasna az pomoci
Gramova—Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ukazeme, ze kazdy skalarni soucin
je tohoto typu. O
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