Cviceni 4
Baze, dimenze, souradnice

Dnes budeme predevsim procvic¢ovat pojmy baze a dimenze zavedené na minulém cviceni. Zacneme vsSak
novym pojmem:

Definice. Bud L linedrni prostor nad F a necht 2 = (&;,...,%,) je jeho (usporddand) baze. Pro
libovolny prvek v € L definujeme jeho souradnicovy vektor v bazi 2" jako

Qq
W= : |€F", kde T=a;2+...+a,%

nen’

ay,

Cviceni 4.1. Uvazujme linedrni prostor polynomu s koeficienty v R stupné nejvyse 2, tj.
R=2[z] = {p(x) = ay + yz + ax2? | ay, oy, vy € R}.

Najdéte soutadnice polynomu p(z) = —322 + 7x + 10 v bézi

a) & = (e, eq9,€3), kde e;(7) =1, e5(z) = 7, e5(v) = 1’2,
b) F = (f1, fa, f3), kde fi(z) = =222 4w+ 1, fo(z) =20 —1, falx) = x2 + 3.

Tvrzeni. (Vlastnosti baze a dimenze) Bud L linedrni prostor dimenze n. (Tj. takovy, ve kterém existuje
linedrné nezavisla generujici posloupnost o n prvcich.) Potom plati:

Kazdé dalsi baze (LN generujici posloupnost) mé taky n prvki.

Kazda posloupnost, kterd ma vice nez n prvka je linedrné zavisla.

Z4dna mnoZina/posloupnost, kterd méa méné nez n prvki neni generujici.

Posloupnost, ktera ma pravé n prvka je linedrné nezavisla, pravé kdyz je generujici.
Jestlize V- C W (resp. V' C W) podprostory L, pak dim V < dim W (resp. dim V' < dim W).
Jestlize V- C W (podprostory L) a dim V = dim W, pak V = W.

Cviéeni 4.2. Uvazujme v R? nad R posloupnost (9,9, 73), kde

a=(1): a=(3). =)

a) Je tato posloupnost linedrné nezdvisla?
b) Je tato posloupnost generujici? (Generuje R??)

Cvideni 4.3. Uvazujme linedrni podprostor V: = span{Z,, #,, T3} C R3, kde

2 3 3
flz(o), @:(1), @,:(_1).
1 2 1

Cil tohoto cviceni je najit bazi a ur¢it dimenzi V. Budeme posutpovat takto:

a) Rozhodnéte, zda posloupnost (Z;,Z,, 23) generuje V.

b) Rozhodnéte, zda je posloupnost (Z, s, Z5) linedrné nezavisla. Je to baze V?
¢) Rozhodnéte, zda 25 € span{Z,, Zy}.

d) Rozhodnéte, zda (24, Z5) generuje V.

e) Rozhodnéte, zda je posloupnost (Z;,Z5) linedrné nezévisla? Je to béze V?

f) Jakd je dimenze V?

g) Urcete soutadnice vektort Z,, Zy a Z5 v nalezené bazi.



Tvrzeni. Bud L linearni prostor nad télesem F. Je-li mnozina {Z,,...,%,} C L linearné zavisld, pak v
ni existuje néjaky vektor Z;, jenz je linearni kombinaci ostatnich.

Tvrzeni. (Vybér baze z generujici mnoziny) Bud L linedrni prostor nad télesem F. Necht G C L generuje
L. Pak existuje posloupnost (Zy,...,%,) prvka #, € G, jez je bézi L.

Cviceni 4.4. V R* nad R ozna¢me V: = span{#,, Z,, 75,7, }, kde

2 3 1 —1
2 0 —2
4

ot
_ O =

—3 —1 2

Najdéte bazi V a urcete dimenzi V.

Tvrzeni. Necht {Z,...,Z,} je linedrné nezdvisld mnozina. Predpoklddejme navic, Ze neni generujici,
tj. existuje vektor §y ¢ span{,,...,,}, pak je nové utvorend mnozina (Z,,...,7,,y) rovnéz linedrné
nezavisla.

Véta. (Doplnéni linedrné nezavislé posloupnosti na bazi) Bud (Zy,. .., #),) linedrné nezdvisld posloupnost
v L nad F. Potom existuji vektory 2 ,,,...,%, € L takové, Ze (Z,...,%,,) tvoii bazi L.

Cvi¢eni 4.5. Uvazujme v R? nad R vektory

1 3
—2 4

a) Rozhodnéte, zda je seznam (Z,, ¥,) generujici (zda generuje celé R3). (Ndvod: Zkuste na to piijit bez
pocitani!)

b) Rozhodnéte, zda je seznam (2, Z5) linedrné nezévisly.

¢) Urcete dimenzi span{z,, Z,}.

d) Dopliite tento seznam na bazi R3, tj. najdéte bazi R® obsahujici vektory Z; a Z,. (Ndvod: Oznac¢ime-li
€1, €4, €3 vektory kanonické baze, pak je seznam (Z, @, €, €, €5) urcité generujici. Vybrat bazi z
generujiciho seznamu uz umime.)

ResSeni

1. (170>,(3> 3. ano, ne, ano, ano, ano, 2, ((1)), 4. napt. {@, %y, T4}
-3 3 (0) ( 3 ) 5. ne; ano; 2; (7,4, €,)
b

2. ne, ano 1 -1



