DMA Domaci ukol é. 2A

Tento kol vypracujte a pak prineste na cviceni ¢. 3.
1. Dokazte, ze pro kazdé a,b € Z plati: Jestlize a | b, pak a | (=b).
2. Dokazte, ze pro kazdé a,b € Z plati: Jestlize a | b, pak a | (a + b).

Zkouskovy special vypocetni (doporuceno):
a) Najdéte ged(192, —264) a pfislusnou Bezoutovu identitu rozsifenym Euklidovym algoritmem.

Zkouskovy specidl dikazovy (pokrocilejsi mohou zkusit ted nebo pfed zkoukou):

a) [rutinni] Necht a,b € N. Dokazte, ze gcd(a,b) déli lem(a, b).

Néapovéda: Staci pouzit vyznam onéch dvou pojmi.

b) [rutinni] Necht a,b € N, k € N. Dokazte, ze k - gcd(a, b) je spoleény délitel ¢isel ak, bk.

N4

vevs

Reseni:

1. Uvazujme libovolné a,b € Z. Predpoklad: a | b. Pak existuje k € Z aby b = k- a. Odtud
—b= —ka = (—k)-a a —k € Z, proto podle definice a | (—b).

2. a,b € Z libovolné. Predpoklad: a | b. Pak b = ka, k € Z. Pfi¢tenim a k obéma strandm dostaneme
a+b=a+ka=(1+kl)aal+keZ, tedya|(a+b).

Zkouskovy special vypocetni:
Typické feseni na jistotu (pro zkousku).

a/b |(264) |(192) Odtud gcd(264,192) = 24 = 3-264 + (—4) - 192.
264 1 0 My ale chceme
192 0 1 ged (192, —264) = 24 = (—4) - 192 + (=3) - (—264).
72 1 -1
48 —2 3
24e 3e| —4e
0

Poznamka: Bezoutova identita neni jedina, podle zvolenych tprav lze mit i jiny vysledek, tieba
ged(192,-264) =24 =7-192 4+ 5 (—264).
Brzy uvidime, ze moznych vyjadieni je nekonecné mnoho.

Verze pro prince Drsoné:

a/b |(192) | (—264)
—264 0 1
192 1 0
—T72 1 1
—24 4 3
0| —11 -8
24e| —4e —3e

Vsimnéte si, ze v tabulce jsme nezacali v pomocnych sloupcich s jednotkovou matici, ale jinou, aby se
prvni pomocny sloupec vztahoval k 192, pfesné jak to chceme ve vysledku:
ged (192, —264) = 24 = (—4) - 192 + (—3) - (—264).

Zkouskovy special:

a) Vlastnosti ged(a,b): déli a, déli b a je nejvétsi takova.

Vlastnosti lem(a, b): je ndsobkem a, je ndsobkem b a je nejmensi takova.

Néco si z toho vybereme a spojime:

Podle definice ged(a,b) déli a a a déli lem(a, b). Podle véty z pfednasky (tranzitivita) pak ged(a,b) déli
lem(a, b).



Elementarni ditkaz bez odvolavky na vétu: Podle definice ged(a,b) déli a, tedy existuje k € Z spliiujici
a = gcd(a,b) - k. Podle definice a déli lem(a,b), tedy existuje | € Z spliujici lem(a,b) = a - I. Pak
lem(a, b) = ged(a,b)(kl) a kl € Z.

b) Podle definice ged(a, b) je spoleény délitel a a b, tedy a = ged(a,b)l a b = ged(a,b)m pro [,m € Z.
Pak ka = [gcd(a, b)k]l a kb = [ged(a, b)k]m pro I,m € Z. Proto k- ged(a,b) déli ka a také déli kb, tedy
k - gcd(a,b) je spoleény délitel ¢isel ak, bk.

c) Po zamysleni a par experimentech: ged(a,b) = lem(a, b) pravé tehdy, kdyz a = b.

Diikaz <=: Podle fakti z pfednasky (nebo snadno odvodime) vime ged(a,a) = a = lem(a, a).

Dukaz =: Protoze a,b # 0, muzeme odhadovat gcd(a,b) < a < lem(a,b) a také ged(a,b) < b <
lem(a,b). Pokud by platilo ged(a,b) = lem(a,b), tak se nerovnosti zméni v rovnosti a méame a
ged(a, b) = b.

Alternativa: Pro a,b € N plati a < b nebo b < a. V prvnim pfipadé mame ged(a,b) < a < b <lecm(a,b).
Pokud by platilo ged(a,b) = lem(a, b), tak se nerovnosti zméni v rovnosti a vyjde a = b. Druhy pfipad
se déla obdobné.

Alternativa, kterou mi pfinesli studenti: Vime:

e gcd(a, b) déli a, proto a = ged(a, b)k, kde k € Z, ale diky kladnosti a je k € N;

e gcd(a,b) déli b > 0, proto b = ged(a, b)l, kde [ € N;

e piedpoklad lem(a, b) = ged(a, b).

Dosadime do lem(a, b) = ﬁﬁb):

ged(a, b)k ged(a, b)l

god(a, b) = ged(a, b)

— 1=Kl

Pro k,l € N to plati jediné v ptipadé k =1 = 1, tedy a = ged(a,b) = b.

d) Toto je trochu tézsi, ale studenti maji ¢asto alespon napad, ktery lze dotvorit. Obcéas mé prekvapi,
zejména jsem necekal F a G. Jdeme na to.

Dtikaz: a,b € N. Pfedpoklad: a | b.

A) Jak bych to délal ja:

1. Protoze a | b a a | a (znamy fakt), vime, Ze a je spoleény délitel ¢isel a a b.

2. Protoze a # 0, musi vsichni spolec¢ni délitelé d ¢isel a, b spliovat d < a. Ten spolecny délitel a je tedy
mezi nimi nejvetsi.

Proto a = ged(a, b).

B) Podobny piistup od student:

1. Protoze a | baa | a, je a spoleény délitel, tudiz musi byt mensi ¢i roven tomu nejvétsimu: a < ged(a, b).
2. Protoze gcd(a,b) déli a, je a > ged(a, b).

Spojenim ziskame rovnost.

C) Stejny dukaz jako vyse, ale s pridanou komplikaci:

1. ProtoZe ged(a,b) déli a, je a = k - ged(a, b) pro néjaké k € Z. Obé ¢isla jsou kladné, takze dokonce
k € N.

2. Protoze a | baa | a, je a spoleény délitel, tudiz musi byt mensi ¢ roven tomu nejvétsimu: a < ged(a, b).
Takze k ged(a,b) < ged(a,b) neboli k < 1, to 1ze jen pro k = 1. Mame a = ged(a, b).

D) Delsi zptsob, jak ziskat jednu nerovnost, je pomoci Bezouta:

1. Protoze ged(a,b) déli a, je a > ged(a, b).

2. Vime, ze ged(a,b) = Aa + Bb pro néjaké A, B € Z. Protoze a | b a a | a, déli a celou pravou stranu a
proto a | ged(a,b). Takze a < ged(a, b).

Spojenim 1. a 2. mame rovnost.

E) Zajimavé finta:

Protoze a | b, je b=k -a pro k € Z. Zjevné ged(1, k) = 1. Pak ovSem podle véty ze skripta ¢i ze cviceni

ged(a,b) = ged(a, ak) = aged(1,k) =a-1=a.



F) Chytra recyklace napadu:
Protoze a | b, je a < b a bmod a = 0. Podle kli¢ového Lemma z prvni pfednasky proto

ged(a, b) = ged(b, a) = ged(a, b mod a) = ged(a,0) = a.

G) Dtikaz algoritmem. Nékdy je to mozné, pokud je spravnost algoritmu matematicky dokazana.
Protoze a | b, je b = k - a pro né&jaké k € Z. Hned v prvnim kroku Euklidova algoritmu tedy odec¢teme

druhy fadek k£ krat od prvniho a dostavame
| ab|A| B|gq

b |1 0
ae| Oe| 1le| £k
011 |-k

Takze ged(a,b) = a.
H) Hardcore:
Diky a | b mame b = k - a pro k € Z. To znamena, Ze

a=1l-a=1—-klatka=(1—-k)a+b=(1—-k)a+1-b.

Cislo a se podafilo vytvofit jako lineadrni kombinaci ¢isel a, b, je o tedy jeden z kandidatt na ged(a, b). To
spravné ged(a, b) se pozna tak, Ze je to nejmensi mozné kladné ¢islo vytvoritelné jako linedrni kombinace
a,b. Tvrdime, Ze nic mensiho nez a uz ale vytvorit nelze.

Linearni kombinace a, b vypadaji takto:

Aa+ Bb = Aa + Bka = (A + Bk)a.

Protoze chceme kladné ¢islo, omezujeme se na A+ Bk > 0. Protoze je to celé ¢islo, pak nutné A+ Bk > 1
a proto (A + Bk)a > a. Takze opravdu, a je nejmensi kladné ¢islo ziskatelné ve tvaru Bezouta a tudiz
je to ged(a, b).

Poznamka: Rada studenti to zkousela touto cestou, nasla to Bezouti vyjadieni, ale dal uz to bylo moc
drsné.



