DMA Domaci ukol ¢é. 3A
Tento kol vypracujte a pak prineste na cviceni ¢. 4.

1. Necht n € N. Dokazte, Ze
jestlize a,b € Z spliiuji a = b (mod n), pak 13a = 13b (mod n).
2. Necht n € N. Dokazte, Ze
jestlize a,b, c € Z spliuji a = b (mod n) a b = ¢ (mod n), pak a = ¢ (mod n).

Zkouskovy specidl vypocetni (doporuceno):
a) Vypo¢itejte tento vyraz modulo 13, pouzijte malou Fermatovu vétu: (74 8)146 —21.
b) Najdéte inverzni prvek k a = 13 modulo n = 20.

Zkouskovy special dikazovy (pokrocilejsi mohou zkusit ted nebo pted zkouskou):
Piiklady a) az c¢) jsou rutinni.

a) Necht n € N a a,b € Z. Dokazte, Ze jestlize a = b (mod n), pak b —a =n (mod n).
b) Necht n € N a a,b € Z. Dokazte, Ze jestlize a = b (mod n?), pak a = b (mod n).

c) Necht n € N a a,b € Z. Dokazte, ze jestlize a = b (mod n), pak 2a + 3b = 5b
(mod n).

d) Necht n € N. Dokazte, ze jestlize a € N, a > 1 déli n, pak existuje k € N, k < n
takové, ze ak = 0 modulo n.

Reseni:

1. Dk: Necht a,b € Z. Z predpokladu a = b (mod n) dostavame Ik € Z: a = b+ kn.
Pak 13a = 13b + (13k)n a 13k € Z, tedy 13a = 13b (mod n).

2. Dk: Necht a,b,c € Z. 7Z ptredpokladu a = b (mod n) a b = ¢ (mod n) dostavame
dk,l€Z: a=b+knab=c+In Paka=c+(k+l)nak+Il € Z, tedy a =c (mod n).
Zkouskovy special vypocetni:

a) Mocninu rozlozime na nasobek n — 1 = 12 a zbytek, rozdélime, aplikujeme malého
Fermata a dokoncime.

— 1546 _ 9] = 9146 | 5 — 9121242 L 5 (912)12. 92 4 52 1124 | 59 (mod 13).
Vypocet je platny, protoze 13 je prvodcislo a ged(2,13) = 1.

b) Hleddme x € Z aby 13z + 20m =1 a/b | (20) | (13) a/b | (20) | (13)
pro néjaké m € Z, 20 1 0 20 1 0
toto délame Euklidem 13 0 1 13 0 1
(ukazu standardniho a rychlého). 7 1] -1 —6 1] -2
Dostali jsme 1 = 2-20 + (—3) - 13, 6 | —1 2 le 20| —3e
modulo 20 to dava —3 - 13 = 1. le 20| —3e 0

Takze = —3. Nebo = = 17. Nebo ... 0

Zkouskovy special dikazovy:

a) Necht a,b € Z. Predpoklad a = b (mod n).

Pakb=a+kn, k€ Z —b—a=kn=n+(k-1)n —n=b—a+(1—-Fk)n,1-kcZ.
b) Necht a,b € Z. Predpoklad a = b (mod n).

Pak b=a+kn? k€Z — b=a+ (kn)n, kn € Z.

c) Necht a,b € Z. Pfedpoklad a = b (mod n).

Pak b=a+ kn, k € Z —s 5b = 3b + 2a + (2k)n, 2k € Z.

d) Necht a,b € Z. Piedpoklad a | n.

Pak n =ka — ka=0 (mod n), a >1— k <n.




