DMA Domaci ukol ¢é. 4A
Tento kol vypracujte a pak prineste na cviceni ¢. 5.

1. Dokazte, ze kdyz moduly m,n € N spliiuji m | n

a ¢isla a,b € Z spliiuji a = b (mod n), pak a = b (mod m).

2. Necht p,q € N. Dokazte, ze kdyz ¢isla a,b € Z spliuji a = b (mod pq),
pak a = b (mod p) aa=0b (mod q).

Zkouskovy specidl vypocetni (doporuceno):
a) Najdéte opacny a inverzni prvek k a = 12 v Zgs.

Zkouskovy special dukazovy (pokrocilejsi mohou zkusit ted nebo pfed zkouskou):
a-b
ged(a, b)
b) [rutinni] Necht n € N a a € Z. Dokazte, ze a =0 (mod n) pravé tehdy, kdyz n | a.

¢) [néro¢néjsi] Necht a,b,c € N. Dokazte, ze kdyZ je d spoleény délitel a a b, tak nutné
d déli ged(a,b).

a) [rutinni] Necht a,b € N. Ukazte, ze ¢islo je spoleénym nasobkem ¢isel a, b.

Reseni:

1. Vezmeme a, b libovolné € Z. Vyjdeme z predpokladd,

m|n < Jke€Z: n=km

ted =b+1l(km)=0b+ (lk lk € Z.
azb(modn)<z>§lleZ:a:b+ln} edy a + I(km) + (Ik)m a

Proto a = b (mod m).
2. Vezmeme a, b libovolné € Z. Z predpokladu a = b + k(pq) pro néjaké k € Z.

a=b+ (kq)p, (kq) € Z = a=0b (mod p);

Pak
? {a:b—l—(kp)q, (kp) € Z = a=0b (mod q).

Zkouskovy special vypocetni:

a) (~a) = n— a—23. b | Al B

Inverze: Hledame x € Z aby 12z + 35m = 1 pro néjaké m € Z, 35 1 0

toto délame Euklidem. 12 0 1

Dostali jsme 3 -12 4 (—1) - 35 = 1, modulo 35 to dava 3 -12 = 1. 11 1| =2

Takze 1271 = 3. le| —1e 3e
0

Zkouskovy special dikazovy:
a) Déno a,b € N.
ged(a, b) déli a, proto a = ged(a, b)k, kde k € Z. Pak

a-b  ged(a,b)k-b kb
ged(a,b)  ged(a,b) ’

takze je to nasobek b.
Obdobné ukazeme, Ze je to nasobek a.



b) Vezmeme n € N, a € Z libovolné.

Peclivy dikaz:

—: Piedpoklad a = 0 (mod n). Pak 0 = a + kn pro k € Z neboli a = (k) - n.
Protoze (—k) € Z, je n | a.

<=: Predpoklad n | a. Pak a = kn pro k € Z neboli 0 = a+(—k)-n. Protoze (—k) € Z,
je a =0 (mod n).

Alternativa:

—>: Predpoklad a = 0 (mod n). Pak n | (0 — a), tedy n | (—a). Pak n | (—(—a))
neboli n | a.

<—: Ptedpoklad n | a. Pak n | (—a) neboli n | (0 — a), proto a =0 (mod n).

Efektivni dikaz:

a=0 (modn)+—0=a+kn, k€eZ+—a=(-k)n, (k) €Z+—n]|a.
Preferoval bych prvni verzi. Druha je sice formalné spravna, ale kdyz se ¢te zprava
doleva, tak se délitelnost n | a prepiSe jako a = (—k) - n. To je spravné, ale vyzaduje to
prece jen jisté myslenkové kroky, které tam chybi: Vime, ze je néjaky takovy celociselny
nasobek, takze kdyz si jeho opacné cislo vezmu jako k, tak tomu nasobku miizu fikat
—k.

c) Dany a, b, c € N. Bezoutova identita: ged(a,b) = Aa + Bb pro A, B € Z.
Kdyz je d spole¢ny délitel a a b, tak a = dk, b = dl, kde k,l € Z. Pak

ged(a,b) = Adk + Bdl = d(Ak + Bl)

a Ak + Bl € Z, tedy d | ged(a, b).



