DMA Domaéci koronatkol ¢é. 6A

Tento kol se neodevzdava.

Toto jsou piiklady vhodné obtiZznosti pro semestralni pisemku (no dobré, u trojky je tranzitivita trochu
trikova, ale jinak je to standard). Nejprve vzdy piiklad vyfeSte samostatné a snazte se o pékny zapis
dtikazi, pak se podivejte na dalsi strany na feseni.

Pro nasledujici relace R vysetiete, zda spliuji zadkladni ¢tyfi vlastnosti
(reflexivita, symetrie, antisymetrie, tranzitivita).
Poznéamka: VySetfit znamena rozhodnout zda plati ¢i neplati a odpovéd dokazat.

1. R na Z; aRb pravé tehdy, kdyz a? < b2.
2. R na R; aRb praveé tehdy, kdyz |a — b| = 2.
3. R na Z; aRb pravé tehdy, kdyz a - b > 0.

Reseni jsou na dalSich stranéch.



Reseni:
1.
Reflex: plati. Dk: a € Z lib. Vime, ze a? = a2, proto a? < a? a tedy aRa.

Poznamky: a) Kazdy dikaz musi vést od zndmého k tomu, co chceme dokazat. Nelze napsat néco jako:
aRa proto a? < a?.

b) Kazdy dtkaz nékde zacne. Obvykle za¢indme predpokladem, ale to plati jen pro dikazy implikace.
Implikaci vidime u symetrie, antisymetrie a tranzitivity, ale ne u reflexivity. Kde tedy za¢neme u ni?
Nécim, co je znamo, né€jakym obecné platnym faktem.

Sym: neplati. Pp: Plati 13R14 (nebot 13? < 142), ale neplati 14R13 (nebot neplati 142 < 132).
Poznamky: a) To v téch zavorkéch je u takto zjevné véci mozno vynechat, ale pro jistotu jsem to napsal,
abych si §plhnul u zkousejiciho.

b) Protipfiklad musi splnit predpoklad, ale nesplnit zavér. Takze tfeba dvojice a = 3, b = 2 neni
protiptikladem proti symetrii, protoze nesplnuje predpoklad.

c) Poznamka k zapisu: Protiptiklad jsou ty objekty (zde ¢isla), kterd zlobi. Proto je potfeba psat
protiptiklady tak, aby bylo jasné, kdo to je. Nejlepsi je natvrdo a = 13, b = 14. Tady jsem napsal text,
ktery je na hranici, ale kdyz vidim na zacatku to 13R14, tak mi dojde, ze protiptikladem jsou ta cisla
13 a 14. Neni vhodné napsat jen

,pp: plati 132 < 142, ale neplati 142 < 132«

protoze tim nutime ¢tenare, aby si rozsifroval, co to vlastné ten nas protipriklad je.

Antisym: neplati. Kdyz to necitime intuitivné, zkusime napsat diitkaz a uvidi se.

Takze vezmeme a,b € 7Z spliiujici aRb a bRa. Pak a? < b? a b? < a?. Odtud a? = b%2. Umime z toho
odvodit, Ze a = b7 Asi ne, protoze ve hie jsou i zdporna c¢asla, to nas inspiruje k vytvoreni protiptikladu.
Zavér: Antisym neplati. Pp: a = 13, b = —13. Pak aRb a bRa (tedy splnén predpoklad), ale a # b
(neplati zavér).

Poznamka: Je vidét, ze pokud bychom tuto relaci uvazovali tieba na N, tak uz by antisymetrie platila.
Dikaz by pak vypadal takto:

a,b € N. Piedp. aRb a bRa. Pak a? < b* a b? < a?. Odtud a? = b? neboli |a| = |b|. ProtoZe a,b > 0,
znamena to a = b.

Vsimnéte si, jak se zase drzime formatu pro dikaz implikace (z jejiho predpokladu né&jakymi skoky
dojdeme k jejimu zavéru).

U diikaz vlastnosti netrvam na tom, Ze je tieba psat slovo ,,pfedpoklad“, povazuje se to za samoziejmé.
Tranz: plati. Dk: a,b,c € Z. Pfredp.: aRb a bRc. Pak a? < b? a b? < 2. Odtud a? < ¢? a tedy aRc.
Poznamka: Eliminace b z danych rovnic je tradi¢ni postup.

Opét si vSimnéte tradicni formy dikazu implikace: Zacneme predpokladem, trocha hrani a skonc¢ime
zavérem. Zacatek i konec jsou v fedi relace, nezacali jsme rovnou skokem do a? < b? a podobné.

2. Tato relace ndm umoznuje skakat po realné ose skoky o velikosti 2.
Reflex: neplati. Pp: Zvolime a = 7 (pfekvapeni!). Pak |a — a| = 0 # 2, tedy neplati aRa.
Poznamka: Myslim, ze by u zkousky stacilo napsat

Pp: Neplati 7R7.
Ale kdyZ budete mit ¢as, radé&ji napiste vic.
Poznamka: Nestac¢i napsat, ze ,reflexivita neplati, protoze |a —a| # 2%. Vzdy je nutno ukazat konkrétni
protipfiklad. Tim se dokaze, ze skutecné existuje ptfipad, kdy dojde k selhani.
Pro¢ je to diilezité? Predstavme si relaci danou xSy pokud x = y3. Plati reflexivita? To by muselo
vzdy platit, ze x = 23, zjevny nesmysl. Pokud bychom ted zajasali, ze je reflexivita $patné, tak je to
predcasné, ja jsem totiz tuto relaci vtipné definoval na mnoziné A = {—1,0,1}. Tak, a ted hledejte
protipriklad.

Sym: plati. Dk: a,b € R. Pfedpoklad: aRb, odtud |a — b| = 2. Pak také
b—a|=]—(a—b)|=la—b]=2,

tedy bRa.



Poznamka: Umim si pfedstavit, Ze rovnost |a — b| = |b — a| by studenti uméli odtvodnit i jinak.
Poznamka: Pokud napiSeme, Ze ,,Symetrie plati, protoZze |b — a| = |a — b|“, tak je to vlastné pravda,
protoze jsme tim vystihli kli¢ovy krok, a v néjakém pojednani by to stacilo, af si to ¢tenar doplni sdm.
Ale zde trénujeme psani dikazi, takZze to chceme mit pékné, at je vidét uplny dikaz implikace.
Antisym: neplati. Kdyz to necitime intuitivné, zkusime napsat diitkaz a uvidi se.

Takze vezmeme a,b € R splilujici aRb a bRa. Pak |a —b] = 2 a [b — a] = 2. To je vlastné dvakrat
zopakovana stejna informace, Ze |a — b| = 2, z toho rovnost nevymléatime.

Zavér: Antisym neplati. Pp: a = 12, b = 14. Pak aRb a bRa, ale a # b.

Tranz: neplati. Pp: Zvolime a =1, b = 3, ¢ = 5. Pak 1R3 a 3R5, ale neplati 1R5.
Poznamka: Je dobré si uvédomit, ze je také mozné vzit jako protipriklad a =1, b= 3, c = 1.

3.
Reflex: plati. Dk: VSechna a € Z spliiuji a? > 0 neboli a - a > 0, proto aRa.

Sym: plati. Dk: a,b € Z. Predpoklad: aRb, odtud a -b > 0. Diky komutativité také b-a > 0 a tedy
bRa.

To byl dtikaz vzorovy. Nejstrucnéjsi jesté akceptovatelna verze vypada takto:

a,beZ: aRb— ab>0— ba >0 — bRa.

Vv

Antisym: neplati. Kdyz to necitime intuitivné, zkusime napsat dikaz a uvidi se.

Takze vezmeme a, b € Z splnujici aRb a bRa. Pak ab > 0 a ba > 0. To je dvakrat zopakovana informace,
ze ab > 0, z toho asi a = b neodvodime.

Zavér: Antisym neplati. Pp: a =1, b = 3. Pak aRb a bRa, ale a # b.

Tranz: Tohle je ta lepsi otazka. Aby tranzitivita platila, museli bychom byt schopni z informace, ze
ab > 0 a bc > 0, né€jak dostat, ze ac > 0.

Clovéka mutize napadnout, Ze ab > 0 typicky znamena, ze obé &isla jsou kladna nebo obé zaporna.
Verze obé kladna: a,b > 0, pak z bc > 0 méame i ¢ kladné, proto je ac > 0.

Verze obé zaporné: a,b < 0, pak z bc > 0 mame i ¢ zaporné, proto je ac > 0.

To vypada nadéjné, dokud ¢lovéka nenapadne (doufejme), Ze je i nula. Pak uz neni tak tézké najit
protipriklad.

Zavér: Tranzitivita neplati. Pp: a =13, b =0, ¢ = —13. Pak 13R0 a 0R(—13), ale neplati 13R(—13).

Alternativa: U relaci danych vzorcem obvykle zkousime tranzitivitu dokazat eliminaci ,prostfednika“
algebrou. Zde méme nerovnosti, tedy neni mozné si z prvni vyjadrit b a dosadit do druhé. Muzeme ale
nerovnice navzajem vydeélit:

b
G_Z():> 920:> %20:>a020.
be c c?

To vypada slibné, ovsem (vzdy ve stiehu!) hned v prvnim zlomku vidime, Ze to funguje pouze pro
bc # 0, coz by nas mélo navést na spravnou cestu k protiptikladu.

Alternativa: Oznacime si x = ab, pak vime, Ze x > 0. Odtud b = %, dosadime do druhé rovnice, mame
%c > 0 neboli % -ac > 0. Protoze z > 0 a a® > 0, odvodime, ze ac > 0. I zde je ovSem problém s
nulami.



