DMA Domaci ukol é. TA

Tento kol vypracujte a pak prineste na cviceni ¢. 8.

1. Uvazujte nasledujici relaci na Z:
a’Rb prave tehdy, kdyz b — a je délitelné dvéma nebo tiemi.
VysSetiete, zda spliiuje zdkladni ¢tyii vliastnosti (reflexivita, symetrie, antisymetrie, tranzitivita).
Je to Caste¢né usporadani?
Poznamka: Pti pfemysleni mtize pomoci alternativni definice:
aRb pravé tehdy, kdyz a = b (mod 2) nebo a = b (mod 3).
Poznamka: Pro spravnou praci s relaci je tfeba korektné interpretovat definici. Pro konkrétni dvojici
a, b se otazka , jsou spolu v relaci?“ preklada do podoby:
»je pravda, ze a = b (mod 2) nebo a = b (mod 3)7“
Vybér mezi dvojkou a trojkou tedy neni néjaky centralni jednou pro vzdy, ale déla se pro kazdou dvojici
a,b znovu, volba je tedy individualni a ptame se, zda to ,nebo“ lze zaridit, ne Ze si jedno z ¢isel 2,3
vybereme a chceme jej.

2. Na mnoziné koneénych fetézct pismen malé latinské abecedy (tedy ,slov“) zavedeme nasledujici
relaci: aRp3 praveé tehdy, kdyz fetézec § vznikl tak, ze se pridala pismena pred Tetézec nebo za fetézec
a (pfi¢emz pFipoustime i moznost pfidani zadnych pismen).

Napftiklad ,tema‘ je v relaci s ,matematika“, nebo ,abc“ je v relaci s ,abcde®.

a) Nakreslete Hassetuv diagram pro mnozinu {au,auto,automobil,to,mobil} usporadanou relaci R.

b) Urcete nejvétsi prvek, maxima, nejmensi prvek a minima, pokud existuji.

c¢) Najdéte néjakou linearizaci.

3. Kratky bonusovy priklad pro pilné:

Uvazujte mnozinu A uspofadanych trojic (r,t,s), kde

r je pfirozené ¢islo 1,2...,9 (ro¢nik);

t je velké pismeno A, B,C, ... (tfida);

s je Fetézec pismen (pfijmeni studenta).

V prvni souradnici fadime dle velikosti ¢isla, v druhé a tieti souradnici fadime dle abecedy. Podle teorie
je lexikografické uspotradani linedrni, a mnozinu A je tedy mozné sefadit do jednoho fetizku.

Ukazte toto sefazeni (tedy vlastné Hassetiv diagram), pokud se mnozina A sklada z téchto trojic:
(5,A,Alda), (7,B,Cody), (6,C,Ego), (5,B,Fink), (7,A,Job), (5,A,Klen), (7,B,Mold), (5,A,Nub).

Zkouskovy specidl vypocetni (doporuceno):

a) Nakreslete Hassetv diagram pro mnozinu A = {2,4, 6, 12,24, 36} usporadanou relaci délitelnosti, tedy
aRbD jestlize a déli b.

Najdéte jeji maximum, minimum, nejvétsi a nejmensi prvek, pokud existuji.

Najdéte né€jaké linearni rozsireni této usporadané mnoziny.



ResSeni:

1. K taspéchu je zejména potieba si ujasnit, ze to, zda délime dvojkou ¢i trojkou, si svobodné vybira
kazda dvojice cisel, ktera se snazi byt v relaci. Logicky vzato se musime vyporadat s komplikaci zvanou
logicka disjunkce (nebotitko).

Reflexivita: Rozbor: Chceme ¢tenafe presvédcit, ze aRa, tedy ze 2 | (a —a) nebo 3 | (a —a). To vypada
dost jasné, a zde dokonce disjunkce poméhé, protoze na to, abychom ji splnili, sta¢i potvrdit jednu ze
dvou vlastnosti. Ja si vyberu ¢islo blizsi tfinactce.

Pfi psani dukazu si musime dat pozor, aby vedl od né¢eho znamého (neni tu predpoklad) k tomu, co
chceme.

Zavér: Plati. Dk: Libovolné a € Z. Plati: a — a = 0 je délitelné trojkou. Proto aRa.

Symetrie: Plati. Dk: Necht a,b € Z spliuji aRb. Pak jsou dvé moznosti.

1. 2 déli b — a. Pak ovsem také 2 déli —(b —a) = a — b a tedy bRa.

2. 3 déli b — a. Pak ovSem také 3 déli —(b—a) = a — b a tedy bRa.

Kazdopadné bRa a dikaz je hotov.

Poznamka: Na rozdil od reflexitivy si ted variantu nevybirame my, ale ta dvé ¢isla z naseho predpokladu.
Proto musime obé moznosti pokryt.

Kdybych psal tuzkou, nakreslim od aRb dvé Sipky, kterymi proud dikazu rozdvojim, a piipady 2, 3
bych délal paralelné ve dvou sloupeccich, abych je nakonec zase spojil do zavéru bRa.

Antisymetrie: Neplati. Dk: Uvazujme a = 13, b = 23. Pak b — a = 10 je délitelné dvéma, stejné jako
a—b=—10, tedy aRb a bRa, ale neplati a = b.

Tranzitivita: neplati. Dk: Uvazujme a = 2, b = 4, ¢ = 13. Pak 2R4 nebot 2 déli 4 — 2 = 2, také 4R13
nebot 3 déli 13 — 4 = 9, ale neplati 2R 13, nebot 13 — 2 = 11 neni délitelné ani dvéma, ani tfemi.
Poznamka: Asi mnozi jako ja zkusili nejprve dikaz napsat. Zac¢ina takto:

Ptredpoklad: aRb a bRc. Pak mame

2](b—a)Vv3]|(b—a)AN[2](c—b)V3](c—Db)].

Vsimnéte si, Ze logické spojky ted nejsou stejné, a proto nemohu vyraz prerovnavat! Jeho vyznam je,
ze dvojice (a,b) si svobodné vybird, zda pijde cestou 2 ¢i 3, a stejné tak si svobodné vybira dvojice
(b, c). Z toho vyplyva, Ze je tfeba osetfit v diikazu celkem ¢tyfi mozné varianty. Kdo ma smulu a zacne
variantou 2,2 a 3, 3, tak zjisti, ze pro né tranzitivita funguje. Naptiklad takto pro dvojku:

b—a=2kNc—b=2l, kJl€Z = c—a=2(k+1) = aRec.

Pak zkusi smiSeny ptipad a zjisti, Ze tranzitivita nefunguje (vznikne nepiijemné 2k + 3[). Pak uz se
snadno najde protiptiklad.

Neni to RAT, tedy to neni ¢asteéné usporadani.
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Nejvétsi prvek a maximum je ,automobil “.

Nejmensi prvek neexistuje. Minima jsou ,au“, ,to“, ,mobil“.
Linearizace: tfeba au<jto<yauto<ymobil<;automobil

«

3. Princip lexikografického uspotradani: Porovnavame dvé trojice. Pokud prvni soufadnice rozhodne,
mame hotovo. Pokud je v prvni souradnici remiza a rozhodne druha, mame hotovo. Pokud je na prvnich
dvou soufadnicich remiza, rozhodne tfeti.

(5,A,Alda)<(5,A Klen)<(5,A,Nub)=<(5,B,Fink)<(6,C,Ego)<(7,A,Job)<(7,B,Cody)<(7,B,Mold).



Zkouskovy special vypocetni:
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Maximalni prvky jsou 24, 36, nejvétsi prvek neexistuje, minimalni prvek je 2, nejmensi prvek je 2.
Pro linearizaci jsou ¢tyri moznosti:

2 <5 4<16<p12 <124 < 36

nebo

2<r4<56<=<;12<1, 36 <, 24

nebo

2 <7 6<p4=<p12<24 < 36

nebo

2 < 6<p4=<512 <, 36 <, 24.



