DMA Domaci ukol ¢é. 9A
Tento kol vypracujte a pak pfineste na cviceni ¢. 10.

1. Uvazujte funkci zadanou f(0) =1, f(1)=2a f(n+1) = f(n) +2f(n— 1) pron € N.
a) Spocitejte nékolik prvnich hodnot této funkce a odhadnéte obecny vzorec pro f(n)
b) Dokazte indukeci, ze vas odhadnuty vzorec je spravné.

2. Uvazujte funkci zadanou f(1) =0a f(n+1) = f(n) +n pron € N.
Dokazte indukci, Ze takto zadand funkce splituje nerovnost f(n) < n? pro n € N.

Zkouskovy specidl diukazovy (pokrocilejsi mohou zkusit ted nebo pied zkouskou):
a) Necht R je relace na A. Dokazte:

Je-li R antisymetrickd, tak je i R~! antisymetricka.

Pouzijte strukturu diikazu, kdy je zavér bran jako cesta.

Dalsi viz pisemkovy special v DUL0A, tvrzeni s podmnoZinou a inverzni relaci.

ResSeni:

1.a) £(0) =1, f(1) = 2, £(2) = f(1) + 2£(0) = 4, £(3) = f(2) +2/(1) = 8, tipujeme f(n) = 2" pro
n € Np.

b) Spravnost tohoto vzorce dokdzeme indukei.

Rozbor: V kroku (1) musime zjistit, kolik je f(n 4 1). Jediny znamy vzorec je ten z definice f(n + 1) =
f(n) +2f(n —1). Abychom je mohli vyuzit, musime znat f(n) a f(n — 1), takze tyto dva vzorce musi
prijit do IP.

Kdy?z jsou v IP dva vzorce, pak musi byt také dva v (0), abychom ukéazali, Ze IP lze nékdy splnit. Jdeme
na to.

(0) Pron=0an=1toplati: f(0)=1=2% f(1)=2=2"

Poznamka: V obou zapisech pro f je prvni rovnitko dané v zadani, druhym ovérime shodu s uhodnutym
vzorcem.

(1) Necht n € N libovolné. Piedpokladejme, Ze f(n) =2" a f(n —1) =271

Pak podle definice f a pak predpokladu mame

Fln+1)=f(n) +2f(n—1) Z= 27 + 2. 2771 = on+1,

Diikaz je hotov.

Poznamka: IP f(n) = 2™ se déla pro konkrétni zvolené n, proto tento vzorec nelze v kroku (1) pouzit
pro f(n —1) ani f(n + 1), protoze n £ 1 jsou uz jina ¢isla nez n. Slabé indukce tedy neprojde.

Kdyz v kroku (1) zvolime nejmensi mozné n = 1, tak se v IP mluvi o f(1) a o f(0) a pfesné tyto dvé
hodnoty jsme potvrdili v (0), takze tento IP byl naplnén.

FAQ: Jak mizu do f dosazovat nulu, kdyz je v zadani uvedeno ,,pro n € N“?
A: Ta specifikace se tyka jen té induktivni rovnice, fikd nam, pro jaka n ji mame k dispozici. Navazuje
to spravné, protoze nejmensi mozné n v této specifikaci vede na rovnici

f(2) = f(1) +2/£(0)
a vidime, Ze se tim padem existence f(0) ocekdva. Pokud bychom u té rovnice dali specifikaci ,pro
n > 07, tak by také mohla vzniknout rovnice f(1) = f(0) + 2f(—1) a mame problém.

2. (0): Pron=1: f(1)=0< 1%
(1) Necht n € N, IP: f(n) < n?.

P
Pak f(n+1)=f(n)+n<n?+n < n>+n+m+1)=n>+2n+1=(n+1)>2

[n+1>0]

Poznamky:
e To, co se v diitkazu indukci déla, se vzdy odviji od toho, co dokazujeme, takze zadanou nerovnost
f(n) < n? musi byt vidét v kroku (0), v indukénim ptedpokladu a v hlavnim vypoctu. Naopak tam



nesmi byt néco odjinud, tieba f(n 4+ 1) = f(n) + n neni indukéni predpoklad, ale fakt, ktery nam byl
sdélen a je k volnému pouziti kdekoliv a kdykoliv v nasem feseni, tedy i v indukci.

e Nékteri se snazili najit pro f vzorec. Da se to, tfeba f(n) = %n(n — 1), ale je to zbyteéné. Konec
konct, staci mald zména v zadani a vzorec viibec najit nepiijde, ale porad je moznost, Ze i tak budeme

umeét dokazat néjaké vlastnosti indukei, aniz bychom vlastné ten vzorec znali.

Zkouskovy special vypocetni:

a) Pfedpoklad: R ™! antisymetrickd. Dok4dZeme: R antisymetricka.

Rozbor: Aby byla relace R antisymetricka, musi pro vsechna a,b € A spliovat podminku

[(a,b) € R A (b,a) € R] = a =10, poptipadé [aRb A bRa] = a = b dle preferovaného znaceni.

My toto vime o relaci R. Musime ovSem Ctenafe presvédcit, ze plati stejnd podminka aplikovana na
relaci R ™!, tedy musime ukézat, Ze plati

[aR™b AR ta] = a=0.

Jdeme na to:

Dk: Pfedpoklad: R antisymetrickd. DokdZzeme: R ! antisymetricka.

Vezméme libovolné a,b € A spliujici (a,b) € R™! a (b,a) € R™". Pak (b,a) € R a (a,b) € R, diky
antisymetrii R je tedy b = a neboli a = b.

Poznamka: Je také mozné udélat kroky

[aR™1b AOR™ta] — [bRa A aRb] — [aRb A bRa] — a = b.

Vsimnéte si, ze jsme v druhém kroku neménili poradi prvki v relacich, ale pouzili komutativitu logické
konjunkce A.

V diikazu jsem daval pozor na presny zapis antisymetrie, tedy Ze v rovnosti je stejné potadi prvki jako v
prvni relaci predpokladu. Je to podstatné? Z hlediska logiky samoziejmé ano, ale z hlediska praktického
matematického zivota by to lidé obvykle nefesili, protoze stejné vime, ze v rovnosti na potradi nezalezi.
Takze bych to bral i takto:

[aR™1b ADRta] — [bRa A aRb] — a = b.

Poznamka: Je také mozné pouzit nas tradi¢ni jednodussi pfimy postup od predpokladu k zavéru:
Predpoklad: R antisymetrickd — (aRb A bRa) = a =b.

Relace v predpokladu piepiseme dle definice R~! a dostaneme

(bR ta A aR~'b) = a = b. Diky komutativité A pak

(aR"BWADBRa) = a=batedy R™! je antisymetricka.

Tento typ diikkazu ma dvé nevyhody: Vyzaduje néjak logicky odtivodnit prechod od jednoho logického
vyroku v jiny, coz vyzaduje urcitou zkuSenost. Zasadn€jsi problém je, ze selhava v komplikovanéjsich
situacich, zejména v téch, kdy predpoklad a zavér nemaji témeér stejnou logickou strukturu jako zde.
Proto jsem v zadani chtél, at si procvic¢ite novou strukturu dikazu, kterd je vyrazné flexibilnéjsi.
Casta chyba: V DU a nékdy i u zkousky vidim toto:

P: 'R antisymetricka.

(@,b) e R — (ba) eER —sa=b. ()

Proto R~! antisymetricka.

Dva problémy. Prvni je, Ze z (%) nevyplyva antisymetrie, ta totiz nevypada takto:

(a,b) e R7Y = a=b ale jinak.

Druhy problém je, Ze samotna tivaha (x) je chybnd, jmenovité krok (b,a) € R T a=0 Antisymetrie
R se totiz neumi dostat k a = b za pomoci (b, a) € R, potiebuje k tomu dva kousky dat.



