DMA Domaci tikol é. 10A
Tento doméci kol se neodevzdava.

1. U nasledujicich zobrazeni rozhodnéte, zda jsou prosta a zda jsou na. Své odpovédi dokazte.
a) T: NxZ, T(n) = 2n;

b) T: 7Z x Ng, T(n) = n?;

c) T: NxN—= N, T'(m,n) =m-n;

d) T: 7Z? — P, T(a,b) = ax® + b.

Poznadmka: P zna¢i mnozinu vSech polynomi.

Pisemkovy special: Nasleduji priklady vhodné k nicviku na semestralni pisemku.
Nejprve vzdy priklad vyfeste samostatné a snazte se o pékny zapis diukazi, pak se podivejte na dalsi
stranu na Teseni.

2. Dokazte indukci, ze pro n € N je
)12+12+12+ +12 1 no12 1
a R— —_— oo —_— _—— —_— —_——
13 132 133 137 137 = 13k 137
k=1
c) > (sin(k) —sin(k — 1)) = sin(n).
k=1

=1 neboli > =1
b) 7+ 13419+ .-+ (6n+ 1) =n(3n+4) neboli ST (6k +1) = n(3n +4).
Poznamka: Zkuste si tu sumu rozepsat dlouhym zapisem, pak uvidite, co se tam vlastné déje.
3. Dokazte indukci, ze pron € N, n > 2 je
Sok-2F = (n—1)2"th
k=2

4. U nésledujicich tvrzeni rozhodnéte, zda jsou pravdiva.

Pokud je n€jaké tvrzeni pravdivé, napiste dikaz.

Pokud néjaké tvrzeni pravdivé neni, tak:

—mnapiste diikaz (nebo spi$ jeho korektni pocatek), jak by se psal, kdyby pravdivé bylo, a ukazte, v
kterém kroku tento pokus ztroskota a proc;

—ukazte protiptiklad (ztroskotany dikaz by mél napovédét).

A) Necht R, S jsou relace na mnoziné A. Jestlize jsou R, S reflexivni, tak je i R NS reflexivni.

B) Necht R, S jsou relace na mnoziné A. Jestlize jsou R, S symetrické, tak je i R US symetricka.

C) Necht R, S jsou relace na mnoziné A. Jestlize je R antisymetrickd, tak je i R NS antisymetricka.
D) Necht R, S jsou relace na mnoziné A. Jestlize jsou R, S antisymetrické, tak je i RUS antisymetricka.

E) Necht R je relace na mnozing A. Jestlize je R ™! reflexivni, tak je i R reflexivni.

) Necht R je relace na mnozing A. Jestlize je R symetricka, tak je i R~ symetricka.

) Necht R je relace na mnoziné A. Jestlize je R ™! symetricka, tak je i R symetricka.

) Necht R je relace na mnozing A. Jestlize je R ! antisymetrickd, tak je i R antisymetricka.

Necht R je relace na mnoziné A. Jestlize je R~ tranzitivni, tak je i R tranzitivni.

=RORE

I
J
K) Necht R, S jsou relace na mnoziné A a R C S. Jestlize je S symetricka, tak je i R symetrické.

~—

Necht R, S jsou relace na mnoziné A a R C S. Jestlize je R symetricka, tak je i S symetricka.

~—

L) Necht R, S jsou relace na mnoziné A a R C S. Jestlize je S antisymetrickd, tak je i R antisymetricka.
M) Necht R, S jsou relace na mnoziné A. Jestlize jsou R, S symetrické, tak je i S o R symetricka.



Reseni:

la. Toto zobrazeni je prosté. Dk: m,n € N takové, ze T'(m) = T'(n). Pak 2m = 2n, odtud m = n.

T neni na. Dk: p—p: Zvolme z = 13 € Z. Pak nelze najit n € N spliujici T'(n) = 13, protoze pro takové
n by muselo platit 2n = 13, nelze.

Pomiize udélat si nacrtek, jak toto 1" posila ¢isla.

1b. Toto zobrazeni neni prosté, protoze naptiklad T'(1) =1 =T(—1), ale 1 # —1.

T neni na. Dk: p—p: Zvolme b = 13 € Z. Pak nelze najit n € N spliujici 7'(b) = 13, protoze pro takové
n by muselo platit b?> = 13, nelze pro n € Z.

Pomtize udélat si nacrtek, jak toto 1" posild ¢isla.

1c. Toto zobrazeni neni prosté, protoze napfiklad 7'(3,2) = 6 = T'(2,3), ale (3,2) # (2,3) v N x N.
Surjektivita: Toto zobrazeni je na. Dukaz: Pro dané y € N zvolime n = 1, m = y, pak (m,n) € N x N
aT(m,n)=T(y,1)=y-1=y.

Rada: Nez zaCnete s matematikou, je dobré si predlozeny objekt ,osahat®, v tomto ptikladé bych tedy
zacal tim, Ze bych si nejprve zkusil dosazovat do T" néjaké dvojice ¢isel a koukal, co to déla.

1d. T: Z? — P, T(a,b) = az? + b.

prosté: ano. Dk: Necht (a,b), (c,d) € Z? takové, ze T'(a,b) = T(c,d). Pak az? +b = cz? + d. Polynomy
se rovnaji pouze tehdy, pokud maji stejné koeficienty, takze a = ¢ a b = d neboli (a,b) = (¢, d).

na: ne. Protiptiklad: polynom p(z) = z. Neexistuje a,b € Z takové, e v = ax? + b, tedy nejde udélat
p(x) =T(a,b).

2a. (0)n=1: 2 —1— > plati
a. =1: =1- =
" 13 13 Pt 1
(1) n ElN libovolné, predpoklad platl 5 =1-
n—+ n
12 12 12 1 12\ _ 13-12 _ 1
Pa‘kkzll?)k —kzlm—k+13n+1 1— g +W—1—(m—n—m—+1) =l-g5m =1 @

2b. (0) n=1: 7=1-(3-1+4) plati.
(1) n € N libovolné, IP: > (6k + 1) = n(3n + 4).
k=1

Pak S (6k-41) = 37 (65-41)+ (6(n+1)-41) 22 n(3n-+4)+(6n+7) = 30210047 = (n+1)(3(n-+1)+4).
k=1 k=1

2c. (0) n=1: (sin(1) — siln(O)) = sin(1) plati.
(1) n € N libovolné, IP: z (sin(k) —sin(k — 1)) = sin(n).

Pak :i_r:i(sin( ) —sin(k — 1)) = kil(sm( ) —sin(k — 1)) + (sin(n + 1) — sin(n))

£ sin(n) + (sin(n + 1) — sin(n)) = sin(n + 1).
Poznamka: Vzorec 1ika, ze
(sin(1) — sin(0)) + (sin(2) — sin(1)) + (sin(3) — sin(2)) + - - -
+ (sin(n — 1) —sin(n — 2)) + (sin(n) — sin(n — 1)) = sin(n) — sin(0).

Cely vnittek souc¢tu se pokrati navzajem a ztstane jen zacatek a konec. Takovym sumam se nékdy rika
,teleskopicka”.

2
3. 0)n=2: Y k-2¢?=2.22=8=(2-1)- 2% plati.
k=2

(1) n > 2 libovolné, IP: >° k- 2F = (n — 1)27+1L,
k=2

Pak z Jo -2k = z ko284 (n+1)20t I (n — )27 4 (n 4 1)27F = (n — 1 4+ n 4 1)27+!
k=2
= 2n2”+1 =n2"2 = ((n+1) — 1)2(nFD+L,



4A. Dtikaz: Predpoklad: R, S jsou reflexivni.

Krok stranou: Chceme: R NS je reflexivni.

Potiebujeme ukazat: Va € A: (a,a) € RNS. Poznamka: Toto neni implikace, proto neni pfirozeny
zacatek dukazu (dalsi pfedpoklad), musi se vymyslet.

Dukaz (pokracovani): a € A lib. R reflex. proto (a,a) € R. S reflex. proto (a,a) € S. Tedy
(a,a) e RNS.

Plati.

4B. Dtkaz: Predpoklad: R, S jsou symetrické.

Chceme R U S je symetricka.

Pottebujeme ukazat: Va,b € A: (a,b) e RUS = (b,a) e RUS.

Dtikaz (pokracovéani): a,b € A lib. (a,b) € RUS. Pak dvé moznosti.

1) moznost (a,b) € R, ze symetrie R pak (b,a) € R a proto (b,a) € RUS.
2) moznost (a,b) € S, ze symetrie S pak (b,a) € S a proto (b,a) € RUS.
Ve vsech piipadech (b,a) € RUS.

Plati.

4C. Dtkaz: Predpoklad: R je antisymetrické.

Krok stranou: Chceme: R NS je antisymetricka.

Pottebujeme ukazat: Ya,b € A: [(a,b) e RNS A (b,a) e RNS] = a=0b.

Predpoklad znamena [(a,b) € R A (a,b) € S]A[(b,a) € R A (b,a) € S].

TFi konjunkce, zévorky lze zrusit, prosté mame ¢tyti faktiky: (a,b) € RA(a,b) € SA(b,a) € RA(b,a) €
S.

Ale o S nic nevime, tak ty dva budeme ignorovat.

Dukaz (pokracovani): a,b € A lib. (a,b) € RNS A (b,a) € RNS. Pak tedy

(a,b) € R a (b,a) € R, proto z antisymetrie R mame a = b.

Plati.

4D. Dikaz: Predpoklad: R, S jsou antisymetrické.

Krok stranou: Chceme: R U S je antisymetricka.

Pottebujeme ukazat: Ya,b € A: [(a,b) € RUSA (b,a) e RUS] = a=b.

Dukaz (pokracovani): a,b € A lib. (a,b) € RUS A (b,a) € RUS. Pak ¢tyfi moznosti.
1) moZnost (a,b) € R a (b,a) € R, pak z antisymetrie R mame a = b, zatim dobré.

2) moznost (a,b) € S a (b,a) € S, pak z antisymetrie S mame a = b, zatim dobré.

3) moznost (a,b) € R a (b,a) € S, pak mame problém.

Neplati. Mimochodem, problém nastane i pro ¢tvrtou moznost (a,b) € S a (b,a) € R.
Protipiiklad: A = {1,2}, R = {(1,2)} antisymetrickd, S = {(2,1)} antisymetricka,
RUS ={(1,2),(2,1)} neni antisymetricka,

4E. Dikaz: Predpoklad: R~! je reflexivni.

Krok stranou: Chceme: R je reflexivni.

Potfebujeme ukéazat: Va € A: (a,a) € R. Poznamka: Toto neni implikace, proto neni pfirozeny zacatek
dtikazu (dalsi predpoklad), musi se vymyslet.

Ditkaz (pokracovani): a € A lib. R™1! reflex. proto (a,a) € R™!. Pak (prohozenim téch dvou a navza-
jem) (a,a) € R.

Plati.

4F. Dtikaz: Predpoklad: R je symetricka.

Krok stranou: Chceme: R~! je symetricka.

Potfebujeme ukézat: Va € A: (a,b) € R™! = (b,a) € R™L.

Diikaz (pokracovani): a,b € A lib. (a,b) € R™! pak (b,a) € R, dle pfedpokladu tedy (a,b) € R a tudiz
(bya) € R71.

Plati.




4G. Dtikaz: Pfedpoklad: R~ je symetricka.

Chceme: R je symetricka.

Potvrdime: a,b € A lib. (a,b) € R pak (b,a) € R™1, dle pfedpokladu tedy (a,b) € R~ a tudiz
(b,a) € R.

Plati.

4H. Dtikaz: Pfedpoklad: R~ je antisymetricka.

Tvrdime: R je antisymetricka.

Potvrzeni: a,b € A lib. (a,b) € RA (b,a) € R pak (b,a) € R™* A (a,b) € R™!, dle pfedpokladu tedy
b=a atudiz a = b.

Plati.

41. Diikaz: Piedpoklad: R~ je tranzitivni.

Chceme: R je tranzitivni.

Potvrdime: a,b,c € A lib. (a,b) € R A (b,¢) € R pak (b,a) € R™1 A (¢,b) € R™! neboli (¢,b) € R™1 A
(b,a) € R™1, dle predpokladu tedy (c,a) € R™! a tudiz (a,c) € R.

Plati.

4J. Dikaz: Predpoklad: R C S a R je symetricka.

Krok stranou: Chceme: S je symetricka.

Pottebujeme ukazat: Va,b € A: (a,b) € S = (b,a) € S.

Dukaz (pokracovani): a,b € A lib. (a,b) € S. Pak ale (a,b) nemusi byt v R a my tak nemame moznost
vyuzit predpoklad.

Neplati.

Protipfiklad: A = {1,2}, R = {(1,1)} symetricka, S = {(1,1),(1,2)} neni symetricka.

Jing pp: A=1{1,2,3}, R ={(1,2),(2,1)} symetricka, S = {(1,2),(2,1),(1,3)} neni symetricka.

4K. Diikaz: Predpoklad: R C S a S je symetricka.

Krok stranou: Chceme: R je symetricka.

Potfebujeme ukazat: Va,b € A: (a,b) € R = (b,a) € R.

Dukaz (pokracovani): a,b € A lib. (a,b) € R. Podle R C S také (a,b) € S, ze symetrie S pak (b,a) € S
a mame problém, protoze to (b, a) nemusi byt zase v R.

Neplati.

Protipriklad: A = {1,2}, § = {(1,2),(2,1)} symetricka, R = {(1,2)} neni symetricka.

4L. Dikaz: Predpoklad: R C S a S je antisymetricka.

Krok stranou: Chceme: R je antisymetricka.

Potiebujeme ukazat: Va,b € A: [(a,b) € RA(b,a) € R] = a=0.

Dtikaz (pokracovani): a,b € Alib. (a,b) € R A (b,a) € R. Podle R C § pak mame (a,b) € SA(b,a) € S
a z antisymetrie S dostaneme a = b.

Plati.

4M. Dikaz: Predpoklad: R, S jsou symetrické.

Krok stranou: Chceme: S o R je symetricka.

Pottebujeme ukazat: Va,b € A: (a,b) € SoR = (b,a) € SoR.

Dukaz (pokracovani): a,b € A lib. (a,b) € SoR. Pak musi existovat x € A takové, ze (a,x) € R a
(x,b) € S.

ODbé jsou symetrické, takze vime i (z,a) € R a (b,x) € S. Prohodime:

(a,x) € S a (z,b) € R. Proto (b,a) € R oS, ale to je jiné relace nez S o R a jsme v haji.

Neplati.

Protipiiklad: A = {1,2,3}, R = {(1,2),(2,1)} symetricka, S = {(2, 3), (3,2)} symetricka.

Ale jediny navazujici dvoukrok je 1R2S3, proto S o R = {(1,3)}, tato relace neni symetricka.
Poznamka: Protoze zde nevyuzivame mnozinové operace, je stejné praktické psat dikaz alternativnim
zna¢enim: a(S o R)b pak Iz aby aRxSb. Ze symetrie xRa a bSz neboli bSxRa a proto ...




