DMA Domaci ukol ¢. 11A
Tento ukol vypracujte a pak prineste na cviceni ¢. 12.

1. Napiste induktivni definici mnoziny vSech kladnych celych cisel, ktera jsou délitelna péti ale ne desiti.
Napovéda: Nejprve si napiste prvnich par ¢isel z mnoziny, to by mélo napovédét.

2. Pro nasledujici zobrazeni rozhodnéte, zda jsou prosta a zda jsou na. Své odpovédi dokazte.

a) T: N2 — N3, T'(m,n) = (m,n,m + n).

b) T: N? = N, T(m,n) = m + n.

Zkouskovy specidl dikazovy [naro¢néji] (pokrocilejsi mohou zkusit ted nebo pted zkouskou):
a) Uvazujte zobrazeni T: A— B a S: B+~ C.

1) Dokazte, ze kdyz jsou T a S prosté, pak je i sloZzené zobrazeni S o T' prosté.

2) Ukazte konkrétni piiklad zobrazeni T', .S, kdy T je prosté, S neni prosté a S o T neni prosté.
Ukazte konkrétni piiklad zobrazeni 7', S, kdy T je prosté, S neni prosté a S oT je prosté.

3) Dokazte, ze kdyz je slozené zobrazeni S o T' prosté, pak musi byt i 7" prosté zobrazeni.

4) Dokazte, ze kdyz jsou T' a S na, pak je i slozené zobrazeni S o T na.

5) Ukazte konkrétni piiklad zobrazeni T', S, kdy T neni na, S je na a S o T neni na.

6)

b) Necht T: A+ B je invertibilni zobrazeni s inverzi T—!. Dokazte ptimo (bez pouziti véty o skladani
a inverzi), Ze pak je (I'"1)2 =T~! o T~! inverzni zobrazeni k T? =T o T.

Ukazte konkrétni priklad zobrazeni 7', .S, kdy T neni na, S je na a SoT je na.

c) Najdéte néjaké zobrazeni T: Z +— Z, které je samo sobé inverzni, tedy 7! = T.

d) Nechtt T: A — B a S: B ~ C jsou invertibilni zobrazeni. Dokazte, Ze pak je i slozené S o T
invertibilni a plati vzorec (SoT) ! =T"10 571

Reseni:

1. Nejjednodussi je toto:

(0) 5 € M.

(I)neM = n+10€ M.

2a. T je prosté.

Dk: Necht (m,n), (u,v) € N* a T(m,n) = T(u,v). Pak (m,n,m+mn) = (u,v,u+v), coZ znamena mimo
jiné m =wu, n =wv a tedy (m,n) = (u,v).

T neni na.

Dk: p—p: Zvolime (1,1,13) € N3. Tvrdime, Ze neexistuje (m,n) € N? spliujici T(m,n) = (1,1,13).
Kdyby totiz existovalo, tak by muselo platit (m,n,m +n) = (1,1,13), pak ale m = 1, n = 1 a nevyjde
m+n=13.

Taky se da vzit tfeba (—1,—1,13) a dokonce uz ani nebude zadné m € N aby m = —1.

2b. T neni prosté.

Dk: T(1,2) = 3 = T'(2,1).

Poznamka: Z rovnice T'(m,n) = T'(x,y) dostaneme m +n = x + y, chceme ziskat (m,n) = (x,y) neboli
m =x an =1y. To nejde.

T neni na.
Dk: Neexistuje (m,n) € N takové, ze T'(m,n) = 1. Pro (m,n) € N totiz plati m +n >1+1=2.

Poznéamka: Oblibeny pristup studentti je nésledujici: Necht z € N libovolné. Pak najdeme m,n € N
tak, aby m +n = z, a mame T'(m,n) = z. Dokézali jsme, ze T je na.

Problém tohoto pokusu o diikaz je, Ze od ¢tenafe oCekavame, ze nam prosté bude vérit, se ty m, n néjak
najdou. V matematice ovSem vira nestaci, proto ani nesta¢i argumenty tohoto typu. Pokud chceme,
aby nam existenci téch m,n uznali, tak musime konkrétné ukazat, jak se pro dané z najdou, nejlépe
néjakymi vzorci. Kdyz to zkusime, zjistime, ze pro jednicku to nefunguje.

Ze stejného divodu neprojde dalsi docela oblibeny pokus: Pro dané z € N zvolime m, n tak, ze n = z—m
am = z —n. Zde sice vzorce pro m,n mame, ale jsou zacyklené, takze to neplati.



Poznémka: Pokud bychom T brali jako zobrazeni N? — N\ {1}, tak uz bude na.
Dk: Dano z € N\ {1}. Zvolime m =1 an = z — 1. Pak evidentné

Tm,n)=T1,z—1)=14+(2—-1) =

am €N. Vime n € Z a diky z > 2 také n > 1, proto n € N a tedy (m,n) € N2.

Zkouskovy special dikazovy:
a) 1) xz,y € Alibov. S(T'(z)) = S(T(y)) = T(z) =T(y) = z=1y.
2) non? pro Z +— 7 v+ 7.
T(1) =a, S(a) =a, S(b) =
3) xz,y € Alibov. T'(x) =T (y) = S(T'(z)) = 5(
4) c € C libov. 35(b) = ¢ pak IT(a) = b tedy S(T'(a))
5)T(n)=nNw—Z, S(n)=nZ—Z.
6) T(1) = a, pak S(a) = S(b) = a, C = {a}.
)

b) (T oT YHo(ToT)=Iaa(ToT)o (T toT 1) =1Ig.
c) 7(”(n)——n T(n) = n atd.

d) (T71oS Ho(SoT)=1Iaa(SoT)o (T 1oS™1)=1Ig.

T(y))_ (SoT)(z)=(SoT)(y) = z=y.



