DMA Domaci kol ¢é. 12A
Tento kol vypracujte a pak prineste na cviceni ¢. 13.

1. a) Najdéte feSeni pro rovnici a2 —a, =0, n >0,

které splnuje pocatecni podminky ag = 0, a1 = 2.

b) Najdéte obecné FeSeni pro rovnici a,+1 = 6a, — 9a,_1, n > 2.
Jaka je jeho typickd asymptoticka rychlost ristu v nekoneénu?
Poznamka: Nezapomente rovnici nejprve upravit na standardni tvar.

2. Pro néasledujici mnoziny rozhodnéte, zda jsou kone¢né, spoc¢etné ¢i nespocetné. Svou odpovéd dokazte.

Poznamka: Pokud v argumentech o mohutnosti pracujete s néjakymi zobrazenimi a jsou dilezité jejich
vlastnosti (prostota, na), tak je staci zminit, netfeba je podrobné dokazovat (tak to bude i u zkousky).
Ale z cviénych divodt je zajimavé si alespon dikazy prostoty udélat jako nacvik otazky o zobrazeni.

a) M je mnozina vsech vektorti z N2, jejichz druh4 slozka je dvakrat vétsi nez prvni.

Poznédmka: N? = N x N,
b) M je mnozina vSech ,matematickych kola¢u“ @ pro a,b,c € Z.
Poznamka: Matematické kolace jsou objekty, které vznikaji vlozenim tii celych cisel do formicky tvaru

kolace. Takze mnozina M obsahuje naptiklad objekty , , , atd. Nas zajima, ,kolik“

takovych objekti je.

c) (bonus pro ty, které a a b nudi svou lehkosti)
M je mnozina vSech pfirozenych cisel, kterd nejsou délitelna tremi.

ResSeni:

1. a) Charakteristickd rovnice A> = \° =22 —1=(\A—-1)(A+1) =0,

odtud charakteristickd ¢isla A = +1, proto obecné Feseni a,, = 1"u + (—1)"v = u + (—1)"v, n > 0.
Pocatecni podminky davaji ap = u+v =0, a3 = u—v = 2. Odtud v = 1, v = —1, proto feseni
anp=1—(-1)",n>0.

Mimochodem, je to posloupnost (0,2,0,2,0,2,0...).

Poznamky:

e Obcas nékdo zapomene dat —1 do zévorky pfi vyrabéni posloupnosti. Pozor, —1™ neni totéz co (—1)".
Napifklad —12 = —1, ale (—1)? = 1.

e Pokud zadavame posloupnost vzorcem, tak vzdy musime fict, odkud kam béh4a index. Vzorec a, =
1 — (—1)" tedy nestac¢i. Ti, kdo piSou odpovédi jako (1 — (—=1)"),, maji vystarano.

e Nestac¢i napsat u = 1, v = —1. Otazka zni ,najdi reseni“, takze ho musime ukazat.

b) Ptepis rovnice: an+1 — 6a, + 9a,_1 =0, n > 2.

Posun indexu: a,42 —6a,4+1 + 9a, =0, n > 1.

Charakteristickd rovnice A — 6A! +9\0 = A2 — 61 +9 = (A —3)2 =0,

odtud charakteristicka ¢isla A = 3,3 neboli A = 3 (2x).

Proto obecné feseni (viz specidlni trik) a,, = 3"u + n3"v, n > 1.

V typickém piipadé (tedy u,v # 0) je a, = ©(n3™) nebo také a,, ~ n3"™v pro n ~ oc.

2. a) Mame M = {(1,1),(2,4), (3,6), (4,8),... }.
Mnozinu lze vyjadfit jako M = {(n,2n) : n € N}. Z toho se nabizi zobrazeni T'(n) = (n,2n), které je
vlastné bijekce N =3 M. Mnoziny N a M tedy maji stejnou mohutnost, proto je M spo&etna.

Je také mozno usettit dikaz surjektivity a postupovat takto:

1. Zobrazeni T'(n) = (n,2n) je prosté N — M, proto |N| < |M].

2. Evidentné M C N2, proto |[M| < |N?| = |N|.

Spojenim nerovnosti dostaneme |M| = |NJ.

Bonus: Dtkazy vlastnosti pro T'(n) = (n,2n).

Prostota: Necht m,n € N, T'(m) = T'(n). Pak (m,2m) = (n,2n), odtud m = n.



Na: Déno b € M. Dle definice M musi byt b = (a,2a) pro n&jaké a € N. Toto a pak spliuje T'(a) =
(a,2a) =b.

b) ,Matematické kolace“ jsou vlastné jen jinak zapsané tfislozkové vektory. (Pro¢ tak vlastné vektory
nepiseme? Bylo by to hez¢i.) Mnozina M je proto spocetnd, formélné to potvrdi dosti zjevna bijekce

T: s (a,b, c) vedouci M s Z3. Proto |M| = |Z3| a také vime, Ze |Z3| = |N|, tedy |M| = |N]|.

c¢) Je snadné si predstavit, ze mnozinu M = {1,2,4,5,7,8,10,11,13,...} dokdZeme propojit s N, popfi-
padeé ocislovat. Vznik4 néco, co by méla byt bijekce:

1—-1,2—23—44—55—T7,...
Abychom ale dokazali, Ze je to bijekce, musime mit pro ni vzorec, a to je dost obtizna zalezitost (viz
konec). Je proto lepsi zkusit jinou strategii.
1. Protoze M C N, méame |M| < |N|. Mnozina M tedy uré¢ité neni nespocetnd, jinak feceno je nejvyse
spocetna.
2. Citime, Ze je spo€etnd, tedy potfebovali bychom ukézat nerovnost |[N| < |M|. Jak to dokdzeme?
Nabizi se dveé cesty.
e Chceme-li dokazat onu nerovnost, pak bychom podle definice méli najit prosté zobrazeni T: N +— M.
Hledame vzorecek, jehoz vystupy by nikdy nebyly délitelné trojkou, coz je otézka inspirace, bud ptijde,
nebo ne (v tomto je ob¢as matematika podobna umeéni a tak trochu zradna).
Mé napadlo zobrazeni T'(n) = 3n — 1. Vede N — M, protoze ¢isla ve tvaru 3n + 1 nejsou délitelna
tfemi (davaji jednicku modulo 3). Jelikoz je T' prosté, mame |N| < |M]|, coz spolu s opa¢nou nerovnosti
potvrzuje spocetnost M.
Studenty napadaji i jiné véci, tfeba T'(n) = 2™ nebo 3™ — 1.
Bonus: Diikazy vlastnosti pro T'(n) = 3n — 1.
Prostota: Dano m,n € N, ptedp. T'(m) = T'(n). Pak 3m — 1 =3n — 1, tedy m = n.
e Existuje jeden snadny argument: Protoze je M nekoneénd, podle véty z prednasky plati |N| < |M].
Takze |M| = |N| neboli M je spocetna.
Tento dikkaz ma problém, ze by se nékdo mohl zeptat, jak vime, ze je M nekonecna. Obvykle se toto
ukazuje tak, ze v ni najdeme kopii pfirozenych cisel, coz se déla pomoci prostého zobrazeni z N do
doty¢né mnoziny. To nas ale vlastné vrati na predchozi zptisob feSeni.
Da se to néjak obejit? Jedna finta mé napadla. Vime, Ze prvocisel je nekoneéné mnoho. To pak plati i
pro prvocisla jind nez 3 (oznac¢me jejich mnozinu P3) a ta urcité nejsou délitelna tiemi, proto P C M.
To ukazuje, ze také M musi byt nekonecna.
Jina finta nalezend studenty: Sporem. Kdyby byla M konec¢nd, tak musi mit nejvétsi prvek, tieba m.
To je prirozené ¢islo nedélitelné trojkou, pak ovsem také ¢islo m + 3 je nedélitelné trojkou a prirozené,
tedy m + 3 € M. Protoze je m nejvétsi, mame m + 3 < m neboli 3 < 0, coz je spor.

Zajimava alternativa: je mozno napsat

M={3k—-2: ke NJU{3k—1: ke N}
Pomoci bijekce k — 3k + 1, popripadé k£ — 3k + 2 hravé ukdzeme, Ze ty dvé mnoziny napravo jsou
spocetné, tudiz i jejich sjednoceni musi byt spocetné.

Poznamka pro zvidavé: Jak mohou vypadat bijekce N — M pro ¢isla nedélitelna tfemi?

Naptiklad T'(n) = n+|1(n—1)| (pouziva zaokrouhleni doltt), poptipadé T'(n) = n—1+ [4n]| (zaokrouh-
leni nahoru). Lze také pouzit T(n) =n + |3(n — 1)| jako bijekci Ng — M. Ted ovSem zkuste dokazat,
Ze jsou prosta a na.

Dalsi alternativa je definice indukci:
T(1)=1,T(2)=2;T(n+1)=T(n—1)+1pron > 2.
Opét drobny problém: jak dokézat prostotu. Musela by se pouzit indukce. Studenty napadlo i toto:
T(1)=1,T(2)=2;T(n+1)=T(n) +T(n) mod 3 pro n > 2.
Pouziva se tam zbytek po déleni tfema. Zde méa opravdu cyklus délku 3, protoze v cilovém prostoru
mame 3-periodicky obrazec.



