Diskrétni matematika: Rovnice diofantické a modulo pHabala 2018

DMA Prednaska — Rovnice nad 7Z
Definice.
Pojmem linearni diofanticka rovnice oznacujeme libovolnou rovnici typu ax + by = ¢ s nezndmymi x, y, kde
a,b,c € Z a vyzadujeme také feSeni x,y € Z.

Véta.
Necht a, b, ¢ € Z. Linearni diofantickd rovnice ax+by = ¢ ma alespon jedno feseni pravé tehdy, kdyz ¢ je ndsobkem
ged(a, b).

Definice.
Je-li dana linearni diofanticka rovnice ax + by = ¢, pak definujeme jeji pfidruZzenou homogenni rovnici jako
axr + by = 0.

Véta.

Necht a,b,c € Z. Uvazujme linedrni diofantickou rovnici az + by = c.

Necht (z,,y,) € Z? je n&jaké jeji partikularni feseni.

Dvojice (zo,10) € Z? je feseni této rovnice pravé tehdy, kdyz

existuje (xn,yn) € Z* takové, ze (xo,v0) = (Tp,Yp) + (Th,yn) a (zh,yn) Fesi pridruzenou homogenni rovnici.
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Véta.
Uvazujme rovnici ax + by = 0 pro a,b € Z. Mnozina vsSech jejich celociselnych feseni je

{<kgcd(ba, b)’_kgcd?a, b)) ke Z}'

Algoritmus pro nalezeni vSech celociselnych feseni rovnice ax + by = c.

0. Naptiklad pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu najdéte ged(a, b) = Aa + Bb.

1. Jestlize ¢ neni nédsobkem gcd(a, b), pak FeSeni rovnice neexistuje.

2. Pfipad ged(a,b) déli c:

a) Ziskanou rovnost aA + bB = ged(a, b) vynésobte Cislem ¢ = m € Z tak, aby se zachovaly koeficienty a, b,
a dostanete a(Ac’) + b(Bc') = ¢, tudiz i jedno partikularni feseni x,, = Ac’, y, = B¢’ neboli vektor (Ac', B').

b) Pfidruzenou homogenni rovnici ax + by = 0 zkrafte ¢islem ged(a,b) na tvar o’z + b'y = 0, coz dava feSeni
xp = 'k, yp, = —a’k neboli dvojice (b'k, —a’k) pro k € Z, popfipadé xp, = —V'k, y;, = a’k neboli dvojice (—b'k, a’k).
c¢) Se¢tenim partikuldrniho a obecného homogenniho Feseni ziskdte mnozinu vSech celociselnych Feseni

{(zp + kb',y, — ka') : k € Z} neboli z = z, + kb, y =z, — ka’ pro k € Z,

popripadé verzi s minusem u yy,.
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Definice.
Terminem linearni kongruence oznacujeme rovnice typu az = b (mod n), kde n € N, a,b € Z a hleddme
celociselna feseni .

Fakt.
Necht n € N. Uvazujme a,b € Z. Cislo 2y € Z fesi linearni kongruenci ax = b (mod n) pravé tehdy, kdyz pro
néjaké yo € Z fesi vektor (zg,yo) diofantickou rovnici ax + ny = b.

Véta.

Necht n € N, uvazujme a,b € Z.

(i) Jestlize b neni nasobkem gcd(a,n), tak FeSeni rovnice ax = b (mod n) neexistuje.

(ii) Jestlize ged(a, n) déli b, tak rovnice ax = b (mod n) ma néjaké feSeni z, € Z. Ozna¢me n’ =

n S
sed(an)” Mnozina

vSech TeSeni linedrni kongruence ax = b (mod n) je

{zp +kn' 1 k € Z}.

Véta.

Necht n € N, uvazujme kongruenci ax = b (mod n) pro néjaka a,b € Z. Necht z,, je néjaké jeji partikularni feseni.
Definujme ¢isla z; = z, + mi pro i = 0,1,... ,ged(a,b) — 1. Mnozina vSech feSeni dané kongruence je
sjednocenim mnozin {z; + kn : k € Z} proi =0,1,... ,gcd(a,b) — 1, tyto mnoziny jsou navzajem disjunktni.

Véta.

Necht n € N. Uvazujme kongruenci az = b (mod n) pro néjaka a,b € Z, necht z, je néjaké jeji feseni.

Cislo zg € Z je fesenim kongruence ax = b (mod n) pravé tehdy, kdyz existuje zj, € Z, které splituje zo = z,, + =),
a je feSenim pfidruzené homogenni rovnice ax = 0 (mod n).



Diskrétni matematika: Rovnice diofantické a modulo pHabala 2018

e Mnozinu vSech FeSeni rovnice a © x = b v Z,, ziskdme tak, Ze v mnoziné vSech feSeni kongruence az = b (mod n)
nahradime vSechna ¢isla jejich zbytky po déleni n neboli jejich kongruentnimi zastupci z mnoziny Z,,.

Véta.

Necht n € N, uvazujme rovnici ax = b v Z,, pro néjakd a,b € Z,.

(i) Jestlize gcd(a, n) nedéli b, pak FeSeni neexistuje.

(ii) Predpokladejme, ze ged(a,n) déli b. Necht x, € Z fesi kongruenci az = (mod n), ozna¢me n' =

n
ged(a,n) *
Necht g = min{x, + kn' : k € Z a x, + kn’ > 0}. Pak mnozina v8ech feSeni rovnice az = b v Z, je

{zo+in' :i=0,1,...,gcd(a,n) — 1}.

Jde o ged(a,n) raznych Eisel.
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Soustavy linedrnich kongruenci:

Jsou dany moduly ny,...,n,, € N a pravé strany by, ... ,b,, € Z. Hledame cela ¢isla x takova, Ze
x =b; (mod ny)
x = by (mod no)

x = by, (mod nyy,).

Véta.
Uvazujme moduly ni,ne,... ,n,, € N a ¢isla by,b2,... b, € Z.
Necht z, je néjaké FeSeni soustavy kongruenci

x =b; (mod ny)

x = by (mod ns)

x = by, (mod nyy,).
Cislo g je také feSenim této soustavy pravé tehdy, pokud existuje ¢islo x, takové, Ze zg = x, + 1z}, a T}, je FeSenim
pridruzené homogenni soustavy kongruenci

=0 (mod ny)

=0 (mod ns)

=0 (mod nyy,).

Véta. (Cinska véta o zbytcich)

Necht nq,n9,... ,nym €N, by,ba,... b, € Z. Uvazujme soustavu rovnic
x = by (mod ny)
x = by (mod ng)

x = by, (mod n,y,).
Jestlize jsou vSechna cisla n; po dvou nesoudé€lné, pak ma tato soustava feseni xg € Z. Mnozina vSech feSeni je
{zo+kn:keZ}, kde n =mning---ngy,.
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Algoritmus pro feSeni soustavy kongruenci x = by (mod ni),x = by (mod ns),...,x = by, (mod n,,) pro
pfipad, Zze jsou vSechna c¢isla n; po dvou nesoudélna.

1. Oznacte n =ning---n,, a N; = n% pro vsechna i.

2. Pro kazdé i najdéte inverzni ¢islo k IV; vzhledem k nasobeni modulo n;.

m
3. Necht =, = > b;N;x;. Mnozina vSech FeSeni soustavy je {x, + kn : k € Z}.
i=1



