Diskrétni matematika: Délitelnost pHabala 2023

DMA Prednaska — Délitelnost

Definice.

Necht a,b € Z. Rekneme, Ze a déli b, znaceno a | b, jestlize existuje k € Z takové, ze b = a - k.
V takovém pripadé fikame, zZe a je délitel b, popripadé faktor b, a ze b je nasobek a.

Také tikame, Ze b je délitelné cislem a.

Fakt.
Pro kazdé a € Z plati ala, 1|a a a]0.

Véta.

Necht a,b,c € Z.

(i) Jestlize a |bab|c, pak a | c.

(ii) a | b pravé tehdy, kdyz |a| | |b|.
(iii) Jestlize a | b a b # 0, tak |a| < |b|.

Véta.
Necht a,b € N. Jestlize a |ba b | a, pak a = b.
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Definice.

Necht a € N, a > 2.

Rekneme, Ze je to prvoéislo, jestlize jediné piirozena ¢isla, ktera a déli, jsou 1 a a.
Rekneme, Ze a je slozené &islo, jestlize to neni prvoéislo.

Definice.

Necht a,b € Z.

Cislo d € N je spoleény délitel ¢isel a, b, jestlize d | a a d | b.
Cislo d € N je spoleény nésobek ¢isel a, b, jestlize a | d a b | d.

Definice.

Necht a,b € Z.

Definujeme jejich nejvétsi spoleény délitel, znaceno ged(a,b), jako nejvétsi prvek mnoziny jejich
spole¢nych délitelii, pokud je alesponi jedno z a, b nenulové. Jinak definujeme ged(0,0) = 0.

Definujeme jejich nejmensi spoleény nasobek, znaceno lem(a, b), jako nejmensi prvek mnoziny jejich
spoleénych nésobki, pokud jsou a, b obé nenulové. Jinak definujeme lem(a,0) = lem(0,b) = 0.



Diskrétni matematika: Délitelnost pHabala 2023

Definice.
Rekneme, Ze ¢isla a, b € Z jsou nesoudélna, jestlize ged(a,b) = 1.

Fakt.
Necht p je prvocéislo. Pro libovolné a € Z plati, Ze bud je p s a nesoudélné, nebo p déli a.

Fakt.
Necht a € Z. Pak ged(a,0) = |al, lem(a,0) =0 a ged(a,a) = lem(a,a) = |al.

Fakt.
Necht a,b € Z. Pak ged(a,b) = ged(|al, |b]) a lem(a, b) = lem(|al, |]).

Véta.
Necht a,b € Z. Pak lem(a,b) - ged(a,b) = |al - |b).

Véta. (o déleni se zbytkem)
Necht a,d € Z, d # 0. Pak existuji ¢, € Z takové, ze a = qd+r a 0 < r < |d|.
Tato ¢isla g a r jsou jednoznacné urcena.

Definice.

Necht a,d € Z, d # 0.

Zbytek pri déleni ¢isla a ¢islem d tikdme cislu r € Z takovému, ze a = qd + r pro néjaké q € Z a
0<r<]|d.

Znacime jej r = a mod d, ¢teno a modulo d.

Cislu ¢ pak fikdme éasteény podil.

Fakt.
Necht a,b € Z, a # 0. Pak a | b pravé tehdy, kdyz b mod a = 0, tedy zbytek po déleni b ¢islem a je 0.
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Lemma.

Necht a,b € Z, necht r € Z spliiuje r = a — ¢gb pro néjaké q € Z. Pak ged(a,b) = ged(b, r).
(i) d € N je spoleény délitel a, b pravé tehdy, kdyz je to spolecny délitel b, r.

(ii) ged(a,b) = ged(b, 7).

Eukliduv algoritmus pro nalezeni ged(a,b) pro a > b € N.

Verze 1. nebo Verze 2.
Iniciace: 19 :=a, r1 := b, k := 0. procedure gcd(a, b: integer)
Krok: k:=k+1, rpy1 = rp—1 mod 7g repeat
Opakovat dokud nenastane r;+1 = 0. r:= a mod b;
Pak ged(a,b) = rg. a:=b; b:=r;
until b = 0;
output: a;
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Véta. (Bezoutova véta/rovnost)
Necht a,b € Z. Pak existuji A, B € Z takové, ze gcd(a,b) = Aa + Bb.
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Rozsifeny Eukliduv algoritmus pro nalezeni ged(a,b) = Aa 4+ Bb pro a,b € Z.

Verze 1. Verze 2.
Inicializace: rg :=a, r1 := b, k:= 0, procedure gcd-Bezout (a,b: integer)
Ap:=1,A,:=0, By :=0, B; :=1. Ag:=1; A1 :=0; By :=0; By :=1;
Dokud plati ;41 # 0, opakovat kroky: while b # 0 do
k:=k+1, fix g to get a —¢q-b optimal
volba q; aby rx_1 — qxrr optimalni, r:=a—qb;
Thal = Th—1 — QkTk, rq = Ag — qAr1;
Ay = Ap—1 — @ Ax, Ty := By — qB1;
By+1 = Bx—1 — qi Bg. a:=b; b:=r;
Pokud rp < 0, zménit znaménka u ry, Ay, By. Ag:=A1; Al i=ry;
Pak ged(a,b) = r, = Ara + Byb. By := B1; Bi:=r1p;

If a <0doa:=—a, Ay := —Ag, By := —By;
output: a, Ag, Bo;



